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Nas préximas aulas pretendemos discutir os conceitos de controlabilidade e
observabilidade de sistemas de controle lineares da forma

{Mﬁ:A@ﬂﬁ+B@u@

y(t) = Cx(¢) + D(t) u(r) )

onde x(7) é o vetor de estado n x 1; u(r) vetor de controle r x 1; y() vetor de saida
mXx 1;A(t) € R, B(r) e R™", C(r) e R"™" e D(r) € R™*".

@ Na aula anterior discutimos controlabilidade de sistemas auténomos.

@ Agora trataremos observabilidade assumindo A, B, C e D constantes.

@ Posteriormente veremos o caso ndo auténomo ().
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Controlabilidade e observabilidade

Controlabilidade

@ Dizemos que o sistema () é controlavel em [1y, #], se for possivel, por meio de
um vetor de controle admissivel u, transferir o sistema de qualquer estado
inicial x(fo) € R" para qualquer outro estado x(#;) € R".

@ Se o sistema de estado for controldvel para todo intervalo finito [z, #;], dizemos
que o sistema é completamente controldvel.

Observabilidade

@ Dizemos que o sistema () é observavel em [fy, #1], se for possivel determinar o
estado inicial x() a partir da observacdo da saida y() conhecida Vz € [, #1].

@ A observabilidade é completa se ocorre em todo intervalo de tempo [fo, #1].

Tais conceitos foram introduzidos por Kalman e tem um papel importante no projeto
de sistemas. De fato, a controlabilidade e observabilidade de um sistema podem ditar
a existéncia de uma solugdo completa para o projeto validando sua execucio.
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Observabilidade completa

Vamos estudar primeiro a observabilidade de sistemas auténomos

x(t) = Ax(t) + Bu(t) W
¥(#) = Cx(t) + Du(?)

assumindo A € R™", B € R, C € R™*" e D € R™*" constantes.

o Inicialmente notamos que o sistema (1) é observavel se e s6 se

x(r) = Ax(r)
(1) = Cx(1)

é observavel.
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Observabilidade completa

De fato, se x(¢) € solugiio de (1), entdo

13
x(1) = ¢"x(t0) + / I Bu(s) ds e

fo
t
(1) = Cex(to) + C/ *“"Bu(s)ds+ Du
o
daf )
y(1) — C/ "I Bu(s)ds — Du = Ce'x(1).

fo

As matrizes A, B, C e D, bem como o controle « sdo conhecidos, logo, os sitemas sdo
equivalentes com respeito a propriedade de observabilidade ja que uma saida pode
ser levada a outra por operagdes de adicdo e subtracdo de quantidades conhecidas.
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Controlabilidade completa de estado

Teorema

Considere o sistema

¥(6) = Cx(1) *)

com estado x(7) € R" e saida y(r) € R” (m < n) onde A € R"*" e C € R"*" séo
matrizes constantes. Entdo () é observavel, se e sé se, o posto da matriz mn X n

{x(t) = Ax(f)

CA

cA™!

€ n. Assim, o sistema (x) & controldvel se e s6 se é completamente observavel.

@ Lembramos que posto de uma matriz corresponde ao niimero de linhas ou
colunas linearmente independentes dela.

e Como a condic¢iio de observabilidade ndo depende de [to, 1] temos que os
conceitos de observabilidade e observabilidade completa sdo equivalentes.

@ Deste resultado caracterizamos a observabilidade de (1).
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1. Segunda lei de Newton

Seja x() a posi¢do de um corpo num instante 7 sujeito a um forga f. Se o corpo
possui massa m, entdo temos

e x ¢ asaida do sistema e f pode ser visto como controle. Se x; () = x(t) e
x2(t) = x(r) obtemos o seguinte sistema de controle

(2)=Co o) () (8)
=0 (3)

o E este sistema completamente observavel?

marcone @ime.usp.br

icas em Teoria de Controle



Pelo teorema o sistema serd completamente observével se e s6 se o posto da matriz

2x2
C
CA B C
: Tl cA
CAn—l
é 2. Como
a=(2 1] e C=(10)
=l 0 0 =
temos que
1 0

LGl = ao (o)

I
/N
O =
— O
N——

que é uma matriz de posto 2 implicando que o sistema é observavel.
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2. Um sistema ndo observavel

Veremos que o sistema abaixo nao é completamente observavel. Seja

(3)-( % L)(2)+(%)-

_ X1
x=(08 1) ( o )
Nesse caso temos

0 1
A:(_M _]‘3) e C=(08 1)

dai
} 0.8 1

(08 1) (04 -13)

3 08 1
- -04 -—05

que é uma matriz singular e portanto nao possui posto igual a 2. Logo, concluimos
que o sistema ndo € observavel.

C
CA
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Prova do teorema

Provaremos inicialmente a ida. Assumimos que (x) é observavel e supomos por

absurdo que o posto da matriz P € R™"*" ¢ estritamente menor que 7. S.p.g.
podemos supor fy = 0 durante a prova ja que o sistema é auténomo. Como

n = dimR" = dim Imagem(P) 4+ dim Niicleo(P)

segue que dim Niicleo(P) > 1 e daf existe xp € R"*! nio nulo tal que

Pxo =0 € R™!
ie. tal que
C CX()
CA CA xo
0= Pxy = . X0 = . = CAkx():O
cA™! CA" ' xo

paratodok =0,1,2,....n — 1.
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Prova do teorema

Agora, sabemos que pelo Teorema de Cayley-Hamilton existem o () tais que

n—1
M= Z a(1)A".
k=0

Logo, temos que

n—1 n—1
Ce'xo = C (Z ak(t)Ak> 0= ar) (Ca') =o0.
k=0 k=0
Desta maneira, existe xo € R" ndo nulo tal que
y(t) = Cx(t) = CeMx =0 V>0

implicando que o sistema nfo ¢ observdvel, de onde obtemos uma contradi¢o.
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Prova do teorema

Suponha agora que o posto de P é n. Inicialmente observamos que a matriz

4 ’
W(r) :/ &C'ce® ds e R
0

¢ invertivel para todo ¢ > 0. De fato, se x € Nicleo(W) temos que
{1 / 13
0=xWtx = / X' C'Cexds = / |Ce™*x||* ds
0 0
para todo ¢ > 0. Dai, pela continuidade da exponencial de matriz temos

[Ce¥x|| =0 Vse[0,] = Cex=0 Vsel0,1].

Logo
AR, . CA*x
O:C<Zk!s>x= s Vs € [0,1].
k=0 k=0
Assim, Cx = CAx = ... = CA""'x =0 = x € Nicleo(P). Como o posto de P é n,

o Niicleo(P) = {0}. Entdo x = 0 e W(r) é invertivel para todo ¢ > 0.
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Prova do teorema

Agora vamos determinar o valor inicial x(0) para a saida dada
y(t) = Ce''x(0).

Veja que
y(t) = CeMx(0) = &M'Cly(r) = ¢'C'CeM'x(0)

1 13
= / M Cly(s) ds = / &' Ce™x(0) ds.
0 0

Assim temos
O(t) = W(1)x(0)

com Q(1) = [ ¢"5C’y(s) ds conhecido e W(r) dado e invertivel. Portanto,

x(0) = W= (nQ(r)

implicando que o sistema é observavel’. ]

*Note que hd uma férmula para o célculo de x(0).

marcone @ime.usp.br Técnicas em Teoria de Controle



Exercicios

1. Oscilador harmo6nico

Considere o sistema mecanico
indicado ao lado. A equagdo do
sistema é my + by + ky = uonde m é a
massa do corpo, b o amortecimento e
k a constante elastica. y é a saidae u a
entrada (controle).

Figura: Massa mola amortecido.

Verifique se este sistema é observavel.
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Exercicios

Retornamos aqui ao sistema \(
linearizado associado ao modelo de

uma particula de massa unitdria sob - ‘
acdo de um campo de aceleragdo

central newtoniano. \ /

Sabe-se que sua equacio linearizada sobre 6rbitas circulares é dada por

1 0 1 0 0 X1 0 0

| | 3 0 0 2w x 10 u
w7 0o o o 1 w |7l o o (uz >
s 0 —2w 0 0 x4 0 1

Verifique se este sistema & observavel ou ndo.
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