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Aula 7. Cadeias de Markov: classificacao.

Observe as diferencas entre trés cadeias de Markov
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Classificacao de estados. Um estado j chama-se acessivel
pelo estado i se existe n > 0 tal que pg?) > 0.

Nota que pela definicao n pode ser igual a 0. Mas

0) __ 1, se 1 = 3,
ij T 0, sei#].

Isso significa que qualquer estado ¢ € acessivel por ele mesmo.

Dois estados i e 7 s§o comunicaveis (i <+ j) se ¢ € acessivel
por j, € 3 € acessivel por 1.

Notamos, que pela definicao qualquer estado ¢ € comunicavel
com ele mesmo:

PP =P{Xg=1i|Xo=1i}=1.
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Classificacao de estados.

A relacao de comunicacao satisfaz as seguintes propriedades
e Qualquer estado 7 se comunica com ele mesmo: 1 <> 1.

e Se 0 estado ¢ se comunica com o estado j, entdao, o estado
7 Se comunica com o estado 1: 14> 5 = jJ < 1.

e Se 0 estado ¢ se comunica com o estado j, e 0 estado 5 se
comunica com o estado k, entao, o estado ¢ se comunica
comoestado k:i14r 73, < k =1+ k.

A primeira e a segunda propriedade segue diretamente das de-
finicdes. A ultima propriedade pode ser provada pela equacao
de Kolmogorov-Chapman.
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Classificacao de estados.

A propriedade ¢ < j, 5 <> k = 1 < k, pode ser provada pela
equacao de Kolmogorov-Chapman.

Suponha que ¢ se comunica com j € j se comunica com k. Pela
definicao, existem n > 0 e m > 0 tais que p("> >0 e p(m) > 0.
Usando equacao de Kolmogorov -Chapman, temos que

(n-l—m) — sz(:b)ka > pz(;ﬂp](;n) > 0.

Assim, obtemos que o estado k é acessivel de estado . Do
mesmo jeito podemos provar que o estado 7 € acessivel pelo
estado k.
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Classificacao de estados.

Diz-se que um conjunto de estados de uma cadeia de Markov
forma uma classe C, se quaisquer dois estados neste conjunto sao
comunicaveis. Além disso, quaisquer dois estados comunicaveis
da cadeia pertecem a uma classe.

Notamos que se existem duas classes (1 e (> para uma cadeia
de Markov, entdo elas s3do disjuntas (C; N C> = 0) ou idénticas
(Cl = CQ)

Uma cadeia de Markov X, chama-se irredutivel se todos os
estados dela formam uma unica classe.
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Classificacao de estados. Exercicio 1.

Determine classes de comunicacao. Uma dessas ca-

deias € cadeia irredutivel?
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Classificacao de estados. EXxercicio 2.

Sejam 0,1,2 estados de uma cadeia de Markov com
a matriz de transicoes

1/2 1/2 0
P=|1/2 1/4 1/4
0 1/3 2/3

Determine se a cadeia de Markov € irredutivel.

Solucao. Diretamente da matriz de transicao, obte-
Mos que 0« 1 e 1 < 2. Pela propriedade de estados
comunicaveis obtemos que 0 < 2, também. ENtao
todos 0s estados sao comunicaveis e formam uma
classe. Esta classe é unica, por isso, a cadeia de
Markov é irredutivel.
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Classificacao de estados. Exercicio 3. Sejam 0, 1, 2,
3 estados de uma cadeia de Markov com a matriz de transicoes

1/2 1/2 0 0O
p_|1/2 1/2 0 0
= | 1/4 1/4 1/4 1/4
o 0 0 1

Determine as classes que formam os estados desta cadeia.

Solucao. Notamos que se a cadeia ‘caiu’” no estado 3, ela
nunca mais pode sair deste estado, por isso, o estado 3 forma
uma classe (este estado € comunicavel com ele mesmo). Qual-
quer estado ¢ € acessivel pelo estado 2, mas o estado 2 € acessivel
somente por ele mesmo. Isso significa que o estado 2 € comu-
nicavel somente por ele mesmo, por isso, temos mais uma classe
formada pelo estado 2. Os estados O e 1 s3o comunicaveis e
formam uma terceira classe. Entao, o conjunto de estados desta
cadeia se divide em trés classes:

Ci1 ={0,1}, Co ={2}, C3={3}.
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Classificacao de estados.

Para cada estado 7 de uma cadeia de Markov X,,, definimos a
probabilidade f; de que, comecando do estado z, a cadeia volte
para o estado 7 :

fi = P( existe um instante n > 0 tal que X,, =i | Xo = 1).

Um estado @ se diz recorrente se f; = 1. Um estado i+ se chama
transitorio se f; < 1.

Note: se o estado i é recorrente, entao a cadeia de Markov
saindo do estado i, sempre vai voltar para este estado, ou o
namero de vezes que a cadeia esta no estado 7 € infinito. Con-
sequentemente, a média do numero de vezes em que a cadeia
esta em tal estado € infinito. Por outro lado, se ¢ € transitorio,
entao a probabilidade de que, saindo deste estado 7, a cadeia
nunca mais volte neste estado € igual a 1 — f;; € numero de
voltas tem distribuicao geomeétrica:

P(X, volta k vezes em estado i | Xo = i) = ff(1—f;), k=0,1,...

Entao a média de numero de vezes em que a cadeia esta no
estado i € finita e igual a 1/(1 — f;).
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Classificacao de estados. Seja I, funcdo indicadora que
a cadeia esta no estado 7 :

I = 1, se X, =1
"1 0, seX,#*1

Numero de vezes que a cadeia esta no estado ¢ pode ser repre-
o0 - g -
sentado como soma § 0 I,. Logo, a média €

E[i[n Xo :i] = iE[In | Xo = i] = ip(xn —=i| Xo=1) = f:pgp.
n=0 n=0 n=0

n=0
ASSim, provamos a seguinte proposicao:

O estado i é

recorrente, se y .~ p™ = oo,

1

transitorio, se Y oo pY < oo.

(3

Notamos que se uma cadeia é finita (0 nimero de estados dela
é finito), entdo, ndo podem ser todos os estados transitorios.
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Classificacao de estados.

Como uma consequéncia obtemos: Se o estado i € recorrente,
e 0 estado ¢ se comunica com o estado j, entao o estado j €
recorrente tambéem.

Prova. Se i e j sao comunicaveis, entdo existem k£ e m inteiros
tais que p,ff) > 0,p§;n) > 0. Para cada n inteiro, temos
(m+n+k) (m), _(n) (k)
P;; 2> Dy Py Py

e somando pelo n, obtemos
o0 o o0
k k k
D o T2y e = e Y b = o
n=1 n=1 n=1

ja que pg.")pg.“) > 0, e Zzozlp,fi”) € infinita porque o estado 7 €

recorrente. [
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Classificacao de estados. Exemplo.

Quais sao estados recorrentes, absorventes e tran-
sitorios?
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Passeio aleatorio simples unidimensional. Passeio
aleatorio (ou passeio de um homem bébado). Os estados desta
cadeia sao os numeros inteiros Z = {i = 0,£+1,4+2,...}, com
probabilidades de transicao:

Dii+1 =D, Pii-1=1—p, 1=0,%£1,£2,...

Notamos que as probabilidades de transicao nao dependem da
posicao i (homogéneo). Notamos também que todos os esta-
dos desta cadeia sao comunicaveis e cadeia € irredutivel. Isso
significa que ou todos os estados sao recorrentes ou todos o0s
estados sao transitorios. Consideramos o estado 0. Vamos ten-
tar determinar se este estado € estado transitorio ou recorrente.
Usaremos a proposi¢cao: para saber se um estado(e; recorrente
oo n

ou transitorio é suficiente saber se a soma § . Paa € finita ou
n=1 400
infinita.
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Passeio aleatorio simples unidimensional.

Notamos que a cadeia € periodica: impossivel sair do ponto O e
voltar para ele em numero impar de passos:

pIFt) =0, k=0,1,...
Note, que é possivel voltar para 0 mesmo estado com 2k passos
se e somente se 0 numero de passos para frente € igual ao
numero de passos para tras. A sequéncia de passos neste caso
nao tem importancia, por iSsso 0 numero de sequéncias possiveis
de passos é (215) e cada passeio tem probabilidade pF(1 — p)*
(k passos para frente e cada um deles com probabilidade p e k

passos para tras, com probabilidade de cada um deles igual a
(1 —-p).
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Passeio aleatorio simples unidimensional.
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Passeio aleatorio simples unidimensional.

Logo,

Zp(m = Zp(%) => (Q:)pk(l -p)t= :!—]:!p’“(l —p)~.

n=1 n=1

A analise de convergéncia das séries € uma analise de compor-
tamento assintotico dos termos desta série. Qual € comporta-
mento assintotico de 2£pk(1 — p)* quando k € grande?
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Passeio aleatorio simples unidimensional. Qual é
comportamento assintotico de lf!—’z!!p’“(l —p)k quando k é grande?
Neste caso, podemos usar a formula de aproximacao de Stirling:

n
n! ~ (E) 21n.
e

Logo
2n
| (2—"> V212n
(QTL) S (2”’) n n € n n
Poo = P (L =p)" ~ o n p"(1—-p)
o (%) \/271'71(%) V21
_ 2 o _ (4p(1 —p))"
= p"(1—p)" = :
A/ TN VTN
Entao a série Zf;lpg%”) converge se e somente se a série
Z (4p(1 —p))"
VTN
n=1

converge.
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Passeio aleatorio simples unidimensional.

A série Zf;lpg%") converge se e somente se converge a série

f: (4p(1 — p))"
n=1 \/ﬁ |

O comportamento dos termos da ultima série dependem do valor
p. Sabemos que 4p(l —p) < 1 sep#1/2 e 4p(l —p) =1 se
p = 1/2. Por isso a série converge se p # 1/2 e diverge se
p = 1/2. Logo, a cadeia € recorrente se p = 1/2 e a cadeia €
transitoria se p # 1/2. Se p = 1/2, a cadeia se chama passeio
aleatorio simples (simétrico). Se p # 1/2, o passeio aleatorio é
um passeio aleatorio assimétrico. Se, por exemplo, p > 1/2, o
passeio em média sempre estara indo para frente.
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Passeio aleatorio simples bidimensional.

Consideramos agora um passeio aleatorio simples e simétrico em
em duas dimensdes. O espaco de estados do processo € Z2 =
{(k,l) : ke ZleZ}. As transicdes sao simétricas e uniformes:

1
PG5, (i+1.5) = P.3),i-1,5) = PGy, G+1) = PGy, Gg—1) = -
Usando o0 mesmo método como no caso unidimensional, va-
MOoSs provar que este processo € recorrente. Note, que cadeia
€ irredutivel, basta verificar a recorréncia para um estado, por
exemplo, para o estado 0 = (0,0). O mesmo raciocinio mostra
que, saindo de um certo estado, sO € possivel voltar para ele
mesmo se 0 humero de passos para frente s for igual ao numero
de passos para tras s, e 0o numero de passos para cima r deve ser
igual ao numero de passos para baixo r. Notamos que 0 numero
total de passos € par: s+s+r+r=2s+2r=2(s+r).
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Passeio aleatorio simples bidimensional.
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Passeio aleatorio simples bidimensional.

Seja 2n 0 numero total de passos € ¢ 0 numero de passos para
cima, entao, o numero de passos para baixo € ¢ também, e n—1
€ 0 nimero de passos para frente (para tras também é n — 7).
A sequéncia de passos nao € importante, assim, o numero de
caminhos de voltas possiveis com 2n passos é

z”: (2n)!
ilil(n — i)l (n —3)!

1=0

Cada caminho tem probabilidade (l>2n. Logo, obtemos a se-

4
guinte formula para a probabilidade p(zn)

n e (2n)! 1\2" & (2n)! n! n!
pé%)zz 'z'(n—z)'(n—z)'( ) :Z nin! i'(n — i)' (n —1)!

1=0

—Z OO IE) =3)TCN e,

(

1

4

"
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Passeio aleatorio simples bidimensional.

Aqui, usamos a seguinte igualdade de analise combinatoria:
SO )= (")
7 n—1 n
i=0
Como anteriormente, para ver o comportamento assintotico

desta probabilidade, usaremos a formula de Stirling, lembrando
que

(2n> 220 4n
n VTN o \/7Tn'
Logo, obtemos
00 4 n n 4 TN /TN ™

Isto significa que

Zp@n) Z 7T1n = o0.

n=1
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