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1 Teorema de Riesz-Fischer
Veremos algumas defini¢oes a partir da observagao de que qualquer norma define
uma métrica.

Definic¢ao 1.1. a) Uma sequéncia {f,} em L, é uma sequéncia de Cauchy
em L, se para todo € > 0 existe M(g) € N tal que Ym,n > M(e) temos

”fn - mep <e

b) Uma sequéncia {f,} em L, converge para f em L, se para todo ¢ > 0
existe N(¢) € N tal que se n > N(e) temos [|f, — f, < e. Neste caso
dizemos que f — f em média p.

¢) Um espago normado é completo se toda sequéncia de Cauchy converge a
um elemento do espago. Estes espacos chamam-se espagos de Banach.

Note que, se f, — f entado {f,} é de Cauchy.
Teorema 1. Se 1 < p < 400 entdo o espago L, € completo com a norma
1/p
£, = (S [fPdu)

Demonstragao. Seja {f,} de Cauchy para a norma [-[|,. Tomamos ¢ =

1

2k
e consideramos uma subsequéncia fp,, tal que | fn, — full, < > para todo
m > ny. Definimos agora gy = f,, , ou seja,

1
Hgk - fm”p < 2? (A)

e g(x) = |g1(@)| + X ey lgr+1(x) — gr(x)|. Logo g é mensurdvel e estd em MT.

Afirmamos que g € LP.
Com efeito, pelo Lema de Fatou aplicado as somas parciais:

n P
/liminf |g|pdy§11minf/ <|g1|+2|gk+1 gk|> du
k=1

Tomando /- dos dois lados segue que:

n P 1/p
9], < liminf (/ <|g1| + ) lgkir — gk|> dﬂ)

k=1
Pela desigualdade de Minkowski:

n
lgll, < lim inf { lgall, + > llgr+1 — gkllp}

k=1
o0
1
<lgrll, + 3 5z = gl + 1
k=1

Logo g € Ly, e p({z | g(x) = +o0}) = 0. Entdo g converge a um valor finito
em quase todo ponto. Observe que g > 0. Seja A = {z | g(z) < +o0}. Agora
definimos f (o limite da sequéncia f,):

flz) = {91(5“) + Y e (grg1(z) — gi(z)), se x € A
O,sex ¢ A



Note que |g| = [g1+(g2—g1)++ -+ (g — gos1)| < g1+ 3571 lg+1—9;1 < g

Agora, gi, = f q.t.p. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada f € L,
porque se |gi| < g e limg, = f entao |f| < g e assim [ |f|Pdu < [|g]P.

Para mostrar que ||gr — f[[, — 0 (ou seja, que gy — f na norma de L)
aplicamos o Teorema da Convergéncia Dominada & sequéncia |gx — f|P dominada
por 2PgP e assim:

gk — fIl, =0 B)

Mostramos assim que uma subsequéncia de {f,} converge para f. Agora
lembramos que {f,} é de Cauchy em L, e, portanto,

1 = Flly < 1fn = gkll, + gk = f1I,
por (A4) e (B) temos || f, — f||, = 0. O

O que acontece com L,? Ele é um espaco vetorial com a norma do su-
premo essencial. A desigualdade triangular verifica-se diretamente: com efeito,
se f, g € Lo, isto significa que |f(z)] < [|flleo atp e [g(2)] < |lg]lee atp.
Logo [|f + glloc < [[fllec + [lglloo-

Teorema: L., é completo

Demonstracao. Se f, € Ly, for uma sequéncia de Cauchy em L., isto sig-
nifica que f,(z) é de Cauchy qtp. Seja A = {z | fn(x)} é de Cauchy. Entao
#(A¢) = 0. Definimos f(x), dada pelo limite em cada ponto x de A, e f(x)=0
em A°.

Vejamos que ||fn, — f]| — 0. Sejae > 0. Consideramos N tal que
l|fn — full < €/2Vn, m > N. Paracadax3In, > N ||f., () — f(z)| <
£/2. Logo |fa(x) — f@)] < |fa(@) — fur @)+ |fur@) — f(x)] < o Assim
mostramos que ||f, — f|| < eVn > N.

Temos que ver agora que f € L. Mas isto segue de que |f(z)] < ||fn —

I+ @) < lfa = Sl +11fnll-

O



2 Teorema de Lusin

O Teorema de Lusin mostra que para espagos localmente compactos X, as
fungdes continuas com suporte compacto em LP(X) sdo densas (1 < p < +00).
No6s consideraremos X C R™ ou C" entre eles variedades diferencidveis de di-
mensao finita. A mediday deve ser uma regular e o-finita.

Daremos algumas defini¢oes e demonstraremos somente para X C R™ e p a
medida de Lebesgue.

Definicao 2.1. Dado um espago métrico X, ele se diz localmente compacto
se todo ponto p tem uma vizinhanga de fecho compacto.

Exemplos: X C R"ouC"™

Defini¢ao 2.2. Dada uma fungao continua f: X - F (comF=RouCe X
um espago métrico), o suporte de f é o conjunto

S(f) ={z e X[ f(x) # 0}

f ¢é dita de suporte compacto se S(f) é compacto.

Exemplo. a) fi(z) = sin(x)x|o,x]

b) fa(z) = (1 - $2)X[—171]
¢) f3 = e* ndo tem suporte compacto.

Defini¢ao 2.3. Seja (X, A, ) um espago de medida onde X é um espago
métrico e A é a o-dlgebra dos Borelianos ou seu completamento. Dizemos que
1 é regular se para todo A € A:

1. pw(A) =inf{u(U) | U é aberto com A C U}
2. p(A) =sup{u(K) | K é compacto com K C A}

Como vimos nas aulas de medida exterior, a medida de Lebesgue é uma
medida regular. Portanto, também as medidas dadas por A(FE) = fE fdu
onde f € MT sdo regulares.

Primeiramente, enunciamos o Lema de Urysohn para o caso de um espago
métrico:

Lema 2. Seja X um espago métrico, K C X compacto e U aberto com K C U.
Entao existe g : X — [0,1] continua tal que:

lLzeK=g(x)=1
2. 2¢U = g(x)=0

Demonstragao. Seja F' = U€, fechado. Entdo g(z) = %

exemplo das fungdes que procuramos. Complete os detalhes para ver que g
é continua. O

é um

Comecamos aproximando as fungoes caracteristicas por uma funcao continua
de suporte compacto:



Lema 3. Lema de Lusin: Seja X C R" e A a o-dlgebra dos Borelianos ou
seu completamento e p a medida de Lebesgue. Seja A € A com u(A) < +oo,
entdo dado € > 0 existe g continua com suporte compacto que verifica:

1. p({r € X | g(z) # xa2)}) <e
2. Para todo x € X, 0 < g(x) < 1.

Demonstra¢io. Dado € > 0. Seja B(0,n) a bola de centro 0 e raio n. Considere-
mos A, = ANB(0,n). Existe ng tal que u(A,,) +(¢/2) > p(A). Chamemos
novamente de A este A,,. Sejam K C A um compacto e A C U com U aberto
tais que

1. Uc B(0,ng +1);
2. U\ A) < =,
3. w(A\K) < £

. Isso acontece pela regularidade de p.
Logo:
€
p(UNK) = p(U\ A) + u(A\K) <

Tomamos agora V aberto com K C V C V C U, observamos que:

< p(K) < (V) < p(U) < p(A) + S

w(A) — 1

N

Aplicamos entao o Lema de Urysohn a K e V, ou seja, existe g : X — [0, 1]
com

a. z€ K=g(x)=1=xa(z)
b. 2¢V =g(z)=0=g(x) = xa(r)sex ¢ U

Assim o suporte S(g) esté contido em V compacto (porque U limitado) e por-
tanto é compacto.

E obtemos

p{z e X [g(x) # xa(@)}) <p(VAK) +u(U\V) = pU\ K) <

DO ™

Por ultimo: Voltando & notacao inicial, mostramos que pu({z € X | g(z) #
XA, (2)}) < 5. Agora p({z € X | g(z) # xa(2)}); < p({z € X | g(z) #
XA, (®)}) + 5 < e O

<

Exercicio. Seja (X, A, u) um espago de medida. Se X for o-finito entao u(p)
oVp e X.

Exercicio. Seja (X, A, ) um espago de medida o-finito onde A contém os
Borelianos e p é regular. Entao:

1. cada ponto p € X tem uma vizinhanga U, com u(U,) < oo.

2. todo compacto K tem pu(K) < oo



Exercicio. Se f: X — R é continua com suporte compacto, entdo f € LP(X)
para todo 1 < p < 4o00.

Exercicio. As fungoes continuas com suporte compacto formam um espaco
vetorial C.(X).

Exercicio. Se A € A com u(A) < 400, pelo lema anterior, tomemos g € C.(X)
com u({g # xa}) < eP. Mostre que [|g — xall, <e.

Exercicio (da lista). Seja f € LP(X), entdo existe ¢ simples com || f — o], <e.
(considere f = f* — f7)

Teorema 4 (Teorema de Lusin). C.(X) é denso em LY (X), com 1 < p < o0

Demonstragdo. Pelos primeiros dois exercicios, o espago vetorial C.(X) estd
contido no espago vetorial L?(X). Seja Z o fecho de C.(X) em LP(X). Logo
Z é um espago fechado em LP(X). Pelo lema, Z contém x4, com pu(A) < oo.
Como é um espago vetorial, contém todas as fungoes simples (chamemos de S
o espago das fungoes simples). Assim S C Z, e como LP(X) é completo, pelo
ultimo exercicio LP(X) C Z. O

Exercicio: mostre que as fungoes degrau sao densas em LP(X)



