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RESUMO

Este trabalho tem por propdsito estudar a congruéncia e a semelhanca de tridangulos como uma
proposta o ensino basico, cujo objetivo € especificar esses casos estabelecendo relacdes para
o estudo e egresso ao mestrado profissional, facilitando o processo de ensino-aprendizagem
nos niveis fundamentais e médios, por ser um conteido importante de matemdtica, 0 mesmo
¢ ensinado através de memorizacdao mecanica. Com o auxilio do aplicativo GeoGebra, régua
e compasso, ocorrerd uma construcao lidica por meio meio desses instrumentos de aprendiza-
gem, sendo suporte para o o estudo professores e alunos. Pretende-se também desmitificar esse
conteddo que normalmente ndo € tratado com sutileza e € transmitido ao longo dos anos através

de memoriza¢do mecanica e visam aprimorar também os estudos e pesquisas posteriores.

Palavras-chave: Geometria, Congruéncia, Semelhanc¢a, Ensino de Matemdtica.



ABSTRACT

The purpose of this paper is to study the congruence and similarity of triangles as a basic
education proposal, whose objective is to specify these cases establishing relationships for the
study and egress to the professional master, facilitating the teaching-learning process at the
fundamental and middle levels, Because it is an important math content, it is taught through
mechanical memorization. With the help of the application GeoGebra, ruler and compass, there
will be a playful construction through these learning tools, being support for the study teachers
and students. It is also intended to demystify this content that is not normally treated with
subtlety and is transmitted over the years through mechanical memorization and also aims to

improve further studies and research.

Keywords: Geometry, Congruence, Resemblance, Mathematics Teaching.
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LISTA DE SIMBOLOS

Congruéncia.

Semelhancga.

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Reta que passa pelos pontos Ae B .
Semirreta de origem A e que passa por B.
Segmento de reta de extremidades AB.
Angulo com o vértice em O de lados OA e OB.
Pertence.

N3ao pertence.

Se, e somente se.

Entdo, implica que.

Indica o fim de uma demonstracao.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos os casos de congruéncia e semelhanca de triangulos que sdo
estudados no ensino fundamental, médio e superior como uma proposta para o ensino bésico, a
nossa pesquisa ¢ de cardter bibliografico e tem como principais referéncias o livro de Geome-
tria Plana da colecdo Fundamentos de Matematica Elementar volume 9, onde seus autores sao,
Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeu, outro livro utilizado nesta pesquisa foi o de Geometria
Euclidiana Plana da cole¢@o do professor de matemadtica da Sociedade Brasileira de Matema-
tica (SBM) onde Joao Lucas Marques Barbosa € o autor dessa obra e também foi utilizado
o livro Geometria da Colecado PROFMAT (SBM) onde seu autor € Antonio Caminha Muniz
Neto. Deste ultimo livro citado vamos fazer uso de conceitos, exemplos e aplicacdes a partir da
constru¢do dos mesmos com régua e compasso, método que nao € apresentado para nossos lei-
tores, mas se mostram de grande importancia tanto para resolucao de problemas aparentemente
complicados. A escolha do tema teve como principal objetivo criar um modelo e linguagem
que pudesse facilitar a construcao lidica para que o leitor deste trabalho possa compreender
os conteddos aqui estudados. Além disso, queremos contribuir com alunos e professores de
todos os niveis e mostrar a importancia da congruéncia e semelhanca de tridngulos no curriculo
académico.

O trabalho esté dividido em quatro capitulos. No primeiro fizemos uma revisao histdrica
da congruéncia e semelhanca de tridngulos, onde destacamos a relacdo de Euclides e a Ge-
ometria Dedutiva, Tales e a Semelhanca de Tridngulos, Gauss e a congruéncia com intuito de
reiterar a importincia que os mesmos tiveram no desdobramento desses contetidos. No segundo
enfatizaremos a definicdo de congruéncia de tridngulos, teoremas, postulados e destacaremos
cada caso de congruéncia através de exemplos construidos com o auxilio de régua e compasso
que posteriormente serdo demonstrados, para fixar este contetido utilizamos diversas aplicacdes
e listaremos alguns exercicios dos quais uns foram resolvidos e outros deixamos para o leitor
solucionar. Ja no terceiro capitulo iremos abordar a semelhanca de tridngulos através da defini-
¢do, dos casos de semelhanga, teoremas, postulados e para uma compreensdo mais qualificada
construiremos exemplos utilizando com régua e compasso, além de vérias aplicacdes e uma
lista de exercicios onde iremos solucionar vérios deles alternadamente. E no capitulo quatro
finalizaremos este trabalho relacionando diversas questdes de avaliagdes externas, PROFMAT
e IME.



Capitulo 1

Revisao Historica da Congruéncia e
Semelhanca

1.1 Um breve relato sobre a Historia da Matematica

A matemadtica surgiu da necessidade de resolver situacdes problemas da época, os povos
babildnicos ja saberiam resolver equacdes do segundo grau. Em seguida, em cada época teria
acrescentado uma pequena contribuicdo até que, por volta do século XVI, a dlgebra comecaria
a se desenvolver na Europa, tendo adquirido os contornos definitivos da disciplina que deno-
minamos por este nome. A sistematizacdo da matemdtica em teoremas e demonstragdes teria
se iniciado na Grécia antiga. Desde entdo destaca-se a importancia do método 16gico-dedutivo,
que seria desconhecido de outros povos antigos e relegados por povos medievais € mesmo re-
nascentistas. Esse ideal teria sido retomado nos séculos XVII e XVIII, mas foi recolocado no
centro da atividade matematica a partir do século XIX.

Em comparacdo aos tempos dureos da Grécia, o conhecimento tedrico teria comecado uma
decadéncia desde a Antiguidade tardia, alcancando seu nivel mais baixo na Idade Média, quando
a matematica era exercida somente com finalidades praticas. Seu cardter tedrico voltaria a ser
valorizado com o Renascimento e, apesar de alguns obstaculos, teria triunfado em épocas dife-
rentes, segundo uma narrativa que destaca seu antagonismo em relacdo ao conhecimento pra-
tico. A forma de escrever uma conexao das defini¢des, dos teoremas e das demonstragdes &,
desde muitos séculos, uma preocupacao fundamental da matemética. Porém, ndo podemos dei-
xar de compreender uma diferenca crucial entre a ordem légica da exposi¢ao, a maneira como
um texto matematico € organizado para ser apresentado e a ordem da inversdo que diz respeito
ao modo como os resultados matemdticos se desenvolveram. O fil6sofo francés Léon Bruns-
chvicg relatava essa diferenca e a necessidade de reverter a ordem da exposi¢@o, se quisermos
entender o sentido amplo das no¢des matematicas.

Uma das causas que contribuem para que a matematica seja considerada abstrata reside na

forma como a disciplina é ensinada, fazendo-se uso, muitas vezes, da mesma ordem de exposi-



¢do presente nos textos matemaéticos. Isto €, em vez de partirmos da forma como um conceito
matematico foi desenvolvido, mostrando as perguntas as quais ele responde, apropriamos esse
conceito como algo pronto. Provavelmente, quando as pessoas pedem que a matemética se
torne mais concreta, ndo sé desejam ver esse conhecimento aplicado as necessidades préticas,
mas também querem compreender seus conceitos em relacido a algo que lhes dé sentido. E
a matematica pode ser ensinada assim, desde que seus conceitos sejam tratados a partir de um
contexto, isso ndo significa precisamente partir de um problema do cotidiano, e sim saber com o
que esses conceitos se relacionam, ou seja, como podem ser inseridos em uma rede de relagdes.

Compreender os problemas que alimentam a matematica de hoje € muito dificel, tendo em
vista a sua complexidade e a especificidade da linguagem e do simbolismo por meio do qual
se exprimem, mas os conteidos que ensinamos, desde o ensino fundamental até o superior, ja
foram desenvolvidos hd muitos séculos. Podemos, entdo, analisar o momento em que 0s concei-
tos foram criados e como os resultados, que hoje consideramos classicos, foram demostrados,
contrabalancando a concepg¢do tradicional que se tem da matemdtica como um saber operaci-
onal, técnico ou abstrato, a histéria da matemadtica pode perfeitamente tirar do esconderijo os
problemas que constituem o campo de experiéncia do matematico, isto é, o lado concreto do

seu fazer, a fim de que possamos entender melhor o sentido dos seus conceitos.

1.2 Euclides e a Geometria Dedutiva

Quando a Grécia foi derrotada na batalha de Queronéia pelas forcas do rei Felipe, tornou-se
parte do império maceddnico no ano 338 a.C. Dois anos depois, com a morte de Felipe, assume
o poder seu filho Alexandre, com apenas 20 anos de idade, ele incorporou ao seu império
grande parte do mundo civilizado daquela época, dessa forma, a cultura grega adotada pelos
macedodnios foi estendida para o Oriente antigo. Em sua arrancada expansionista, Alexandre
fundou muitas cidades, uma delas em especial, teria um papel extraordindrio na histéria da
Matematica, Alexandria no Egito.

Depois da morte de Alexandre, o dominio sobre o Egito passou as maos de Ptolomeu e seus
lideres militares. Uma das primeiras e talvez a mais importante obra de Ptolomeu foi criar em
Alexandria, junto ao museu, o primeiro modelo do que viriam a ser as universidades, séculos
depois. Nesse centro, intelectuais do mundo inteiro, trabalhando em tempo integral, dedicavam-
se as pesquisas e ao ensino as expensas dos cofres do estado. O ponto alto da instalagdo era
uma biblioteca, que chegou a ter, no auge de seu esplendor, préximo de 700 mil rolos de papiro.
Muitos grandes matemdticos trabalharam ou se formaram no museu entre eles o primeiro talvez,
e um dos mais notaveis, foi Euclides.

Quase nada se sabe sobre a vida de Euclides, salvos algumas poucas informacdes esparsas.
Mesmo sua formag¢do matemética ndo hd nenhuma certeza, é possivel que tenha sido feita em
Atenas, na Academia de Platdo, mas sua presenca de espirito talvez possa ser avaliada pela

histéria segundo a qual, hd uma indagagdo de Ptolomeu sobre se ndo haveria um caminho mais



curto para a geometria que o proposto por Euclides e ele respondeu da seguinte forma: "Nado ha
nenhum caminho real na geometria". Embora seja autor de outros trabalhos, a sua fama repousa
sobre seus Elementos, 0 mais antigo texto da matemaética grega a chegar completa a nossos dias.

Os Elementos dedicam um bom espaco a teoria dos ndmeros, trés livros, mas com o enfoque
geométrico que permeia toda a obra. Mas, sem davida o forte dos Elementos € a geometria, sao
cinco noc¢des comuns cinco postulados especificos e algumas defini¢cdes, centenas de teoremas
sdo deduzidos, alguns de grande profundidade. Além de ser o mais antigo texto de matemaética
na forma axiomatico-dedutiva que chegou a nossos dias, nele Euclides foi muito feliz na escolha

e no enunciado de seus postulados basicos.

1.3 Tales e a Semelhanca de Triangulos

Tales comecou sua vida como mercador, tornando-se rico o bastante para dedicar-se a parte
final de sua vida ao estudo e algumas viagens. Diz-se que ele viveu por algum tempo no Egito,
e que despertou admiracdo ao calcular a altura de uma pirdmide por meio da sua sombra,fato
que iremos relatar no préoximo pardgrafo. De volta a Mileto, ganhou reputacdo, gracas a seu
génio versatil, de estadista, conselheiro, engenheiro, homem de negdcios, filésofo, matematico
e astronomo.

Conta-se que quando Tales estava em uma visita ao Egito,o Faraé conhecendo a sua fama de
grande matemadtico, pediu a ele que medisse a altura da piramide de Quedpes sem, no entanto,
subir nela. Tales foi até uma das piramides, acompanhado de alguns matematicos egipcios,
tomou uma estaca de madeira, marcou na areia o seu comprimento, colocou a estaca na posi¢ao
vertical e esperou que a sombra da estaca ficasse igual ao seu comprimento. Determinou entdo
que no mesmo instante que mediu a sombra da estaca, a sombra da piramide também fosse
medida e em seguida somou essa medida com a metade da medida do lado da base da piramide,
ao final de sua experiencia Tales chegou a medida da altura da pirdmide de Quedpes em 140
metros aproximadamente, e hoje sabemos que a sua altura inicial era de 146,60 metros, ou seja,
uma diferengca muito pequena para o célculo feito por Tales.

Tales de Mileto além de ter sido um grande e reconhecido matemético no periodo do século
VI a.C.;seus estudos e descobertas no campo da matemadtica o fizeram ser taxado como pai
da geometria descritiva. Depois que Tales conseguiu medir a altura da piramide de Quedpes,
esse procedimento utilizado por ele, é conhecido hoje como o Teorema de Tales, este teorema
se déd pela interseccdo de retas transversais, onde estas formam seguimentos proporcionais.
Tales defendia que a luz proporcionada pelo sol chegava a terra de forma diagonal, isto &,
inclinada, foi seguindo essa ideia que ele conseguiu intitular uma situacdo de proporcionalidade

que relaciona as retas paralelas e as transversais.



1.4 Gauss e a Congruéncia

Johann Carl Friedrich Gauss nasceu em Brunswick, Alemanha, de familia humilde mas com
o incentivo de sua mae obteve brilhantismo em sua carreira. estudando em sua cidade natal,
certo dia quando o professor mandou que os alunos somassem os nimeros de 1 a 100, imedia-
tamente Gauss achou a resposta no valor de 5050 aparentemente sem cdlculos.Supde-se que ja
ai houvesse descoberto a formula de uma soma de uma progressao aritmética.

Gauss foi para Gottingen sempre contando com o auxilio financeiro do duque de Brunswick,
decidindo-se pela matematica em 30 de margo de 1796, quando se tornou o primeiro a construir
um poligono regular de dezessete lados somente com o auxilio de régua e compasso. Gauss
doutourou-se em 1798, na Universidade de Helmstadt e sua tese foi a demonstracdo do "Teo-
rema fundamental da Algebra", provando que toda equacio polinomial f (x) = 0 tem pelo me-
nos uma raiz real ou imagindria e para isso baseou-se em considera¢des geométricas. Deve-se
a Gauss a representacao grafica dos nimeros complexos pensando nas partes real e imaginaria
como coordenadas de um plano.

Ele foi o grande introdutor da congruéncia, pois comeg¢ou a mostrar ao mundo a congruéncia
a partir de um trabalho realizado em 1801, Disquisitiones Arithmeticae, quando tinha apenas
24 anos de idade. Varias ideias usadas na teoria dos nimeros foram introduzidas neste trabalho,
até mesmo o simbolo usado na congruéncia atualmente foi o que Gauss utilizou naquela época.

Suas Pesquisas matematicas continuaram em teoria das fungdes e Geometria aplicada a teo-
ria de Newton, Em Geodésia inventou o helitropo, aparelho que transmite sinais por meio de luz
refletida e em Eletromagnetismo inventou o magnetometro bifiliar e o telégrafo elétrico. Sua
Unica ambigdo era o progresso da matemadtica pelo que lutou até o momento em que se cons-
cientizou do fim por sofrer de dilatacdo cardiaca, Gauss morreu aos 78 anos e é considerado o

"principe da Matematica".



Capitulo 2
Congruéncia de Triangulos

Este capitulo é dedicado ao estudo de condi¢cdes necessdrias e suficientes para que dois tri-
angulos possam ser considerados iguais, ou seja, congruentes num sentido a ser exigido. Dis-
cutimos ainda, varias consequéncias interessantes através de axiomas, postulados e teoremas,
com o objetivo de facilitar o entendimento deste estudo e para que o leitor possa compreen-
der melhor, utilizaremos figuras pra que o mesmo possa visualizar os assuntos aqui relatados e
demonstrados, utilizaremos exemplos construidos com régua e compasso, o primeiro exemplo

iniciaremos a seguir.

Exemplo 2.1. Construa com régua e compasso um tridngulo equildtero NABC de lados iguais

al, como mostra a Figura 2.1.
Descricao dos passos

1. Marque no plano um ponto arbitrario A e um segmento de medida igual a /, com uma de

suas extremidades em A;

2. Com a abertura do compasso igual a [, centre-o em A e construa a circunferéncia de centro

Aeraiol;
3. Marque um ponto arbitrdrio B sobre tal circunferéncia;

4. Com a abertura do compasso igual a [, centre-o em B e construa a circunferéncia de

centro em B e raio [;

5. Denotando por C' uma qualquer das intersecdes das duas circunferéncias tragadas, cons-

truiremos um tridngulo A ABC/, equilatero de lado /.

Observacao 2.1. No exemplo 2.1, foi construido um tridngulo tendo certas propriedades pré

estabelecidas (ser equildtero, com comprimento dos lados conhecidos).



N

Figura 2.1: Construcao de um tridngulo equildtero com régua e compasso.

Ao resolvé-lo, aceitamos implicitamente o fato de que s6 havia, essencialmente, um tridngulo
satisfazendo as propriedades pedidas, de outra forma, qualquer outro tridngulo que tivéssemos
construido deveria ser qualificado como igual ao triangulo construido, uma vez que s diferiria
desse por sua posi¢ao no plano.

A discussdo acima motiva a nocao de igualdade para triangulos, a qual recebe o nome es-
pecial de congruéncia, dizemos que dois triangulos que sdo congruentes se for possivel mover
um deles no espacgo, sem deformé-lo, até fazé-lo coincidir com o outro.

Assim se dois tridangulos AABC e AA;B;C forem congruentes, deve existir uma corres-
pondéncia entre os vértices de um e do outro, de modo que os angulos internos em vértices

correspondentes sejam iguais, bem como o sejam os lados opostos a vértices correspondentes.

A congruéncia entre triangulos é reflexiva, simétrica e transitiva.

Agora vamos destacar essas propriedade individualmente para que o leitor possa refletir so-
bre elas.

Propriedade 2.1. Reflexiva: todo tridngulo é congruente a si proprio

Propriedade 2.2. Simétrica: tanto faz afirmarmos que um tridngulo ABC' é congruente a um
tridngulo DEF, quanto que DEF é congruente a ABC, ou mesmo que ABC e DEF sdo
congruentes. Isso porque, se pudermos mover o tridngulo ABC, sem deformd-lo, até fazer
com que ele coincida com o tridngulo DEF, entdo certamente podemos fazer o movimento

contrdrio com o tridngulo DEF, até superpd-lo ao tridngulo ABC.

Propriedade 2.3. Transitiva: Se o tridngulo ABC for congruente ao tridngulo DEF e o tri-
dangulo DEF for congruente ao tridngulo DH I, entdo o triangulo ABC' serd congruente ao
tridngulo DH . Isso porque podemos mover o tridngulo ABC' até coincidir com o tridngulo
GHI por partes, primeiro movemos o tridngulo ABC' até que ele coincida com o tridngulo

DEF e, entdo, continuamos a mové-lo ate que ele coincida com o tridngulo GH 1.



Definicao 2.1. Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma correspondén-
cia biunivoca entre seus vértices, de modo que lados e angulos correspondentes sejam congru-
entes.

Considere os tridngulos AABC e ADEF na Figura 2.2.

Figura 2.2: Dois tridngulos congruentes

O tridngulo AABC =2 ADEF, se e somente se,

~ A A

AB~DE, AC~2DF, BC~EF,A~D,B~E,C>F.

124

2.1 Primeiro Caso: Lado Angulo Lado (LAL)

Para motivar nosso primeiro caso de congruéncia de tridngulo, considere a seguinte constru-
¢do do exemplo a seguir.

Exemplo 2.2. Construa com régua e compasso o triangulo NABC, conhecidos BC = a,

AC=beC = v, como mostra a Figura 2.3.

Descricao dos passos
1. Marque um ponto C' no plano e, em seguida, trace uma semirreta C' X de origem C;

2. Transporte o angulo dado para um angulo X oYy = v, de vértice C, determinando a
semirreta C'Y" de origem C;

H R
3. Sobre as semirretas O—)(2 e C'Y marque, respectivamente, os pontos A e B tais que AC = a
e BC = b.

Analisando os passos da constru¢do acima notamos que, escolhendo outra posi¢do para o
vértice C' e outra dire¢@o para os lados do angulo X CY, a construgdo do tridngulo AABC
continuaria determinada pelos dados do exemplo e obteriamos um tridngulo A A, B;C que,
intuitivamente, gostariamos de qualificar como congruente ao tridngulo inicial. O que se refere
o caso LAL.



Figura 2.3: Construcdo do caso LAL de congruéncia de tridngulo

Proposicao 2.1. Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo com-

preendido entre esses lados, entdo eles sdo congruentes, veja a Figura 2.4.

D

C
Figura 2.4: Dois tridngulos congruentes, axioma LAL

Esta proposi¢@o € um postulado e indica que, se dois tridngulos t€m ordenadamente congru-
entes dois lados e o angulo compreendido entre estes lados, entdo o lado restante e os outros

dois angulos restantes, também sdo ordenadamente congruentes.
Esquema do primeiro caso

Se AB =~ DF, B~ E ¢ BC = EF ordenadamente, entdo o tridngulo AABC =~ ADEF.

Entdo, A~ D, AC=DFeC=F.
Teorema do Triangulo Isosceles

Teorema 2.1. Se um triangulo tem dois lados congruentes, entdo os dangulos opostos a esses

lados também sdo congruentes.



Figura 2.5: Teorema do Triangulo Isdsceles

Demonstracao:

Para comecar esta demonstragcdo destacaremos inicialmente a hipétese e a tese do teorema.

Hipétese: O lado AB =2 AC.

Tese: O angulo B~(.

Seja o triangulo NABC Isosceles, representado na Figura 2.5.

Construa uma bissetriz no angulo BAC, que intercepta o lado BC no ponto M, represen-
tado na Figura 2.5.

Considere os tridngulos NAM B, e NAMC, representado na Figura 2.5.

(L): Por hipétese os lados AB e AC' sdo congruentes, ou seja, AB = AC.

(A): Por construcdo os angulos, BAM e M ;40, sdo congruentes, isto é, BAM =~ MAC.

(L): Por construgdo o lado AM é comum aos triangulos NAMB e NAMC.

Assim pelo caso LAL, os triangulos NAM B e NAMC, sdo congruentes, ou seja, NAM B
~ NAMC, em particular, ABM =~ ACM.

Como ABM = B e ACM = é;

Logo, B~(C. O [ ]

2.2 Segundo Caso: Angulo Lado Angulo (ALA)

Exemplo 2.3. Construa com régua e compasso o tridngulo, NABC, conhecidos BC' = a,

B= Be C = v, como mostra a Figura 2.6.

Descricao dos passos:
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Figura 2.6: Construcdo de tridngulos congruentes com o auxilio de régua e compasso, caso
ALA

1. Trace uma reta r e, sobre a mesma, marque postos B e C' tais que BC' = a;

2. Construa uma semirreta BX tal que CBX = §;

— N
3. No semiplano determinado por r e X construa a semirreta C'Y tal que BCY = ~;

. - . ‘)—(k pry
4. Marque o ponto A como interseccdo das semirretas BX e C'Y.

Aqui novamente analisando os passos da construgdo descrita acima, notamos que, esco-
lhendo para o lado BC e mantendo BC' = a, a construcdo do tridngulo NABC continuaria
determinada pelas medidas impostas aos dngulos Be C, de modo que obteriamos um tridngulo
que gostariamos de qualificar como congruente ao tridngulo inicial. Essa discussdo motiva o

nosso segundo caso de congruéncia, o caso ALA.

Proposicao 2.2. Se dois tridngulos tém ordenadamente congruente um lado e os dngulos a ele

adjacentes, entdo esses tridngulos sdo congruentes, observe a Figura 2.7.

Os angulos adjacentes ao lado BC sdo B e C’, os adjacentes ao lado B,C sdo él e C’l.

Para demonstrarmos o axioma ALA vamos inicialmente destacar dois itens:

1. Congruéncia de segmentos: A congruéncia de segmentos é uma nogdo primitiva que
satisfaz os seguintes postulados:
(a) Reflexiva: Todo segmento é congruente a si mesmo, isto é, AB = BA;
(b) Simétrica: Se AB = CD, entido CD = AB;
(c) Transitiva: Se AB=CD e CD = EF, entdo AB =~ EF.

11



Figura 2.7: Tridngulos congruentes, caso ALA

1. Congruéncia entre dngulos: A congruéncia entre dngulos é uma nog¢do primitiva que
satisfaz os seguintes postulados:
(a) Reflexiva: Todo angulo é congruente a si mesmo, ou seja, ABC' =~ CBA;
(b) Simétrica: Se ABC = CDE, entdo CDE =~ ABC;
(¢) Transitiva: Se ABC ~ DEF ¢ DFE =~ GHI, entdo ABC =~ GHI.

Demonstracdo:  Vamos iniciar a demonstragdo destacando a hipdtese e a tese do caso LAL.

Hipotese:

O Angulo B = Bi(1);
O lado BC = B,C\(2);
OAngulo C 6'1(3).

Tese:
O tridngulo NABC = ANABC.

Vamos provar que BA = B, A, pois com isso recairemos no primeiro caso.

Pelo postulado do transporte de segmentos, mencionado acima no primeiro item, obtemos
na semirreta Bl—Al> um ponto X tal que B1 X = BA.(4)

Da hipotese (2), temos que, BC =~ m;( L)

Da hipotese (1), tém-se, B~ 31;(A)

De (4) temos que, BA~ B, X ;(L)

Logo pelo caso (LAL) NABC = ANX B,C, = BCA= B,C,X.(5)

Da hipotese (3) tém-se BCA = Blé'lAl, com (5) temos que BCA = Blé'lX e com o

postulado do transporte de segmentos, mencionado anteriormente no segundo item, decorre

que B1Cy e C1 X = C Ay interceptam-se num tinico ponto X = Aj.

De X = A, com (4), decorre que B; A, = BA.
Entdo: (L) BA X By A;;

12



(A) B= By
(L) BC = B,C,.
Assim pelo caso (LAL) os tridngulos NABC = NA, B, CY. [ |

Esquema do caso (ALA), veja figura 2.8.

Figura 2.8: Esquema do caso ALA

o (A)B= By
e (L) BC = B,Cy;
e (A)C (.

Entdo pelo caso (ALA): NABC = NA,BCh.

Portanto:

L4 E%’ AlBl;
o A Ali
[ J A_O = AlCl.

Observacao 2.2. Com base no segundo caso (ALA) pode-se provar a reciproca do teorema do
tridngulo isosceles: Se um triangulo possui dois angulos congruentes, entio esse triangulo
¢ isdsceles.
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Figura 2.9: Construcao com auxilio de régua e compasso, caso LLL

2.3 Terceiro Caso: Lado Lado Lado (LLL)

Exemplo 2.4. Construa com régua e compasso o triangulo, NABC, conhecidos AB = ¢,
AC = ce BC = a, de acordo com a figura 2.9.

Descricao dos passos

1. Trace uma reta r e, sobre a mesma, marque os pontos B e C' tais que BC' = a;
2. Trace os circulos de centro em B e raio c e de centro C e raio b;

3. Marque o ponto A como um dos pontos de interseccdo dos circulos tracados no item

anterior.

Uma vez mais, os passos da construcdo evidenciam que, com outro posicionamento inicial
para o lado BC mantida a condi¢do de que BC = a, obteriamos um triangulo que gostariamos
de qualificar como congruente ao triangulo inicial. Isto motiva, entdo, nosso terceiro caso de

congruéncia, o caso (LLL), enunciado a seguir.

Axioma 2.1. Se os trés lados de um tridngulo sdo, em alguma ordem, respectivamente congru-
entes aos trés lados de outro triangulo, entdo os dois tridngulos sdo congruentes, de acordo

com a Figura 2.10.
Demonstracao:
Vamos inicialmente destacar a hipdtese e a tese do axioma LLL.
Hipoétese:

O lado AB = A,B;;(1)
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By
Figura 2.10: Triangulos congruentes, axioma LLL

O lado AC =2 A,C1;(2)
O lado BC = B,C,.(3)

Tese: O triangulo NABC = ANA,B,Ch.

Pelo postulado do transporte de dangulos, e do transporte de segmentos, obtemos um ponto
X tal que:

O Gngulo X A1B, 2 CAB.(4) O lado A, X =~ AC.(5)

= -
.

o

?

Figura 2.11: Demonstragdo do caso LLL

Estando X no semiplano oposto ao de C em relacdo a reta r que passa pelos pontos A e
B;.

De (5) e (2) temos que A1 X = A1C.(6)
Seja D o ponto de interseccdo de C1 X coma retar.

De (1), (4) e (5), tém-se o caso LAL, entdo, o tridngulo NABC = NA1B1X.(7)
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Isso implica que o lado X B, = CB e por (3) temos que o lado X B, = C,B,.(8)

Por (6) temos que o tridngulo NA,C1 X é isésceles de base C1X, o que implica em, A0 X
>~ 4, XC4.(9)

Por (8) temos que o tridngulo AB,C1 X ¢ isosceles de base C1X, 0 que implica em, Blé’lX
~ B, XC4.(10)

Por soma ou diferenca de (9) e (10), conforme D seja interno ou ndo ao segmento A, B,
obtemos, o dngulo A1BiCy > A1 X By.(11)

De (1), (11) e (8), temos que o tridngulo NA,B,Cy = ANA1B1 X e por (7), concluimos que
o tridngulo NABC = NA,B,C}. [ |

Vale observar que os casos de congruéncia ALA e LLL decorrem do caso LAL no seguinte
sentido: dados no plano dois triangulos quaisquer, pode ser mostrado que a validade de um
qualquer dos conjuntos de condicoes ALA ou LLL para os os mesmos acarreta a validade de
uma condigdo do tipo LAL. Porém, como tais dedugoes ndo implicariam em ganho substancial
para o propdsito deste capitulo, ndo as apresentaremos aqui. Por fim, observamos que, uma
vez estabelecida a congruéncia de dois tridngulos, sempre que ndo houver perigo de confusdo
omitiremos a correspondéncia entre seus vértices. Essa praxe serd utilizada vdrias vezes no
restante deste capitulo, de maneira que estimule o leitor, em cada uma de tais oportunidades, a
checar com cuidado a correspondéncia apropriada entre os vértices envolvidos, para o bem da

compreensdo de congruéncia de triangulos.

Teorema do Angulo Externo

Figura 2.12: Teorema do angulo externo

Dado um tridngulo NABC' e sendo C X a semirreta oposta a semirreta C@, o angulo ACX
é € o dngulo externo do tridngulo NABC' adjacente a C e nao adjacente aos dngulos Ae
0

B, dangulo é é o suplementar de C, como mostra a Figura 2.12.

Teorema 2.2. Um dngulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos angulos inter-

nos ndo adjacentes.

Demonstracao:
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Para comegcarmos a demonstra¢do vamos destacar a hipotese e a tese.

Hipoétese:

No triangulo NABC, o dngulo é é externo adjacente a C.

Tese: O Angulo é > Aeé> B.

Seja o tridngulo ANABC, tal que M seja o ponto médio do lado AC' e P pertence a semirreta
E]\_>4 , onde BM = MP.

Figura 2.13: Demonstra¢do do Teorema do angulo externo

Considere os tridngulos NBMA e ANPMC, entdo:

(L) O lado BM = M P, por construgdo;

(A) O angulo BMA = PMC, sdo dngulos opostos pelo vértice;

(L) O lado AM == MC, pois M é o ponto médio de AC.

Assim, pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos, o tridngulo ABMA = APMC,

Em particular o dngulo BAM = PC’M;(])

como o ponto P é interno ao dngulo é = ACX, vém que, ¢ > PCM;(2)

De (1) e (2), concluimos que é > BAM.

Analogamente, tomando o ponto médio do lado BC e usando dngulos opostos pelo vértice,

também concluiremos que é > ABC. [ |

2.4 Quarto Caso: Lado Angulo Angulo Oposto (LAA))

O quarto caso de congruéncia de triangulos, decorre do teorema do dngulo externo, verifi-

caremos através do proximo axioma.

Axioma 2.2. Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente

e o angulo oposto a esse lado, entdo esses tridngulos sdo congruentes.

Demonstracao:  Para iniciar a demonstragdo desse axioma, vamos destacar inicialmente a
hipotese e tese do mesmo.
Hipoétese:
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Figura 2.14: Congruéncia de triangulos

O lado BC = B,C1;(1)

O angulo B =~ Bi;(2)

O dngulo A Al;(S’)

Tese: O tridngulo NABC = ANA,BCh.

Hd trés possibilidades para o lado AB e A, B;:

1. O lado E = AlBl;
2. O lado E < AlBl;

3. Olado AB > A,B,.

Se a possibilidade (a) se verifica, entdo temos:

(L) O lado AB = A, B;;

(A) O Gngulo B = By;

(L) O lado BC = B,C;;

Assim, pelo caso LAL, o tridngulo NABC = NA,B;Ch.

Se a possibilidade (b) se verificasse, tomando um ponto D na semirreta Ezl tal que, BD =
A1 B; (postulado do transporte de segmentos) entdo teriamos:

(L) O lado DB = A, By;

(A) O Gngulo B = By;

(L) O lado BC = B,C;;

Assim, pelo caso LAL, o tridngulo NABC = A A, BC}.

Em particular o dngulo D = A, mas por (3) o dngulo A=A o que é uma contradicdo,
pois de acordo com o teorema do dngulo externo no tridngulo NADC.

Logo a possibilidade (b) ndo se verifica.

A possibilidade (c) também ndo se verifica, pelo mesmo motivo, com a diferenca que D

estaria entre os pontos A e B.
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Como so6 pode ocorrer a possibilidade (a).
Logo temos que NABC = NA,BCh. [ |

2.5 Aplicacoes de Congruéncia

Nesta secdo, iremos destacar algumas aplicagoes titeis dos casos de congruéncia estudados
na se¢do anterior, tais aplicagoes aparecerdo de agora em diante com muita frequéncia que o

leitor deve se esforcar por memorizd-las o quanto antes.
Aplicacao 1. Existéncia da Bissetriz Interna

Definicao 2.2. Dado um tridngulo NAOB, a bissetriz de NAOB ¢ a semirreta O? que o
divide em dois dngulos iguais. Neste caso, dizemos que (ﬁ bissecta NAOB.

Assim, a semirreta O(% bissecta NAOB, se e somente se, AOC = BOC.
Assumiremos, aqui, que a bissetriz interna de um dngulo, caso exista, é tinica. O proximo

exemplo ensina como construi-la.

Exemplo 2.5. Construa com régua e compasso a bissetriz do dngulo AOB dado na figura 2.15

Figura 2.15: Bissetriz Interna

Descricao dos passos

|
1. Centre o compasso em O e, e com uma mesma abertura r, marque pontos X € OAeY

€ OB,
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1
2. Fixe uma abertura s > — XY e trace, dos circulos de raio s e centros X e Y, arcos que

se intersectem num ponto C. A semirreta O(% é a bissetriz de AOB.

De fato, em relagdo aos tridngulos ANXOC e AXOC construidos na figura 2.15, temos OX
=0Y =re XC =YC = s, uma vez que o lado OC é comum aos dois tridngulos, segue do
terceiro caso de congruéncia (LLL) que o tridngulo AXOC = AXOC. Logo XOC = YOC
ou ainda, AOC = BOC.

Em um tridngulo NABC' a bissetriz interna relativa ao lado BC, ou em relagdo ao vértice
A, é o segmento de reta AP, onde P € BC. Analogamente, temos no triangulo NABC, as
bissetrizes internas relativas aos lados AC e AB, ou em relacdo aos vértices B e C, respec-
tivamente, de modo que o triangulo NABC, possui exatamente trés bissetrizes internas, onde
I é o ponto de intersegcdo dessas bissetrizes e recebe o nome de Incentro, pelo qual é possivel

construir uma circunferéncia inscrita no triangulo NABC.
Aplicacao 2. Existéncia do Ponto Médio

E possivel determinar também através da congruéncia de triangulos a existéncia do ponto
médio de um segmento qualquer, esse ponto divide o segmento de reta em dois segmentos iguais.
Para isso, é necessdrio combinar os casos LLL e LAL, que mostraremos no proximo exemplo a

sua construgdo.

Exemplo 2.6. Construa com régua e compasso o ponto médio do segmento de reta AB, con-
forme Figura 2.16.

Descri¢ao dos passos:

1 —
1. Fixe uma abertura r > 5 AB e trace, dos circulos de raio r e centros A e B, arcos que

se intersectem nos pontos X e Y';

2. O ponto M de intersecdo da reta t, que passa pelos pontos X e Y, com o segmento de
reta AB é o ponto médio de AB.

Considere os tridngulos NAXY e ABXY, temos que:
e (L) Olado AX =~ BX;

e (L) Olado AY = BY;

e (L) Olado XY é comum aos dois tridngulos.

Assim, pelo caso de congruéncia (LLL) o tridngulo NAXY = ABXY.
Em particular o angulo AXY = BXY, ou ainda, AXM = BX M.
Agora Considere os tridngulos NAX M e ABX M, temos que:
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Figura 2.16: Construcdo do ponto médio

e (L) Olado AX =~ BX;
e (A) O dngulo AXM = BXM;
e (L) O lado X M é comum aos dois tridngulos.

Logo, pelo caso de congruéncia (LAL) o triangulo NAX M = ABX M.
Em particular o lado AM = BM.

Portanto M é o ponto médio do segmento de reta AB.
Aplicacao 3. Mediana de um tridngulo

Definicao 2.3. Mediana de um triangulo é um segmento com extremidades num vértice e no

ponto médio do lado oposto.

Em um tridngulo NABC, a mediana relativa ao lado BC, ou ao vértice A, é o segmento
de reta que une o vértice A ao ponto médio do lado BC'. Analogamente, temos no tridngulo
ANABC medianas relativas aos lados AC e AB, ou aos vértices B e C, respectivamente, de

modo que todo triangulo possui exatamente trés medianas, como mostra a Figura 2.17
Retas Perpendiculares

Aplicacao 4. Sejam duas retas r e s no plano, dizemos que r é perpendicular a s, que s é
perpendicular a r ou, ainda, que r e s sdo perpendiculares quando r e s tiverem um ponto em
comum e formarem entre elas dngulos de 90. Escrevemos r 1 s para denotar que duas retas r

e s sdo perpendiculares.

Exemplo 2.7. Dados, no plano, uma reta r e um ponto A, construa com régua e compasso uma

reta stal quer 1. se A € s.
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Figura 2.17: Medianas de um tridngulo

Descricao dos passos

1. Com o compasso centrado em A, descreva um arco de circulo que intersecte a reta r em

dois pontos distintos B e C';

— Ay 4
2. Construa o ponto médio M de BC' e fagca s = AM.

Figura 2.18: Retas perpendiculares

Solugao: 1. Considere os tridngulos NABM e NACM;

(L) Pela descricdo 1 o lado AB = AC, pois equivalem ao raio do circulo construido;
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(L) Pela descri¢do 2 o lado BM = CM;

(L) O lado AM é comum aos dois tridngulos;

Logo, pelo caso LLL, o tridngulo NABM = NACM;
Em particular o dngulo AMB =~ AMC;

Da Figura 2.18, temos que:

BMC = AMB + AMC = 180;(I)

AMB = AMC,(II).

Substituindo (II) em (1), obtém-se:

AMB + AMB = 180 = 2- AMB = 180

= 2. AMB =180 = AMB = 90 = AMC;
—>
=AM L r . .s Lnr.

Em um tridngulo NABC, a altura relativa ao lado BC, ou ao vértice A, é o segmento que
une o vértice A ao pé da perpendicular baixada de A a reta % Nesse caso, denominamos
o pé da perpendicular em questdo de pé da altura relativa a BC. Analogamente, temos no
triangulo ANABC altura relativas aos lados AC e AB, ou aos vértices B e C, respectivamente,
de modo que todo o triangulo possui exatamente trés alturas. A esta altura sugerimos ao leitor
desenhar um tridngulo qualquer NABC, juntamente com suas alturas relativas aos vértices

A, B, C e os pés das alturas correspondentes.
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Lista de exercicios

Nesta lista de exercicios destacaremos diversas aplicagcoes envolvendo congruéncia de tri-

dangulos, das quais resolveremos algumas e deixaremos o restante para o leitor resolver.

1. Na Figura 2.19, tem-se AD =~ AFE, DAB =~ DEC e ADE = BDC. Mostre que os
tridngulos NADB e AEDC' sdo congruentes.

D

E B

Figura 2.19:

Solugao: 2. Iniciarmos a solugdo deste exercicio destacando a hipdtese, a tese e fazendo

algumas observacoes em relacao aos tridngulos NADB e ADEC na Figura 2.19.
Hipoétese:
Olado AD = DF;;

O angulo DAB =~ DEC.
O angulo ADE =~ CDB.

Tese:

O triangulo AADB = AEDC.
Considere os tridngulos AADB e AEDC, entao temos que;
O angulo ADB = ADE + EDBe CDE = CDB + BDE; (I)

Por hipoétese ADE=~CDBe por (I) tem-se:
ADB = ADE + EDB = CDB + BDE = CDE
= ADB =~ CDE. (Il)
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(A) Por hipoétese, DAB =~ DEC}
(L) Também por hipétese, AD = DE;
(A) De (I) e (II), temos que, ADB ~ CDE};

Logo, pelo caso de congruéncia ALA, o tridangulo ANADB = AEDC.

. Considere um tridangulo equildtero ABC em que P, () e R sdo os pontos médios dos seus

lados, respectivamente. Mostre que o APQR é equildtero.

. Num paralelogramo ABC' D tracamos sua diagonal AC. Pelos vértices B e D tracamos
dois segmentos BP e DQ perpendiculares a diagonal AC, com P e Q) pertencentes a
AC. Prove que BP é congruente a DQ).

. Mostre que os dangulos opostos pelo mesmo vértice (0.p.v) sdo congruentes.

. Mostre que todo dngulo externo de um tridngulo mede mais que qualquer dos dngulos

internos ndo-adjacentes a ele.
. Mostre que se um tridngulo é isdsceles, entdo os angulos da base sdo congruentes.

. Demonstre que, se dois segmentos AH e RB se bisseccionam no ponto F, entdo NF AB

>~ ANFHR.

. Na Figura 2.20 os dngulos A e C sao retos e o segmento DE corta C'A no ponto médio
B de CA. Mostre que DA~ CE.

Figura 2.20:
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9. Na figura 2.21 NABD e ABCD sdo tridngulos isosceles com base BD. Prove que os
angulos ABC' e ADC sdo congruentes.

Figura 2.21:

Solugdo: 3. Como o tridngulo ABC D é isésceles de base BD, entdo CB = CD;
Também temos que o tridngulo ANBAD é isosceles de base BD, entdo AB = C'A;
Assim temos que:

Hipoétese:

O lado CB = CD;

O lado AB =~ AD.

Tese: O dngulo ABD =~ ADC.
Considere os tridngulos NABC e ANADC na figura 2.21, entdo temos:

(L) O lado AB =~ AD, por hipotese;
(L) O lado CB == CD, também por hipétese;

(L) o lado AC é comum aos dois tridngulos.

Logo pelo caso (LLL) de congruéncia de tridngulos o tridngulo NABC = NADC, em

particular os angulos ABC e ADC sao congruentes.

S ABC = ADC.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Demonstre que, se dois segmentos AH e RB se bisseccionam no ponto F, entdo, NFAB

>~ ANFHR.

Demonstre que, se dois segmentos AC e BD se bisseccionam, entdo AB = DC e AD =

BC.
Mostre que:

(a) Se dois angulos de triangulos sdo congruentes, entdo o triangulo é isosceles.

(b) Todo tridngulo equidngulo é equildtero.
Mostre que:

(a) A bissetriz em Ade um triangulo NABC é perpendicular ao lado BC se, e somente
se, o triangulo é isésceles com base BC.
(b) Dado um tridngulo NABC com base BC, a mediana desde o vértice A desse tri-

dngulo coincide com a bissetriz do tridngulo correspondente ao dngulo A.

Prove que as bissetrizes relativas aos lados congruentes de um tridngulo isosceles sdo

congruentes.

Prove que, se a bissetriz relativa a um lado de um tridngulo é também mediana relativa

a esse lado, entdo esse triangulo é isosceles.

O triangulo ANABC é isdsceles no qual as bissetrizes internas BD e C'E dos dngulos da

base se cortam em I'. Mostre que os tridngulos ABCF e ADFEF sdo ambos isosceles.
Mostre que

(a) Se dois lados de um tridngulo ndo sdo congruentes, entdo os dngulos opostos a estes
ndo sdo congruentes, e o maior dngulo é oposto ao maior lado.
(b) Se dois angulos de um tridngulo ndo sdo congruentes, entdo os lados opostos a estes

ndo sdo congruentes, e o maior lado é oposto ao maior dangulo.

O ANABC é um tridngulo isésceles no qual as bissetrizes internas BD e CE dos dngu-
los da base se cortam em F. Mostrar que os tridngulos NBCF e ADFEF sdao ambos

isosceles.
Prove que as bissetrizes dos dngulos obtusos de um paralelogramo sdo paralelas.

Num trapézio isosceles ABC D, a base menor AB é congruente aos lados ndo paralelos.

Prove que as diagonais sdo bissetrizes dos dangulos C e D.

Mostre que se dois lados de um quadrildtero sdo paralelos e congruentes, entdo o qua-

drildtero é um paralelogramo.
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22. Mostre que se as diagonais de um quadrildtero se bisseccionam, entdo o quadrildtero é

um paralelogramo.

23. Na figura 2.22, temos AB =2 AC. Mostre que DBC =~ ECB.

E

Figura 2.22:

24. Prove que as bissetrizes dos angulos formados pelas diagonais de um retdngulo sdo pa-
ralelas aos lados do retangulo.

25. Um paralelogramo é um quadrildtero que possui os lados opostos paralelos. Mostre que
valem as seguintes propriedades sobre paralelogramos:
(a) Cada diagonal separa um paralelogramo em dois tridngulos congruentes;
(b) Dois lados opostos quaisquer num paralelogramo sdo congruentes;
(c) Dois dngulos opostos quaisquer num paralelogramo sdo congruentes;
(d) Dois angulos consecutivos quaisquer num paralelogramo sdo suplementares.

26. Mostre que o segmento com extremidades nos pontos médios de dois de dois lados de um

tridngulo ¢é paralelo ao terceiro lado e tem a metade de seu comprimento.

27. Um losango é um paralelogramo cujos lados sdo congruentes. Um retdngulo é um para-
lelogramo cujos dngulos sdo retos. Um quadrado é retangulo cujos lados sdo congruen-
tes. Mostre que:

(a) Se um paralelogramo tem um angulo reto, entdo tem quatro dngulos retos, e o pa-
ralelogramo é um retdngulo;
(b) Em um losango as diagonais sdo perpendiculares e se bisseccionam;

(c) Se as diagonais de um quadrildtero se bisseccionam e sdo perpendiculares, entdo o
quadrildtero é um losango.
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Capitulo 3
Semelhanca de Triangulos

Neste capitulo desenvolveremos um conjunto de ferramentas que nos possibilitardo iniciar o
estudo sistemdtico dos aspectos métricos da Geometria Euclidiana plana a grosso modo, como
veremos é aquele em que comparamos razoes de comprimentos de segmentos. Dentre muitas
aplicagcoes importantes e interessantes aqui reunidas, ressaltaremos inicialmente o Teorema de
Tales.

Apresentaremos também as definicoes, os postulados, os teoremas e as diversas aplicacoes
que envolvem semelhancga de triangulos. Antes de prosseguirmos, precisamos enunciar o teo-
rema da base média, mas o mesmo ndo serd demonstrado, pois o utilizaremos na explicacdo do

teorema de Tales.

Proposicio 3.1. Seja ABC D um trapézio de bases AB e C'D e lados ndo paralelos AD e BC.
Sejam, ainda, M e N os pontos médios dos lados néo paralelos AD e BC, respectivamente, e

P e Q) os pontos médios das diagonais AC' e BD, também respectivamente. Entdo:

1. M, N, P e Q sdo colineares e VN I AB e OD.
|

2. MN =

B-CD|

(AB+CD) e PQ =

DO | —

3.1 O Teorema de Tales

Teorema 3.1. Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas, entdo a razdo
entre dois seguimentos quaisquer de uma delas é igual a razdo entre os respectivos segmentos

correspondentes da outra.

Demonstracao:

Vamos considerar a seguinte situacdo: temos no plano, retas paralelas r, s e t conforme
Figura 3.1, em seguida vamos tragar as retas u e v, a primeira intersectando r, s e 1 respecti-
vamente nos pontos A, B e C, a segunda intersectando r, s e t respectivamente em A,, By e

Cy. Se tivermos AB = BC, o que ndo parece ser o caso da Figura 3.1, entdo, pelo teorema
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da base média de um trapézio, proposicdo 3.1, termos que A1 B, = B1C\. De outra forma, jd

sabemos que

Figura 3.1: Paralelas cortadas por transversais

AB
Suponha agora, que 0 seja um numero racional, digamos 3 para exemplificar. Divida-

mos os segmentos AB e BC, respectivamente em duas e trés partes iguais, obtendo os pontos

X, Y e Z que pertencem a reta u, como mostra a Figura 3.1, tais que:

AX=XB=BY =YZ=27C

Em seguida tracamos por X, Y e Z, paralelas as retas r, s e t, as quais intersectam v nos
pontos X1, Y1 e Zy, respectivamente, entdo mais trés aplicacoes do teorema da base média de

um trapézio garantem que:

A Xy =X\B)=BY1=Y17,=7,C,

e, dai segue que:

AB 2 AB; 2
= = — j = —.
BC 3 B,C; 3
. C . AlBl m ~
Prosseguindo com tal raciocinio, suponha agora, fosse o = —, comm, n € N. Entdo
101 n._
uma pequena modificacdo do argumento acima, dividimos inicialmente, AB ¢ BC' em m e n
. . . .. AlBl m
partes 1guats, respectivamente, garantiria que = —, tal que:
1
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AB
BC

De outra forma concluimos que a relacdo

= =

S 13
=
=

|3

AB AB,

BC  BCi
¢ valida sempre que o primeiro ou o segundo membro for um niimero racional. A pergunta
natural nesse momento é a seguinte: a igualdade das razoes acima se mantém quando um dos
membros da mesma for um niimero racional? A resposta é sim, pois a igualdade é vdlida para

todo niimero real positivo. [ |

Exemplo 3.1. Construa com régua e compasso, a quarta proporcional dos segmentos dados

abaixo.
Descricao dos passos

1. Trace duas retas r e s, concorrentes no ponto A.

2. Marque sobre a reta r os segmentos AB e BC, tais que, AB = a e BC' = b e marque

sobre a reta s o segmento AD, tal que, AD = c.

3. Trace, pelo ponto C, a paralela a reta % a qual intersecta a reta s no ponto E.

C

i

/=

Figura 3.2: A quarta proporcional

Solugao: 4. Pelo teorema de Tales temos que:
AB B AD
BC DE
Como AB =a, BC =b, AD = ce DE = z, entdo tém-se:
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AB AD a c b-c

BC DE b z T a4
Aplicacao 5. As retas r, s e t sdo paralelas, com s entre r e t. As transversais u e v determinam
sobre 1, s, t, pontos A, B, C e Ay, By, Cy, respectivamente, tais que, AB = x + 2, BC = 2y

- - ~10 T
A1By =ye BiCy) = a . Sabendo que x + y = 18, calcule AB.

Solugao: 5. Inicialmente vamos construir a figura de acordo com os dados fornecidos pelo
exemplo 5, entdo vamos obter a figura abaixo.

Aplicando o teorema de Tales na figura 3.3, temos:

A \A1

T+ 2 y

Figura 3.3: Aplicacdo do Teorema de Tales

= :> = =
BC 3101 2y r—10 x— 10

= (z +2)(x — 10) = 492

2
=22 —4y? —8x — 20 =0, como x +y = 18 = y = 18 — x, entdo tém-se:
94
72 —4(18 —z)? —8r —20=0= 32> — 1362 + 1316 = 0=z = 18 ouz = —

— S 94 _—— 100
Como AB = x + 2, entdoparax:18:>AB:20epara:c:§:>AB:?

Conceito de semelhanca de triangulos

Agora vamos destacar o conceito de semelhanca de triangulos, o qual generaliza a nocdo de

congruéncia de tridngulos e se revelard de fundamental importdncia para tudo o que segue.
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Definicao 3.1. Dizemos que dois triangulos sdo semelhantes quando existir uma correspondén-
cia biunivoca entre os vértices de um e outro tridngulo, de modo que os angulos em vértices
correspondentes sejam iguais e a razdo entre os comprimentos de lados correspondentes seja

sempre a mesma, conforme Figura 3.4.

Gy

by
kb, a

A

1

B
k(ll ¢ Bl

Figura 3.4: dois tridngulos semelhantes

Fisicamente, dois triangulos sdo semelhantes se pudermos dilatar e/ou girar e/ou refletir
e/ou transladar um deles, obtendo o outro no final de tais operacoes. Na Figura 3.4, os tridan-
gulos NABC e NA,B,Cy sdo semelhantes, com a correspondéncia de vértices A <+ Ay, B <>
B, e C' < C4, entdo, A= Ay, B= By, C' =C] eexiste k > 0 tal que

AB BC AC _ker  kar kb k(ci +b1+a1)

AlBl - B101 - A101 B C1 a bl C1 + bl + a1

onde k > 0 e denominado a razdo de semelhanga entre os tridngulos NABC e NA;B,C}
e escrevemos NABC ~ AA;B,Cy par denotar que os tridngulos mencionados acima sdo
semelhantes.

Da definicdo de semelhanga de tridngulos decorrem as seguintes propriedades:
Propriedade 3.1. Reflexiva é quando todo triangulo é semelhante a si proprio, ou seja,
ANABC ~ AABC.
Propriedade 3.2. Simétrica é quando temos a seguinte situacdo,
NABC ~ ADEF < ADEF ~ NABC
Propriedade 3.3. Transitiva é a propriedade que faz a seguinte relacdo:

NABC ~ADEF e ADEF ~ AXY7Z = NABC ~ AXY Z.
Teorema fundamental

Teorema 3.2. Se uma reta é paralela a um dos lados de um tridngulo e intercepta os outros

dois em pontos distintos, entdo o triangulo que ela determina é semelhante ao primeiro.
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A A

25 X

Figura 3.5: Teorema fundamental da semelhanca de triangulos

Hipétese: O segmento, DE || BC;
Tese: O triangulo NADE ~ ANABC.

Demonstracao:
Para mostrarmos a semelhanga entre os tridngulos NADE e NABC, precisamos provar

que eles tém dngulos ordenadamente congruentes e lados homaologos proporcionais:

1. Angulos congruentes:

Considere os tridngulos NADE e NABC, tém-se por hipdtese que a reta ﬁ I %,
entdo, os dngulos ADE e ABC, AED e ACB, sdo ordenadamente correspondentes, ou

seja, ordenadamente congruentes, entdo:
ADE = AE’D, ABC = ACB e BAC é comum aos dois triangulos. (I)

2. Lados homdlogos proporcionais:

Considere os triangulos NADE e ANABC, entdo pelo teorema de Tales temos,

Agora construiremos pelo ponto E a reta ﬁ I leﬁ, com F em BC;
Do paralelogramo BDEF', temos que, DE = BF; (2)

Também pelo teorema de Tales, tém-se,

Substituindo (2) em (3), teremos,



AD DE

——e 4
AB BC’()

Assim, por (1) e por (4), temos que,

AD AE DE
AB AC BC

(1)

3. Logo, por (1) e por (Il), concluimos que

ANADE ~ AADE.

Casos ou Critérios de Semelhanca de tridngulos

As trés proposicoes a seguir estabelecem as condigoes suficientes usuais para que dois tridn-
gulos sejam semelhantes, por tal razdo sdo conhecidas na literatura como os casos ou critérios
de semelhanca de triangulos usuais. Suas demonstragoes sdo consequéncias relativamente sim-
ples da reciproca do teorema de Tales, entdo faremos a prova dos trés casos de semelhanca de

triangulos.

3.2 Primeiro caso: Lado, Lado, Lado (LLL)

Proposicao 3.2. Se dois tridngulos tem os lados homologos proporcionais, entdo eles sdo se-
melhantes, isto é:
Sejam dois tridngulos NABC e ANADUF no plano, tais que,

AB AC BC
AD AE DE’

Entdo,

ANABC ~ ANADE

AB AC BC
AD AE DE’

Hipoétese:

Tese: AABC ~ AADE
Demonstracao:
Considere os triangulos NABC e NADE da Figura 3.6, faca DE || BC, entdo pelo teo-

rema de Tales temos,
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Figura 3.6: Dois tridngulos semelhantes

AB AC

AD AE

Agora construa pelo ponto D a reta W I j@, com F em BC;
Do paralelogramo DFCE, temos que, DE = FC (ii)

Também pelo teorema de Tales, tém-se,

(7)

AB BC ..

_ = = (’LZZ)

AD FC
Substituindo (ii) em (iii), teremos,

AB BC

_ = = (Z'U)

AD DEFE

Assim, por (i) e por (iv), temos que,
AB AC  BC
AD AE DE
Portanto pelo caso (LLL) de semelhanga de tridngulos, concluimos que:

ANADE ~ ANABC

3.3 Segundo caso: Lado, Angulo, Lado (LLAL)

O proximo critério para a semelhanga entre dois tridngulos constardo na proxima proposi-
cdo e é conhecido como o caso LAL de semelhanca.

Proposicao 3.3. Se dois lados de um tridngulo sdo proporcionais aos homologos de outro
triangulo e os dngulos compreendidos, entre os respectivos lados de cada triangulo, sdo con-
gruentes, entdo os tridngulos sdo semelhantes, isto é:

Sejam dois tridngulos NADFE e ANABC no plano, tais que
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A:D:AzEzleBAC’%DAE
AB AC k
Entdo,

ANADE ~ ANABC

Conforme Figura 3.7

C E

Figura 3.7: Dois tridngulos semelhantes

AD AFE . N
Hip(')tese: —=——=%F%e BAC ~ DAFE
AB AC

Tese: NADE ~ ANABC

Demonstracao:
Considere os tridngulos, NADE e ANABC da Figura 3.7, faga DE || BC, entéo pelo teo-

rema de Tales temos,

D _AE
AB AC
Temos ainda que,
DAC = BAC,

pois sdo comuns aos dois tridngulos.

Portanto, pelo caso LAL de semelhanga de triangulo, temos que:

ANADE ~ AABC
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3.4 Terceiro caso: Angulo, Angulo (AA)

Por fim o uiltimo caso apresenta o caso AA de semelhanga de triangulos.

Proposicao 3.4. Se dois tridngulos possuem dois dngulos ordenadamente congruentes, entdo
eles sdo semelhantes, isto é:

Sejam dois triangulos NABC' e ANADFE no plano, tais que:
BAC = DAC e ABC = ADE
entdo,
ANABC ~ NADE

conforme Figura 3.8.

B

Figura 3.8: Dois tridngulos semelhantes

Hipétese: BAC =~ DAC ¢ ABC =~ ADE
Tese: ANABC ~ NADFE

Demonstracao:
Considere os triangulos, NADE e NABC da Figura 3.8, faga o lado DE || BC, entéo

O angulo ADFE =~ ABC, pois sdo dngulos correspondentes. E o dngulo DAC =~ BAC, pois

sdo dngulos comuns aos dois triangulos.
Assim, pelo caso angulo, angulo, temos que:
ANABC ~ ANADE
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Teorema da bissetriz interna

Geralmente o Teorema da Bissetriz Interna é demonstrado através do Teorema de Tales,
mas pra enfatizar o estudo de semelhanca de triangulos, vamos demonstrd-lo utilizando um

dos casos.

Teorema 3.3. Uma bissetriz interna de um tridngulo divide o lado oposto em segmentos aditivos
proporcionais aos lados adjacentes, isto é.
Seja o tridngulo NABC, conforme Figura 3.9, se o ponto P ¢é o pé da bissetriz interna em

relacdo ao vértice A, entdo:

AB_ BP
AC — PC’
E
A
B
P C

Figura 3.9: Teorema da Bissetriz Interna

Hipétese: O ponto P ¢é o pé da bissetriz em relacdo ao vértice A.

Tese AB  BP
AC  PC"
Demonstracao:

Considere o triangulo NABC, tal que, AP é bissetriz do dngulo BAC, construa por C uma
reta paralela a bissetriz AP que intercepta a reta EZL conforme Figura 3.9. Agora considere
os triangulos ANPAC e NACE, dai segue que PAC = ACE, pois AP | CE. Por hipdtese
BAP = PAC’, por constru¢do PAC = AC’E, também por construgdo BAP = AEC’, entdo,
o0 angulo ACE =~ AEC, assim o triangulo NACE é isésceles de base CE, dai segue que:

AE = AC



Do trigngulo NBEC temos que,

BE = AB + AFE,

entdo substituindo AC' no lugar de AFE, temos,

BE = AB + AC (1)

Também do tridngulo NBEC, obtemos,

BC =BP+ PC(2)

Considere também os tridngulos NBAP e ABEC, entdo:
(A) O dngulo BAP =~ BEC, pois sdo dngulos correspondentes.
(A) O dngulo B é comum aos dois tridngulos.
Entdo pelo terceiro caso AA, de semelhanca de tridngulos NBAP ~ ABEC.
Portanto
A8 BP
BE BC
Substituindo (1) e (2) em (3), concluimos que:

(3)

AB _  BP
AB+ AC BP+PC

= AB-(BP+ PC)=BP - (AB + AC)

= AB-BP+ AB-PC=BP-AB+ BP -AC= AB-PC =DBP -AC

Exemplo 3.2. Em um tridngulo NABC, seja P o pé da bissetriz interna relativa ao lado BC.

Construa o tridngulo com régua e compasso, conhecendo os comprimentos PB, PC e AB

Solugao: 6. Para obtermos éxito na construgdo do tridngulo NABC, temos que mostrar que

vale a aplicacdo do teorema da bissetriz interna, ou seja:

AC  PC — AB-PC
— ==—=AC= —+-—
AB PB PB

Entdo vamos construir o tridngulo solicitado passo a passo.

Descricao dos passos

1. Sejam a reta s e os pontos C' e D, tal que C, D € s;
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2. Construa duas circunferéncias de raio r, tal que, r < C'D < 2r, sendo uma com centro

no ponto C' e a outra de centro em D;

3. Seja A o ponto de intersecdo das duas circunferéncias, dai segue que o tridngulo ANAC' D

é isosceles de base CD, isto é:
ACD = ADC

4. Trace pelos pontos D e A a retat e pelo ponto C' construa a reta u, que intercepta a reta

t no ponto B;
5. Por A, trace uma reta v || S, que intercepta aretauem P;

6. Pelo teorema de Tales, temos que, BAP =~ ADC e PAC = ACD, como ADC = AC'D
pela descri¢do 3, entdo BAP =~ PAC, assim AP é bissetriz de BAC.

Logo o ponto P é o pé da bissetriz relativa ao lado BC do triangulo NABC

Portanto, conhecendo os valores dos segmentos AB, BP e PC, vamos determinar o valor

do lado AC do triagngulo ANABC, aplicando o teorema da bissetriz interna, temos:

- AB-PC
AC = ———
= AC e

Wl Q
= A
SIS

Teorema da bissetriz externa

Enunciaremos o teorema da bissetriz externa, mas ndo iremos demonstrar, a demonstra¢do
do mesmo é de forma andloga ao teorema da bissetriz interna, no entanto, se o leitor preferir

demonstrar utilizando o teorema de Tales, fica a seu critério.

Teorema 3.4. Se a bissetriz de dngulo externo de um tridngulo intercepta a reta que contém o
lado oposto, entdo ela divide este lado oposto externamente em segmentos subtrativos propor-
cionais aos lados ajacentes, ou seja.
Seja o triangulo NABC, conforme Figura 3.11, se o ponto () é o pé da bissetriz externa em
relacdo ao vértice A, entdo:
AB  BQ
AC ~ QC

Exemplo 3.3. Sejam o tridngulo ANABC e P e M respectivamente os pés da bissetriz interna
e da mediana relativas ao lado BC. Se P e M coincidirem prove que o tridngulo NABC é

isésceles de base BC.
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Figura 3.10: Construcdo do tridngulo com régua e compasso

Figura 3.11: Teorema da Bissetriz Externa
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Figura 3.12: Exemplo de aplicacio do teorema da bissetriz interna

Solugéo: 7. Seja um tridngulo qualquer ANABC, onde os pontos P e M sdo, respectivamente,
o pé da bissetriz interna e da mediana relativas ao lado BC'; veja figura 3.12

Considere que P e M sdo coincidentes, entdo a bissetriz interna AP e a mediana AM,
coincidem também, observe a figura 3.12

Trace pelo ponto C' uma reta paralela a bissetriz AP que interceptard o prolongamento de
BA no ponto D, entido AP || CD, conforme figura 3.12.

Hipétese: BAP =~ PAC; e BP =~ PC.

Tese: O tridngulo ANABC é isésceles de base BC.

Os dngulos BAP e ADC, sdo dngulos correspondentes, ou seja, BAP ~ ADC;

Os dngulos PAC e ACD sdo alternos internos, isto é, PAC = AC’D;

Por hipotese, BAP = PAC’, como BAP =2 ADC e PAC = AG'D, ADC = Aé’D, assim
o tridngulo NACD é€ isosceles de base CD, logo AD = AC;

Pelo Teorema de Tales, temos da figura 3.12 que:

AB_BP:>AB_BP
AD PC ~AC PC’

pois AD = AC;
Também por hipétese tém-se, BP = PC, entdo:
AB  BP N AB
AC BP ~AC
Portanto o tridngulo NABC é isésceles de base BC.

=1= AB=AC

Relacoes métricas em Tridngulos Retangulos

Para estabelecermos as relacoes métricas em triangulos retangulos, utilizaremos os casos

de semelhanca de triangulos para demonstrar a proposicdo destas relacoes.

43



Proposicio 3.5. Seja AABC um tridngulo retdngulo em A, com catetos AB = ¢, AC = b

e hipotenusa BC = a. Sendo H o pé da altura relativa & hipotenusa, CH = x, BH = y e
AH = h, conforme Figura 3.13, temos:

1. ah = be.

2. ¥ =axect=ay.

3. h? =ay.
4. a®> =0+
Demonstracao:

Considere os triangulos NABC' e NABH, dai temos que AHB~ CAB e ABH ~ CBA,
entdo NABC ~ NABH pelo caso AA de semelhanga de tridngulos, ou seja:

@l =
S
I
Sk
U

ou, ainda

AH AB h ¢
= === -=-=ah=0bc
AC BC b a

Considere também os tridngulos NAHC e ANABC, dai tém-se, CAH = ABC e BAC cong
AHC, entdo NAHC ~ ANABC pelo caso AA de semelhanca de tridngulos. isto é

CH AC z b 9
::::>—I—:>b = ax
AC  BC b

a

A

Figura 3.13: Relacdes métricas num triangulo retdngulo

2

Somando membro a membro as relagdes b* = ax e c* = ay, teremos
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V+c=ar+ay=b0+c=a (r+vy),comox+y=a,entdoh>+c*=a-a=
b+ =a?

2

Multiplicando membro a membro as relagées b* = ax e ¢* = ay, obtemos

c be
b2 =azx-ay = b’c? = d’xy = (;)2 = xy, como h = - entdo h® = xv.

Observacio 3.1. A relacdo V> + c¢* = a? é denominada como Teorema de Pitdgoras, que Eucli-
des mostrou em sua obra "Os Elementos", a sua relevancia para a Geometria e suas aplicacoes.
Este teorema revelou-se essencial a formulagcdo do método analitico de René Descartes para
andlise de problemas geométricos e depois de sucessivas generalizacoes da relacdo de Pitdgo-
ras permitiram o desenvolvimento, nos séculos X1X e X X, da teoria dos espagos vetoriais
com produto interno e, mais particularmente, dos dos espacos de Hilbert, assim como da Geo-
metria Diferencial. Assim, mais que uma simples heranca cultural da humanidade, o teorema

de Pitdgoras constitui-se em verdadeira pedra angular da moderna sociedade do conhecimento.

3.5 Aplicacoes de Semelhanca de Triangulos

Esta secdo coleciona algumas aplicacoes interessantes de semelhanca de triangulos, nosso
primeiro resultado estabelece uma reciproca do teorema da bissetriz. Para o enunciado do
mesmo, recorde que, em todo tridngulo, as bissetrizes interna e externa relativas a um mesmo

vértice sdo perpendiculares.
Aplicacao 6. Reciproca do teorema da bissetriz

Proposicao 3.6. Seja um tridngulo ANABC e P e () pontos sobre a reta %, com P € BC e
Q ¢ BC. Se
. BP BQ
PAC =90e — = :Q,
PC QC
entdo AP é a bissetriz interna e AQ é a bissetriz externa do dngulo BAC.

Demonstracao:

Trace pelo ponto P, a paralela a f@ e sejam U e V seus pontos de intersecdo com fﬁ e
j@, respectivamente, de acordo com a Figura 3.14, com isso m | VU.

Como m I VU, entdo B UpP = BAQ e PVC = QAC, pois sdo angulos correspondentes,
respectivamente, por outro lado, U BP = AB Q, pois sdo dngulos opostos pelo vértice, e PCV
= BCA, pois sdo dngulos comuns.

Portanto, pelo caso AA de semelhanca de tridngulos, temos que, ABUP ~ NABAQ e
APCV ~ ANQC A, de forma que,
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Figura 3.14: Reciproca do teorema da bissetriz

BP PU pPC PV
BQ QA CQ AQ

BP PC
Mas, como por hipotese — BQ Q , as relacoes de semelhanca acima nos ddo,
PU PV
— =— = PU = PV, assim AP 1 AQ.
QA AQ

Agora, de AP L AQ) e AP || AQ, temos UV 1 AP, de sorte que AP é mediana e altura do
triangulo NAUV, assim o angulo PAQ = 90.

Dessa forma AP é a bissetriz interna e AQ) é a bissetriz externa do dngulo B AC. [ |

Aplicacio 7. Circulo de Apolonio

Vamos enunciar e provar agora, o teorema do Circulo de Apolonio, Apolonio de Perga,
matemdtico grego do século Il a.C deu grandes contribuicoes a Geometria Euclidiana, nota-

damente ao estudo das conicas.

Teorema 3.5. Dados um real positivo k # 1 e pontos B e C no plano, o Lugar Geométrico(LG)
AB

dos pontos A do plano tais que — VTell = k é o circulo com didmetro PQ), tais que, P € BC e

Qe %, onde Q ¢ BC, sdo os pontos tais que:

BP BQ
PC QC’
AB
Hip(’)t(f A__C’_: k, onde k # 1.
Tese: i = B:Q =k, onde k # 1.
PC  QC
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Figura 3.15: Circulo de Apolonio sobre BC na razio k

Demonstracao:

Sejam a reta r e os pontos A, B e C distintos, tais que, B,C € re A & r;

Considere o triangulo NABC' e trace as bissetrizes interna e externa do dangulo BAC, que
interceptam respectivamente, a reta v nos pontos P e Q, tais que, P € BC e Q) € % onde
Q ¢ BC, assim o ponto P é o pé da bissetriz interna e ) é o pé da bissetriz externa;

Em seguida determine o ponto médio O do segmento PQ, como centro do circulo de didme-
tro PQ; o

AB

— = £k, onde
AC

Suponhamos que LG dos pontos A seja o plano de didmetro PQ, tais que,

k# 1.

Assim pelos teoremas das Bissetrizes interna e externa, temos:

AB BP BQ
AC PC QC

=k, onde k # 1

AB
Portanto, o LG dos pontos A do plano, tal que, Ve =k, onde k # 1 € o circulo de diametro

PO. m

Aplicacao 8. Teorema de Menelaus

Menelaus marcou um ponto importante na trigonometria esférica, tendo o seu trabalho sido
aplicado em Astronomia. E ainda hoje, Menelaus é lembrado pelo teorema que, conhecido

anteriormente no plano, foi demonstrado por Menelaus em geometria esférica.

Teorema 3.6. Considerem-se trés pontos L, M e N, respectivamente, em cada um dos lados
ou das retas suportes dos lados BC, AC e AB do triangulo NABC. Entdo os pontos L, M e

N sdo colineares se, e somente se,
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NA LB MC
NB LC MA

B C

Figura 3.16: Teorema de Menelau

Demonstracido: Para demonstrarmos este teorema, temos que provar:

NA LB M
= Se os pontos L, M e N sdo colineares, entdo, — - — - :C =1
NB LC MA
NA LB M
=Se — - — - :C = 1, entdo os pontos L, M e N sdo colineares.
NB LC MA

= (Ida)

Considere o tridngulo NABC, considere também trés pontos L, M e N colineares, respec-

tivamente, em cada um dos lados ou das trés retas suportes dos lados BC, AC e AB, como
mostra a Figura 3.16;
Trace pelos vértices A, B e C do triangulo NABC' da Figura 3.16, perpendiculares a reta
suporte dos pontos L, M e N, que se interceptam respectivamente nos pontos E, D e F';
Agora considere os triangulos ABDN e NAEN, dai segue que, BDN =~ AEN, pois
ambos medem 90° ¢ BND =~ ANE, sdo angulos opostos pelo vértice.
Portanto, pelo caso AA de semelhanga de tridngulos ABDN = ANAEN, em particular,
NA AP
NB BD"
De forma andloga, temos também que ANFMC = ANAME, em particular,

MC FC

i ag

Considere os tridngulos ALFC' e ALD B, dai segue que, LFC~LDB, pois ambos medem
90° ¢ FLC =~ DLB, sdo angulos comuns aos dois tridngulos.

Portanto, pelo caso AA de semelhanca de triangulos ALFC = ALDB, em particular,
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_ = — (lll)
LC BD
Enfim, multiplicando membro a membro os itens (i), (ii) e (iii), concluimos que:
NA MC LB AE FC FC _ NA LB Mc
NB MA LC BD AE BD NB LC MA

Vamos deixar como exercicio a < (volta) desta demonstragcdo para o leitor. |

Aplicacdo 9. Teorema de Ceva

Giovanni de Ceva foi um matemdtico italiano que publicou o Teorema de Menelaus em 1678
e em seguida, um segundo teorema de sua propria autoria, relacionado com o teorema de
Menelaus, que é o Teorema de Ceva.

Uma ceviana de um triangulo é um segmento que liga um vértice a um ponto ao lado oposto.

Logo, se M, N e P sdo pontos dos lados BC, AC' e AB, respectivamente de um tridngulo
NABC, os segmentos AM, BN e CP sdo cevianas.

Teorema 3.7. Sejam M, N e P pontos, respectivamente, sobre os lados AC, AB e BC' do

tridngulo NABC. As cevianas BM, CN e AP intersectam-se em um ponto P, se e somente

se,
NA PB MC
NB PC MA
Figura 3.17: Teorema de Ceva
Demonstracao:

Suponhamos que as cevianas BM, C'N e AP do tridngulo ANABC, concorrem no ponto O.
Trace pelo ponto A uma reta r paralela a reta suporte do lado BC. Em seguida prolongaremos

as cevianas BM e C'N até interceptar a reta r nos pontos E e D, respectivamente conforme
figura 3.17.
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1. Considere os tridngulos NADN e ABCN, conforme figura 3.17, note que o dngulo
ADN = BCN, pois sdo correspondentes e B OC =~ DOE, angulos opostos pelo vértice,
entdo pelo caso AA de semelhanga de triangulos concluimos que, NADN ~ ABCN,

assim,

NA AD
NB CB

2. De forma andloga na figura 3.17 temos que, ABOC' ~ ADOF entdo,
PB AE
PC AD

3. Analogamente, na figura 3.17 tém-se também que, NAEM ~ NCM B, logo,
MC CB
MA AE

4. Multiplicando membro a membro as relacoes 1, 2 e 3 teremos,

NA PB MC AD AE CB:>NA PB MC
NB PC MA CB AD AE NB PC MA

Deixaremos para o leitor a reciproca do teorema de Ceva, onde quando for dado um trian-

gulo ANABC' e os pontos M, N e P sobre os lados AC, AB e BC, respectivamente, se ocorrer

que,

NA PB MC
NB PC MA

Entdo as cevianas BM, C'N e AP concorrem ao mesmo ponto G.

Lista de Exercicios

Nesta lista de exercicios vamos relevantes a semelhanga de tridngulos, sendo que desta lista
iremos resolver algumas questdes propostas e as outras aqui destacadas ficardo para o leitor

solucionar.

1. Na figura 3.18, D é o ponto médio de AB e E é o ponto médio de AC. Mostre que os
tridngulos AADE e AABC sdo semelhantes.

Solugdo: 8. Considere os tridngulos NADE e ANABC, como D é o ponto médio de AB

e E é o ponto médio de AC entdo, DE | BC assim pelo Teorema de Tales temos,

50



c

A
3] B
Figura 3.18:
AD_AE
AB  AC

Tém-se ainda que o dngulo A é comum aos dois triangulos. Portanto pelo caso LAL de

semelhanca de tridngulos, concluimos que:
NADE ~ AABC

. Mostre que dois tridngulos equildteros sao sempre semelhantes.

. Mostre que sdo semelhantes dois tridngulos isésceles que t€ém iguais os angulos opostos

a base.

. Sejam um quadrado e um tridngulo equildtero, respectivamente, cujos lados medem a.

Determine a razdo entre suas areas.

. Prove que alturas correspondentes em triangulos semelhantes estio na mesma razao que

os lados correspondentes.

. Prove que, se um tridngulo retangulo tem angulos agudos 30 e 60 graus, entdo seu menor
cateto mede a metade do comprimento da hipotenusa. (Faga uso do resultado obtido no

exercicio 5)

. Na figura 3.19, tém-se que ABDA e AABC sio tridngulos semelhantes, sendo que a
semelhanca a que leva ABD em BAC, BDA em ABC ¢ BAD em ACB. Conclua que

o tridngulo ABD A é is6sceles.

. Prove que, se em um triangulo retangulo o menor cateto mede metade do comprimento

da hipotenusa, entdo seus angulos agudos sao 30 e 60 graus.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Figura 3.19:

. Sejam o tridngulo AABC' e os pontos P e M, respectivamente os pés das bissetriz interna

e da mediana relativas ao lado BC'. Se P e M coincidem, prove que o tridngulo AABC

é isosceles de base BC.

Em um tridngulo AABC, sejam o ponto P o pé da bissetriz interna relativa ao vértice A.
Marcamos, respectivamente, sobre os lados ABe AC, pontos M e N tais que BM = BP
e ON = CP. Prove que M N || BC.

Construa com régua e compasso o tridngulo o tridngulo AABC', conhecendo os compri-

mentos AM, BN e C'P das medianas do AABC, respectivamente relativas aos lados
BC,AC e AB.

O triangulo AABC' é retangulo em A e o ponto P € BC é o pé da bissetriz interna do
angulo BAC. Calcule a distancia de P ao lado AC em fungdo de AB = ce AC = b

Seja um triangulo AABC retingulo em A e tal que AB = 1. A bissetriz do angulo BAC
intersecta o lado BC em D. Sabendo que a reta 7, que passa por D e é perpendicular a

AD, intersecta o lado AC' em seu ponto médio, calcule o comprimento do lado AC'.

Na figura 3.20, o tridingulo AABC é equilatero, as trés retas ligando os lados AB e AC
sdo paralelas & BC, dividem o lado AB em quatro segmentos congruentes. se DG +
EH + FI = 18. Determine o perimetro do triangulo AABC.

No tridngulo AABC da figura 3.21, D é o ponto médio de AB e E o ponto sobre o lado
BC tal que BE = 2 - EC. Sabendo que ADC = BAE, calcule o valor de BAC.

Solucdio:  Por construgio, de acordo com a figura 3.21 tracaremos as cevianas AE e
CD e seja P o ponto de intersecio desses segmentos. Seja o um angulo tal que o =
ADC = BAE <& a = ADP = DAP. Como o = ADP = DAP, entdo o tridngulo
AADP é isésceles de base AD e consequentemente AP = DP. Aplicando o Teorema
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Figura 3.20:

Figura 3.21: Menelaus
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16.

17.

18.

19.

de Menelaus ao triangulo A BC' D, uma vez que os pontos A, P e E sdo colineares, vamos

obter:
EB.PC.AD:1:>2-P:C-—:1:>P_C:PD,
EC PD AB 1 PD

assim AP = PC.

Agorasejace = DAP = ADPe 3 = CAP = ACP. Verifique que no tridngulo AAC' D

a soma dos angulos internos sera:
(a+08)+4+a=180°=2-4+2-aa=180°= [+ a =90°

Assim, como o angulo BAC = a + B, concluimos que BAC = 90°.

Na figura 3.22, tem-se AB = AC. Mostre que DE | BC se, e somente se, ECB =
CBD.

Figura 3.22:

Sejam AABC e AA'B'C’ triangulos semelhantes, com razdo igual a k. Sejam m, e
m., hq € h!,, B, e B, respectivamente os comprimentos das medianas, alturas e bissetrizes
internas relativas aos vértices A e A’, também respectivamente. Prove que

ma _ e _ b

m. b B = h
Sejam ABC'D um paralelogramo de diagonais AC' e BD e lados AB = 10cm, AD =
24cm. Sejam ainda, E e F' respectivamente oe pés das perpendiculares baixadas desde A

aos lados BC' e C'D. Sabendo que AF = 20cm, calcule o comprimento de AF.

Em um tridngulo AABC, seja M o ponto Médio do lado AC' e N o pé da bissetriz
interna relativa relativa ao vértice B. Prolongue a semirreta C@ até o ponto D, tal que
DB = AB. Se BN intersecta DM em P, prove que BAP ="ACB.
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20.

21.

22.

Em um tridngulo AABC' com um angulo reto em B, sdo tragadas a bissetriz interior
BD e as cevianas AM e C'L concorrentes no ponto O. Sabendo que AB = 2 - BC,
2.CM =5-BM e BL = 2cm, encontre o valor do segmento BC.

Em um tridingulo AABC sio tracadas uma bissetriz BQ, uma mediana AM e uma ce-
viana C'P, concorrentes entre si. Se AP = 4em, AQ = 6em e QC = 9cm, calcule a
medida do segmento PQ.

Figura 3.23: Ceva

Solucdo: 9. Seja PQ) = x, MB = MC = y e PB = zconforme figura 3.23. Como

as trés cevianas B(Q), AM e C P sdo concorrentes, podemos aplicar o Teorema de Ceva,

entdo obtemos:

PA.MB.QO:1@§.Q-9:1@6z:36@z:6
PB MC QA z y 6

— PA 4 6
Portanto, o segmento PB = 6¢cm. Note que — = — = — = — =. Entdo, pelo Teorema

PB 6 9 3
de Tales, PQ || BC. Tem-se também que BQ é bissetriz interna, assim PBQ = QBC e

QBC =~ BPQ, pois sdo alternos internos. Logo, o tridngulo A\ BPQ) é isosceles de base

BQ. Portanto, x = z = 6, ou seja o segmento P(Q) = 6cm.

Seja AABC um trisngulo tal que BC = a, AC = be AB = ¢, e M, N e P pontos
respectivamente sobre os lados AB, BC' e AC, tais que AM N P é um losango.

(a) Calcule, em termos de a, b e ¢, o comprimento do lado do losango.

(b) Mostre como construir com régua e compasso a posi¢do do ponto M.
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23.

24.

25.

26.

Em um trapézio ABCD de bases AB = a e CD = b, os lados nio paralelos as bases
sdo AD e BC'. Pelo ponto de concurso P das diagonais de ABC' D, tracemos o segmento
M N paralelos as bases, com M € AD e N € BC. Prove que P é o ponto médio de M N

e que M N € igual a média harmonica de a e b, isto €, prove que

TV — 2ab
a+b

Em um trapézio ABCD, de bases AB e CD e lados néo paralelos AD e BC, seja M
o ponto médio da base C'D. O segmento AM intersecta a diagonal AD em F. Tra-

camos por F' a reta r, paralela as bases. Se r intersecta os segmentos AD, AC e BC

respectivamente em F, G e H, prove que FF = FG = GH.

Seja k # 1 um real positivo. Prove que o circulo de Apolénio relativo a (B, C') e na razao

kt ioigual a ——— - BC.
em raio igual a -

Seja um tridngulo AABC' cujos angulos internos sdo menores que 120°. Construa ex-
teriormente ao AABC, triangulos equildteros ABC'D, AACE e AABF (os quais sio

conhecidos como os Triangulos do AABC). Prove que:

(a) Os circulos circunscritos aos tridngulos ABC' D, AACE e AABF passam por um
mesmo ponto P, denominado o Ponto de Fermat do AABC).

(b) APF = FPB = BPD = DPC = CPE ="EPA = 60°.

(¢c) AD=BE=CF =PA+ PB+ PC.
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Capitulo 4

Questoes do PROFMAT e IME

E pra finalizar este trabalho, vamos listar algumas questdes resolvidas, relacionadas com o
tema desta dissertacdo, das avaliagdes realizadas pelo Mestrado Profissional em Matematica
(PROFMAT) e do Instituto Militar de Engenharia (IME).

1. (PROFMAT — ENQ — 2015 — 2) A altura CH e a mediana BK sio tracadas em um
tridngulo acutingulo AABC. Sabendo que BK =~ CH e KBC = HC B, prove que o
triangulo AABC € equilatero.

Figura 4.1:

Solugdo: 10. Na figura 4.1, denotamos por P o ponto de intersecio entre BK e CH.
Nos tridngulos NKBC e AHCB, temos BK =~ CH, KBC = HCB ¢ CB = BC,
logo pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos, NKBC = ANHCB em particular,
CKB = BHC = 90°, assim a mediana BK ¢é também altura, mostrando que o tridngulo
NABC ¢ isésceles, com AB = AC. Da congruéncia entre os tridngulos ANKBC e
AHC B, concluimos que BH ~CK.
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Como o triangulo ANBPC ¢ isosceles, temos CP =~ BPe, consequentemente, P
PH. Com isso, AH = AK e, como BH = CK, isto implica que AB = AC.

>~

Como jd concluimos que AB = BC, temos entidio AB = BC = AC.

Portanto o tridngulo NABC' é equildtero.

. (IME —1997) Considere o cubo de bases ABCD e EFGH, e arestas AE, BF, CG
e DH. Sejam as arestas iguais a 3m e os pontos M, N e P marcados de forma que
M € AD, talquem = 2m, N € AB, talquem — 2me P € BF, tal que
BP =0,5m.

Solugdo: 11. Seja o cubo de bases ABCD e EFGH, arestas AE = BF = CG =
DH = 3m, sejam também os pontos M, N e P marcados de forma que M € AD, tal
que AM = 2m, N € AB, talquem: 29me P € BF, talqueﬁ: 0, 5m.

Trace os segmentos MN, NP, MP e MB.

considere o tridngulo retangulo ANM AN, reto em M AN, entdo pelo Teorema de Pitdgo-

ras, teremos.

MN =AM +AN = MN =9224+922 =8 = NN = 22,

considere o tridngulo retdngulo APBN, reto em PBN, entdo pelo Teorema de Pitdgo-

ras, teremos:

1\? —
NP =NB +PB = NP =12+ (5) :Z:* N=%§'
considere o tridngulo retangulo AM AB, reto em M AB, entdo pelo Teorema de Pitdgo-

ras, teremos:

MB = MA +AB = MB =224+32=13= MB = /13.

considere o tridngulo retdngulo AM BP, reto em M BP, entdo pelo Teorema de Pitdgo-

ras, teremos.

1\*> 53
PM2:MB2+P32:>PM2:(\/E)2+(—) =2 SN =

considere o tridngulo retangulo ANM N P, entdo:

V5 V53 W2+ V5+VE3
2

2 = MN+NP+MP_2\/_+—+— = 2p =
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3. (PROFMAT — ENQ — 2015 — 2) No paralelepipedo reto retingulo da figura 4.2, cal-
cule a distancia do vértice C' ao segmento AM, sendo M o ponto médio do lado AM.

Figura 4.2:

Solugdo: 12. Inicialmente, aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo ANABC' na

figura 4.3, calculamos o comprimento do segmento AC':

AC" =AB’ + BC" = AC" =12 + (2)* = (31)* = AC = I\/5.

Figura 4.3:

Analisando agora o tridngulo NACM 4.3, concluimos que ele é retdngulo em C' pois o
segmento M C' é perpendicular a face ABC'D do paralelepipedo e, portanto, perpendi-

cular ao segmento AC' contido nesta face.
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Ainda observando o tridngulo retdngulo ANACM, o segmento C'N ¢é perpendicular a
hipotenusa AM, pois C'N representa a distincia de C a reta AM e, por definicdo, a
distdncia de um ponto a reta é sempre perpendicular a mesma.

Entdo, aplicando novamente o teorema de Pitdgoras temos:
AM® = (20)* + (1v/5)" = AM = 31.

Logo, utilizando a relacdo em que o produto da hipotenusa pela altura correspondente é
igual ao produto dos catetos, assim, temos:

AM-CN=AC-CM = 31-CN =1/5-2l
Logo,

21v/5
—

CN =

. (PROFMAT — ENQ — 2015 — 1) As diagonais AD e C'E do pentdgono regular ABCDE
de lados de medida «, intersectam no ponto P. Determine AP ¢ PD em funcio de a,
como mostra a figura 4.4.

Figura 4.4:

Solugao: 13. Cada angulo interno do pentdgono regular tem medida

a; = 180° — 360

= 180° — 72° = 108°

Como DC = DE, o tridngulo NCDE ¢ isosceles de vértice D, e como CDE = 108°,
temo que

DCE = DEC = u _ 360
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Como os tridngulos NACDFE e ANDFEA cdo congruentes pelo caso LAL, temos também
DAE = ADE = 36°.

Como EAP = 36° ¢ PEA = 108° — 36° = 72°, temos que EPA = 180° — 36° — 72° =
72°, logo o tridngulo NE AP ¢ isésceles de vértice A. Com isso, AP = EA = a.

Figura 4.5:

Os tridngulos ADPFE e ADFE A possuem, cada um, dois dngulos de medida 36°, fazendo
com que seus terceiros dngulos tenham também a mesma medida. Assim, esses tridngulos

sdo semelhantes, com

Logo,
PD - (a—i—ﬁ) =a’ = (W)Q—I—am—cﬂ =0
Resolvendo a equacgado, teremos

m:—‘“iaﬁ

Portanto, tomando a solucdo positiva, concluimos que

a-vVh—a
2

J
-
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5. (PROFMAT — ENQ@ — 2018 — 1) Dadas duas retas reversas r ¢ s no espago, defini-
mos o angulo entre r € s como sendo o0 menor dngulo entre r ¢ ', onde s’ é qualquer reta
paralela a s e concorrente com r. Pode-se provar que este angulo nido depende da reta
s" escolhida. Na figura 4.6, as retas reversas r e s sdo suporte, respectivamente, de uma

diagonal do cubo e de uma diagonal de uma de suas faces.

Figura 4.6:

Solugdo: 14. Denotamos por a a aresta do cubo. Prolongando a aresta C'B do cubo,
obtemos o ponto E na intersecdo deste prolongamento com s'. Vamos calcular cos 0,
onde 0 é a medida do angulo RAE.

Pelo caso LLL, os tridngulos ANSPQ e ADAB da figura 4.7 sdo congruentes. Além
disso, como s' é paralela a BD, e AD é paralelo a EB, O quadrildtero AEBD serd um
paralelogramo. Com isso, BE =AD =ae AE = BD = av2.

Temo ainda, Pelo Teorema de Pitdgoras, que

RE = RC’ +CE’ = a® + (2a)* = RE = av/5.

O tridngulo NRAEFE tem, lados de medidas AR = a/3, AE = av/2 RE = aV/5.

Pela lei dos cossenos, obtemos

RE = AE + AR —2-AE - AR - cosb,

logo,
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DY ‘
A B
8!
E
Figura 4.7:

(a\/5)2 = (a\/§)2 + (a\/§)2 —2-avV2 - av/3cosb =

5a2 = 2a% + 3a2 — 2 - a\/2 - av/3 cos b,
e, entdo
0=-2-AF - AR - cos®b,

Com isso, cos = 0 e, portanto, o dngulo entre v e s’ mede 90°.
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho apresentamos vdrios conceitos, exemplos, teoremas e aplicacdes
relacionados a Congruéncia e Semelhanca de tridngulos, dentre eles o teorema do triangulo
isésceles no desenvolvimento da congruéncia, os teoremas das bissetrizes internas e externas,
os teoremas de Menelaus e Ceva, circulo de Apolonio entre outros que foram aqui destacados
e ndo podemos deixar de ressaltar a importincia do auxilio de régua e compasso na resolugdo
varios exemplos e aplicagdes. Vale ressaltar também o uso do GeoGebra na constru¢cdo das
figuras deste trabalho, pois através desse software matematico que facilita a compreensdo do
assunto estudado.

Enfim, esta dissertacdo teve como motiva¢do apresentar a congruéncia e semelhanca de tri-
angulos, além de suas proporcionalidades, uma vez que a dificuldade de aprendizagem pelos
alunos do ensino bdsico € notdria, visto que € dada sem fundamentos, além disso, apresentar
aos professores e colegas um material suplementar de qualidade com uma linguagem objetiva
e abordagem didatica que parte de exemplos simples para alguns que realmente merecem uma
maior atencio para serem compreendidos. Pensamos assim, que estamos contribuindo para o

ensino-aprendizagem deste componente curricular considerado dificil por alunos e professores.
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