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Rede com presséao social:
Visitas sucessivas a configuracédo escada e recorréncia positiva.
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Um modelo de rede com pressao social

A =1{1,2,...,N}: conjunto de atores.

O = {+1, —1}: conjunto de opinides possiveis.

o, € O: n-ésima opiniao emitida na rede.

A,, € A: ator que emitiu a n-ésima opiniao.

L% = max(m <n: A, = a).

Un(a) = Z?n:LﬂLJrl Om.-

U, = (UL1),...,U-(N)).

Sy = {(u(1),...,u(N)) € ZN :u(i) = 0, paraalgumi =1,..., N}.

vV v v vV V. V. VvV VY

Observe que U,, € Sy.
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Um modelo de rede com pressao social

>

eoUn(a)
Plont1 =0, Apt1 =a | Uy) = S pen [eCFDUR®) + eDUB]

Un+1 = TAp+1,0n4+1 (Un)

» Estamos usando a seguinte notagao: para todo a € A e todo
o€,
Ta,o : Sy — Sy
€ a transformacao que a toda lista u € Sy associa a lista

Ta,0(u) € Sy assim definida:

Ta0(w)(b) = {u(b) +o0 ,seb+#a,

0 ,seb=a.
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A cadeia (U,),>o Visita a escada ¢! infinitas vezes

» Vamos mostrar que a cadeia (U,,),>o assume o valor e(+1)
infinitas vezes, qualquer que seja o valor de sua lista inicial
Up=u€ Sn.

> Faremos isso mostrando que 7 —<"" & majorada por uma

distribuicdo geométrica Gy no seguinte sentido:

(+1) _y o (+1)

P(T* > 2kN) < P(Gy > k) = (0n)F,

onde 6y € (0, 1) é calculado explicitamente.
> Isso implica que
E (Te(+1)_>e(+1)) < INE(Gy) = 2N(1—dn)
on
> Isso implica na existéncia de uma, e uma s6 medida de
probabilidade invariante para a cadeia (U,,)»>0, qualquer que
seja o valor de sua lista inicial.

Antonio Galves



Como fazemos isso?

1. Seja o conjunto de atores A = {1,2,..., N}. Vamos primeiro ver
que para qualquer u € Sy, a probabilidade

N
P (|U7L+N(a)| <N —1,paratodoa e A ‘ U, = u) > (_]1]) .

2. Depois vamos ver que existe ey € (0,1) tal que

P (U,M — o(+D) ‘ N {lUn(a) < N - 1}) > en.

acA
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» Vamos supor que Uy = u € Sy €
(A1, As, ..., Ay} = {1,2,.., N}

> Isto é, vamos supor que 0s atores que se manifestaram nos
instantes 1,2, ..., N sejam todos distintos.

» O que podemos dizer sobre a lista Uy ?

» Falando mais diretamente: o que podemos dizer sobre
max{|Un(a)| :a € {1,...,N}}?
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» Como
Un=74,,0,(TA,_1,0,_1-(Ta,,0,(U0).--),
se

{A13A27 7AN} = {1’27 '~'7N}7

entdo obrigatoriamente |Uy (a)| < N — 1, pois depois de ser
zerado, 0 ator a recebeu no maximo N — 1 opiniGes favoraveis
ou contrarias.

» Alias, o Unico que recebeu N — 1 opinides € o ator A;, e essas
opinides podem ser contraditérias.

» Qu seja, |[Un(a)] < N — 1, qualquer que seja a € A.
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» Dada uma configuragao u € Sy, seja
M (u) = argmax{|u(b)| : b € A}.
» Vamos supor que Uy = u € Sy €
Ay = M(Uy), Ay = M(Uy), ..., Ay = M(Un_1)

» O que podemos dizer sobre a lista Uy ?

» Falando mais diretamente: o que podemos dizer sobre
max{|Un(a)|:a € {1,....,N}}7?
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RESP A

> A resposta ainda é a mesma:
|[Un(a)] < N — 1 para qualquer que sejaa € A,

mas a explicagdo tem duas partes.

» Quando o conjunto de atores assumindo os maximos sao todos
distintos, o resultado segue do QUIZ anterior.

» Se houver algum ator « tal que M (U,,) = M (U,,) = a, com
1 <m < n < N isso significa que o valor de
|U,(a)] <n—m < N —1. Como esse é o valor maximo, todos os
outros atores terdo seus valores menores que n — m, € portanto
no instante N o valor maximo que Uy (b) pode atingir para todo
be Aé
n—m+(N-n)=N-m<N-1.
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> E verdade que

1
N
> E verdade que

N
P(Al = M(U()),AQ = M(U1>,,AN = M(UNfl) | UO = u) Z (> ?
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» Suponha que M (u) = a. Por definigao,

e(FDula) 4 o(=1u(a)

P(Al ( )|UO - U) Zb ) [€(+1)u(b) +€( l)u(b)}

» Como a fungdo f(r) = e" + e~ " é crescente para r € [0, +00),
temos que
e(FDu(@) 4 o(~Du(a) e(FDu(@) 4 o(~Du(a) 1
ZbEA [ (+Du(b) 4 e(=1)u(b) } Zb N [ (+Dula) 4 o= l)u(a)] - N

» A segunda parte do QUIZ é deixada como exercicio.
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Minorando a probabilidade de produzir e(*!)
» Seja A={1,..,N}, e sejau € Sy, satisfazendo

—(N —-1)<u(a) <N -1, paratodo a € A.

» Queremos encontrar um minorante ey € (0,1) tal que

P (UN — e+ ‘ Uy = u) > en.

> Se
Ay =N,Ay=N—1,.., Ay =1,
012022...:ON:—|—1,
entao
UN = €(+1).
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Minorando a probabilidade de produzir e(*!)

» Ou seja,

N
(N{An=N-n+1,0, =+1} C{Uy =€V}
n=1

> Logo,
IP’(UN = (D) ‘ Uop :u) >

N
P(ﬂ{An_N—n+1,0n_+1}’Uo_u> —

n=1

ﬁIP’(An:N—n+1,On:+1‘Un1),

n=1

onde U, = nn_p+1,41(Un—1). paratodon =1,..., N — 1.
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Minorando cada termo

Por definicao,
P ({41 =N,01 =41} [ Uy =u) =
P ({4 = N} | Uo =) P ({01 = +1} | Ay = N.Up = u).

eu(N) + e_u(N)

Z [eu(b) +e—u(b)]

beAN

IP({AlzN}‘Uozu>:

u(N)

e
) o ul)

P ({01 =+1}| A1 = N.Up =) =




» Supondo que a lista u € Sy satisfaga a condi¢éo
—(N —1)<u(a) <N -1, paratodoa € A,

encontre um minorante para
eu(N) + e_u(N)

Z [e"(®) 4 ¢mu(¥)]

beAn

P({AlzN}’Uozu):
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RESP A

» A probabilidade do ator N emitir uma opiniao € uma fungéo

crescente de |u(N)| e uma fungao decrescente de |u(a)|, para
a# N.

» Desse modo, com a condi¢édo

—(N —1)<uf(a) <N -1, paratodoa € A,

temos

eu(N) + efu(N)

>
Z [eu(®) 4 emu®)]

beAn

]P’({AlzN}’Uozu>=

2
2+ (N —1)(eN-1 4 e~ (N-1))"
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» Supondo que a lista u € Sy satisfaca a condicao
—(N —-1)<u(a) <N -1, paratodo a € A,

encontre um minorante para
()

P({00=+1} [ A1 = Nolo = u) = o oy
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> A probabilidade do ator N emitir uma opinido favoravel +1 é uma
funcéo crescente de u(N).

» Como sabemos que u(N) > —(N — 1), temos

eu(N)
P({0r=+1} | 41 = N.0p =) = oy 2

e~ (N-1) 1

e~(N=1) L oN—-1 = ] 4 g2(N-1)~
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» Supondo que

1. alista u € Sy satisfaz a condicao
—(N —1)<uf(a) <N -1, paratodoa € A,

2. Ay =NeO; =+1.

» O que podemos dizer sobre U; = my 41(u)?
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» Podemos dizer que

para todo a # N.
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» Supondo que a lista u € Sy satisfaga a condigao
—(N —-1)<u(a) <N -1, paratodoa € A,
encontre um minorante para

P ({A2 =N-1}|U = mﬂ(u)) .
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RESP A

» Por definigao,
™, +1(W(N=1) | o=7n +1(u)(N-1)

Z [e™N+1(W®) 4 o= 41 (w)(0)] '
beANn

P({A; =N -1} | U1 = mnpa(w) =

» Pelo QUIZ anterior, sabemos que para todo a # N

—N+2< 7TN)+1(U)(G,> <N,

e por definigdo, my +1(u)(N) = 0.

» Desse modo, temos

™, +1(W(N=1) | o=mn +1(u)(N-1)
P ({4 =N —1}| U1 = myp1(w) =

>
Z [eN 41 (W®) 4 o=mn g (W)(0)] T
be AN

2
2+2+ (N —2)(eN +e )
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» Supondo que a lista u € Sy satisfaga a condigao
—(N —-1)<u(a) <N -1, paratodoa € A,
encontre um minorante para

i ({02 =41 ‘ Ay=N—1,U; = wN,H(u)) .
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> A probabilidade do ator N — 1 emitir uma opini&do favoravel +1 é
uma funcéo crescente de Uy (N — 1) = wn 41 (u)(N — 1).

» Por analogia com o QUIZ anterior, sabemos que
mx 1 (W) (N = 1) > —(N —2).
» Logo,
P ({02 =41 ‘ Ay=N—1,U, = WH(u)) -

e N +1(u)(N-1) e—(N=2) 1

> = .
N (W (N1) | o-mn 1 ((N-1) = o (N-2) } ¢N-2 ]t ¢2(N-2)
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» Supondo que

1. alista u € Sy satisfaz a condicao
—(N —1)<uf(a) <N —1, paratodo a € A,

2. Ay =NeO; =+1.
3. A, =N—-1e 0Oy =+1.

» O que podemos dizer sobre Us = my_1,4+1(U1)?
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» Podemos dizer que

Us(N) =1, poisU;(N)=0e Oy = +1,

Us(N —1) =0, pois Ay = N — 1,

~N+3<Uy(a) < N+1

paratodo a # N,a # N — 1.
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» Supondo que a lista u € Sy satisfaga a condigao
—(N —-1)<u(a) <N -1, paratodoa € A,
encontre um minorante para

P ({A3 —N-2}| U= WN,LH(WN,H(u))) .
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RESP A
» Por definicao,
eU2(N=2) | o—Uz(N-2)

Z [eUz(b) 4 e—Uz(b)] '

be AN

P <{A3 =N-2} U= 7TN71,+1(7TN,+1(U))) =

» Pelo QUIZ anterior, sabemos que
—N+3§U2(a) §N+1,
paratodoa # N,a # N —1,e Us(N) =1, Us(N — 1) = 0.
> Logo,

eU2(N=2) 4 ~U2(N-2)
P ({45 =N =2} | Uz = myo1 (v 1 (w)) =

>
Z [eUz(b) +67U2(b)] =

be AN

2
242+ (el +e 1)+ (N =3)(eNt! + e~ (N+1))’
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» Supondo que a lista u € Sy satisfaga a condigao
—(N —-1)<u(a) <N -1, paratodoa € A,
encontre um minorante para

P ({03 = +1} ‘ A3 =N —-2,U; = 7TN,1’+1(7TN7+1(U))) .
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» A probabilidade do ator N — 2 emitir uma opinido favoravel +1 é
uma funcao crescente de Ua(N — 2) = wn_1 41 (7N +1(u)).

» Por analogia com o QUIZ anterior, sabemos que
TN-1,+1(7n41(u) = =(N = 3).

> Logo,
P ({03 = +1} ‘ Ag =N — 2, U2 = 7TN_17+1(’/TN7+1(U))) >

eU2(N—2) e—(N=3) _ 1

eU2(N=2) | o—U2(N-2) z e~ (N=3) f oN—=3 = ] 4 g2(N-3)’
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» Supondo que

1. alista u € Sy satisfaz a condicao
—(N —1)<uf(a) <N -1, paratodoa € A,

2. Paral <k<n<N,A.=N-k+1e O, =+1.

» O que podemos dizer sobre U,, = w4, +1(Up—1)?
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RESP A

» Por analogia aos QUIZes anteriores, podemos dizer que

U,(N)=n-—1,

Up(N—1)=n—2,

U,(N—n+1)=0,

—(N-1)4+n<U,(a) <(N—-1)+n
paratodoa # N,a# N —1,...,aZN —n+ 1.
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QUIZ

» Generalize as férmulas anteriores e obtenha minorantes para

P(An:anJrl‘Un_l)

P(On:+1‘An:N*n+1aUn—l>7

sabendo que
—(N-1)<ula) <N-1

paratodoa € A, e
Un = 7N-nt1,41(Un—1),

paratodon =1,..., N.
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RESP A

» Pelo QUIZ anterior, sabemos que paratodo a # N,a # N — 1,...,
a#N—-n+1

—(N-=1)4+n<Uy(a) <(N—-1)+n,

eparaa € {N—-n+1,..,N},temosque U,(a) =a— N —n+ 1.

> Logo,
P (A =N-n+1 ‘ U ) _eUnaNontl) o= Una(Nontd)
n — n—1| — Z [eU,L,l(b) + €7U"*1(b)] —

be AN
2

n—1 ’
2+ Z[ek + efk] + (N _ n)(e(N71)+n + ef((N71)+n))
k=0

Antonio Galves



RESP A

» Ja vimos que

1

P((0r=+1} [ 4 = N0y =) = -y,

1

P02 =41} [ 42 =N = LU = vea(0) 2 1oy

1
IP) ({03 = —|—]_} ‘ A3 = N - 2, U2 = 7TN,1’+1(7TN_’+1(’U,))) Z m

> E facil generalizar essas desigualdades e verificar que para todo
n=1,..,N,

P({On:+1}’An:N—n+l,Un_1) L

= 1+ e2(N—n) "
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Resumindo
» Se alista u € Sy satisfaz a condicao

—(N —1) <ufa) <N —1, paratodo a € A, entdo

N
P(Uy = e* DU =) = [T P (40 =N =n+ 1,00 = +1 | Upr) 2
n=1

N 1
1:[1 C’n 1 + 62(N_n) ’
onde

Cn = 2

n—1 :
24+ [e" +e7F]+ (I — n)(eN D4 4 m(N=14m))
k=0

> E esse produto que chamamos de ey .
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Exercicios

1. Dada uma lista u € Sy, definimos
M (u) = argmax{|u(b)| : b € A}. Vamos suporque Uy = u € Sy €

Ay = M(Up), Ay = M(UL), ..., Ay = M(Un—1).

Encontre um exemplo de uma lista u € Sy e de escolhas
01 = 04,...,0n = oy tais que M (U,,) = M(U,,) para algum par
1<m<n<N.

2. Sejam u,v € Ss tais que u(1) = v(1) = 0 e u(2),u(3),v(2),v(3)
sejam positivos. Encontre um inteiro m = m(u,v) > 1 e
(4,0, :n=1,...,m) tais que

v = 7TAm,Om(' .. (WA1,O1 (u)) .. )
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