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Se (Xn)n≥1 é uma sequência de v. a.(s), i.i.d., com E[X] = 0 e

V ar(X) = 1. Seja Xn =

∑n

i=1
Xi

n . Pelas Leis do Grandes Números
temos que

Xn →qc; 0

Xn →P 0

e
Xn →D 0

,isto é, para a distribuição degenerada em 0.
Por outro lado, se padronizamos

√
n.Xn →D N(0, 1).

Exemplo 1.
A)
Se (Xn)n≥1 é uma sequência de v. a.(s), i.i.d., com E[X] = 1 e

V ar(X) = 1. Então ∑n
i=1 Xi√

n
∑n

i=1 X
2
i

→P 1√
2
.

POIS

Pela Lei Fraca dos Grandes Nmeros

∑n

i=1
Xi

n →P 1 e

∑n

i=1
X2

i

n →P 2

. Como
√
x é uma função cont́inua temos

√∑n

i=1
Xi

n →P
√

2
Assim ∑n

i=1 Xi√
n
∑n

i=1 X
2
i

=

∑n

i=1
Xi

n√
n
∑n

i=1
X2

i

n2

→P 1√
2
.

B)
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Qual o limite em distribuição de∑n
i=1 xi − n√∑n

i=1 X
2
i

?

Observe que

∑n
i=1 xi − n√∑n

i=1 X
2
i

=

∑n

i=1
xi−n√
n√∑n

i=1
X2

i√
n

=

(

∑n

i=1
xi−n√
n

)√∑n

i=1
X2

i

n

→D N(0,
1

2
).

A conclusão segue porque
√
n(Xn−1)→D N(0, 1) ,

√∑n

i=1
X2

i

n →P

√
2 e o teorema de Slutsky.

,

Exemplo 2.

Considere a retirada casual de uma bola de uma urna com n + 1
bolas identicas mas numeradas de 0 até n. Seja Xn : o número da bola
retirada. Qual o limite em distribuição de Xn

n ?

Observe que

0 ≤ Xn ≤ n, 0 ≤ Xn

n
≤ 1, P (Xn = k) =

1

n + 1
.

P (Xn ≤ x) = 0, se x < 0, P (Xn ≤ x) = 1, se x > n e se 0 ≤ x ≤ n, P (Xn ≤ x) =
[x] + 1

n + 1
.
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Portanto

lim
n→∞

P (
Xn

n
≤ x) = lim

n→∞

[nx] + 1

n + 1
= x

que é a função de distribuição de uma v.a. X ∼ U(0, 1).
Note que

(n− 1)x + 1

n + 1
≤ [nx] + 1

n + 1
≤ nx + 1

n + 1
.

De outra maneira

ϕXn
n

(t) = E[ei
t
nXn ] =

1

n + 1

n∑
k=0

ei
t
nk =

1

n + 1

(1− eit)

1− ei
t
n

= (1− eit)
1

n + 1

1

e−i
t
n − 1

.

lim
n→∞

1
n+1

e−i
t
n − 1

é indeterminado da forma 0
0 . Pela regra de L’Hospital

lim
n→∞

1

−ite− it
n

=
1

−it
.

Portanto

lim
n→∞

ϕXn
n

(t) =
(1− eit)

−it
= ϕX(t),

limt→0 ϕX(t) = limt→0
(1−eit)
−it é indeterminado, mas

limt→0
ieit

i = 1

que é cont́inua no ponto 0.(Teorema da Continuidade de Paul Levy.)
A função caracterśtica de uma distribuição uniforme no intervalo

(0, 1) é:

ϕX(t) =

∫ 1

0

eitydy =
eity

it
|10 =

eit − 1

it
.

Concluimos, pelo teorema de Helly - Bray, que Xn

n →
D X.
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