Desigualdades de Holdere e Minkowski -
MAT0234 Medida e Integracao
Prof. Jorge Adrian Beloqui



1 Desigualdades de Holder e Minkowski
1.1 Desigualdade de Holder

A desigualdade de Holder afirma que, se p,q € [1,4+00] com % + % =1le

FelP(X,A ), ge L1(X, A, ) avalores em R ou C temos que:
1. fg é integravel, ou seja, fX |fgldn < 0o
2.
| \rslaw< 111, b,

Vejamos isto:

Proposicio 1. Sejam r1,m9 >0, 0 <t <1, entio riry ™" <try 4+ (1 —t)rs.

Ou seja, a média geométrica ponderada é menor ou igual que a média
aritmética ponderada com os mesmos pesos. Este é um resultado importante

independentemente deste tema.

d2

Demonstrag¢ao. A funcao Int é concava, ou seja, 4= Int < 0. Portanto

dt?

tlnry + (1 —¢)Inry < lIn(try + (1 —t)r2)
Tomando a exponencial, segue que:
riry Tt <try 4+ (1 —t)ry

Observe que o logaritmo In e a exponencial sao fungoes crescentes.

O

Proposigao 2 (Desigualdade de Young). Sejam p,q > 1 com %Jr% = 1. Dados

a,b >0, vale que:
a? b9
ab< — 4+ —
D q

Demonstracdo. Na proposicao anterior, tomamos t = £, (1 —t) =1 r; =aP e
¥ P q

ro = b?, substituindo temos:

p q
L il > (aP)VP (691 = ab
p q

O

Teorema 3 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q € [1,+00] com % + % =1le

FelP(X, A p), ge LIX, A u) avalores em R ou C temos que:
1. fg € integrdvel, ou seja, fX |fgldu < oo

2.
/X Foldu < I1£1, llgl,



Demonstragdo. Suponhamos primeiro que ||f[,,[lgll, # 0. Aplicamos a desi-

gualdade de Young ao caso em que a = “{Jﬁﬁ)‘ eb= Iﬁ(ﬁ)‘ e entao:

1f@P  1lg@ _ [f@)] 19()
p 12 T 1elT = AT, Tl

Como f € LP e g € LY, segue que |fg| é integravel.
Por tltimo, integrando ambos os membros temos:

1/|f(x)|”du /Ig )|*du /Ifg\du

p £ T4 lgllg Hfll gl

/Ifgldu

+o> A
a7, llgll,

Ou seja:

—_

Ou ainda:

1£1, llgll, > / \Faldy

No caso em que ||f||p ou ||g||q sao 0, segue que f =0 ou g =0 q.t.p e assim
fg=0q.t.p e a desigualdade se verifica. Se p =1 e g = +00 temos que ||g||, é
o sup essencial e [ [fgldu < [|f|llgll.c d = £1l1 lg]l H

Um corolario da desigualdade de Holder:

Corolario. Se f,g € Lo, entdo fg € integravel e

/ (Faldu < 11711, lgll,

Exercicio Sejap > 1 e considere R™ ou C" dados pelos vetores (ay, . .., ay).
Prove a Desigualdade de Holder para R™ ou C" definindo ||a|[, = {d_] |an|P}?.

‘t}\»—-\_/

Exercicio Sejap > 1 e considere o espaco vetorial [, dado pelas sequéncias
de reais ou complexos {a,}, tais que 3.7 |a, [P < 4o0. Prove a Desigualdade
de Halder para 1, e I, definindo ||an||, = {37 |an|P }7.

1.2 Desigualdade de Minkowski

Esta desigualdade serve para mostrar que | f|, = (f |f|pd,u)1/p é uma norma,
porque verifica a desigualdade triangular.

Teorema 4. Se f,h € L,, comp>1, entio f +h € L, e

I+ R, < £, + 1121,



Demonstrag¢ao. Seja p > 1, obviamente f + h é mensuravel, como
|f + R” < (2sup{[f], [n[})" < 2°(|f1” + [h[?)
temos que f + h € L,. Agora, como p > I:
S+ BP = 1F +RPUE RIS AU 4R RIS AP ()

Afirmamos que |f + h|P™t € L, istopoisp+qg=pg=>p—1= £ e entdo

|f + AP~ = | f + h|P/9. Integrando em L,:

1/q 1/q
(/(|f+h|”/")qdu> =(/ |f+h|”du) — (I + A2V < o0

Usamos aqui que |f + h| € L,. Assim, |f + h|P~! € L,. Também, aplicando a
desigualdade de Holder a |f||f + h|P~!, temos:

1/q 1/q
[ 155+ wr < 171, ( [+ h|<p-1>w) — 71, ( [ir+ hpdu)
= |I£1L, I + h|IE/

Pela decomposi¢io (1) e um argumento andlogo para |h||f + h|P~! temos:

1F +RIE < (LN, + 1AL 1L+ Rl

Se [|f + hll, = 0 a desigualdade verifica-se. Se || f + h||, # 0, entdo podemos
dividir por || f + h||g/q, obtendo:

1f + Rl < £, + lgll,

Concluimos observando que p — ’qi =1.
O

Exercicio Sejap > 1 e considere o espaco vetorial I, dado pelas sequéncias
de reais ou complexos {a,,}, tais que 3.7 |a, [P < 4o0. Prove a Desigualdade
. . . 1
de Minkowski para I, definindo [|a,|l, = {327 |an|? }7.
Exercicio Estes resultados valem para p < 17 Por qué?



