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Aula De Medida Exterior Com Demonstragoes



1 Medida exterior

Com as defini¢oes que temos até agora, aparecem dois problemas:

1. dizemos que a medida de Lebesgue em [0,1] é definida sobre os Borelianos, e
que u([a,b]) = (b— a). Também temos em R?, yufa,b] x [c,d], etc. Como
calcular p sobre um Boreliano dado? Este cédlculo é sempre possivel?

2. Ou também, se definirmos uma medida A sobre uma familia de conjuntos
F, por exemplo uma dlgebra (no necessariamente o-dlgebra), serd possivel
estendé-la para a o-algebra gerada ou para outra? Sempre? Sob quais
condicoes? Esta extensao serd unica?

Por outras palavras: até onde a definicao de A sobre uma familia de conjuntos
”prende” a definicao em outros conjuntos?

Por tltimo, podemos ter uma medida definida numa o algebra, mas queremos
estendé-la para outra o algebra. Por exemplo, se v estiver definida numa o
algebra (por exemplo, os Borelianos) queremos tornar mensurdveis todos os
subconjuntos de um boreliano B com v(B) = 0.

Por esta razao, dada uma funcao de conjunto A a valores reais, definiremos a
medida exterior associada denotada por \*. Ela nao serd necessariamente
uma medida, porque nao precisard ser aditiva (nem portanto o aditiva).

De modo andlogo, para a "medida” A faremos o seguinte: definiremos a \*
sobre p(X), a partir de A\. E depois restringiremos a alguns conjuntos . Esta
A* serd chamada de medida exterior. Mas nao necessariamente serd uma
medida.

Definigao: A\*: p(X) — [0, +oc0] é uma medida exterior se ela verificar:
L. A*(0) = o.

2. Se A C B temos \*(4) < A*(B). (monotonicidade)

3.0 (UF™® 4;) < 37 A*(4;) . (o-sub-aditividade)

Ou seja, ela nao é o-aditiva nem aditiva necessariamente.

Faremos como dizemos acima: Damos inicialmente uma ”medida” A numa
familia F ou &lgebra de conjuntos, e a partir desta definimos a medida
exterior. Como serd este processo?

Antes, uma definigdo para tirar as aspas da palavra "medida”.

Defini¢ao: Uma pré-medida A é uma fungéo A : F :— [0, 400, onde F é
uma &lgebra, que verifica:

L A®) =0

2.5¢ Aj e U™ A; € F entdo M(UT™A4;) = 37 A(4;) se os A; forem
disjuntos 2 a 2.
Observacdo 1: este é o caso da pré-medida de Lebesgue, em R, R?, [0,1];[0, 1] x

[0,1], etc.
Observagao 2: como sempre, a aditividade segue da o-aditividade tomando
A; = 0 desde um j em diante.

Resumindo: O que fazemos para definir uma medida? Definimos pri-
meiramente uma pré-medida numa familia de conjuntos que chamamos
de ”elementares” (por exemplo os intervalos (a,b]). Depois estendemos a



uma medida exterior em todo p(X). A medida exterior de um conjunto
E é dada pelo infimo das pré-medidas sobre os conjuntos elementares que
cobrem E.Dai pegamos os conjuntos mensurdveis para a medida exterior.
Eles constituem uma o-dlgebra. Restringimos a medida exterior a esta
o-algebra e obtemos uma medida. Na qual sabemos calcular a medida de
qualquer conjunto, mediante a férmula do infimo.

Observacao 3: se ficar mais claro, em todas as demonstragdes podemos
pensar na pré-medida de Lebesgue e nos elementares sendo os intervalos
(a,b] ou os retangulos (a,b]x(c,d].

Proposigao 1. Seja F C p(X) e A : F — [0, +00] tal que 0, X € F e A(0)) = 0.
Dado A C X, definimos:

)\*(A) = inf {Z )\(EJ) | Ej cFeAC U?ilEj}
i=1

Entao \* € uma medida exterior.

Demonstragdo. \* estd definida para todo A C X, porque se tomamos F; = X
para todo j € N, entdo A C U2, E;. Obviamente, tomando E; = 0, \*(0) = 0.
Para ver que \*(A) < A\*(B) se A C B, basta observar que se B C U2 EJ; com
Ej € F, entao A C U3, E;.

Para mostrar a subaditividade, seja {A;} C p(X) uma sequéncia de subconjun-
tos de X e tomemos € > 0. Para cada A; existe uma sequéncia {Bf}z"zl CF
tal que A; C UEOZIB]’? e ey )\(B;?) < A*(4;) + 55 pois A*(A;) é um infimo.
Assim, A =Uj2,4; C U;?,ok:lB;? e:

(oo} oo (oo}
* k * € *
N(A) < D AMBY) <Y N (A)) + 55 =D N(A)) +e

Jk=1 j=1 j=1
Como tomamos € > 0 arbitréario, segue o resultado.[] O
Definicao: Por isso, A* chama-se a medida exterior associada a .

Exercicio. seja A = {X, 0} e definimos A(X) = 1. Calcule \*.

Exercicio. seja A = {X, 0, B, B} e definimos A(X) = 2; A(B) =
A(B€) = 1. Calcule A*.

Defini¢ao 1.1 (Carathéodory). Dada uma medida exterior A* em X, um con-
junto A C X se diz A*-mensuravel se:

N(E)=N(ENA) + M\ (ENAS) VEC X

Observemos que, dada a subaditividade de \*, para provar que A é mensuravel
basta ver que A*(E) > A\*(ENA) + A*(E N A°) para todo E C X. Se
A*(E) = 400 isso é imediato. Portanto basta ver que a desigualdade é vélida
para todo E C X com \*(E) < oo.

Exercicio. Mostre que se A*(A4) = 0 entdo A é mensuravel para A*.

Exercicio. Se B C A e A*(A) =0, entdo B é mensuravel para A*.



Exercicio. seja A = {[0
3

2 A([0,1/3]) = A([2/3,

mensuraveis para A*.

1], 0, [0,1/3], [2/3,1]} e definimos A([0,1]) =
1]) = 1. Calcule A* e determine os conjuntos

Teorema 2 (Carathéodory). Se \* é uma medida exterior em X, a familia M
dos conjuntos mensurdveis para \* é uma o-dlgebra e \* restrita a M é uma
medida completa.

Demonstracao. Observamos que como a definicao da mensurabilidade a respeito
de \* é simétrica a respeito de complementares, M é fechada por complemen-
tares. Também, se A, B € M entao AU B € M porque:

N (E) = X (ENA) 4+ X (BN A°)
=A(ENANB)+ X (ENANBY) + X (ENA°NB)+ A (ENA°NB°)

Como AUB = (AN B)U (AN B°) U (AN B) por subaditividade na identidade
acima temos que as trés primeiras parcelas sdio > A\*(E N (A U B)) e portanto:

N(E) > N(EN(AUB)) + A (EN (AU B)°)

Assim M é uma élgebra.
Se A,Be Me AN B =10, segue que

AM(AUB) =X ((AUB)NA)+ X" ((AU B)N A°)
=N(A)+ A (BNA°) =X (A4) + \*(B)
Entao \* é finitamente aditiva em M.

Vejamos agora que é o-aditiva. Seja {A;} sequéncia de conjuntos disjuntos em
Me B, =U]_ | A;, B=U;_ B, = U2, Aj, entao, dado E C X, segue que:

AN(ENB,) =XN(ENB,NA,)+X(ENB,NA)
=\ (ENA,)+ N (ENB,_1)

e por inducgao
AN(ENB,) =Y XN(ENA))
j=1
Como B,, C B = B°C B e \* é mondtona, temos:
MN(E) =M (ENB,)+ \(ENBE) Z (ENA;)+\(ENB°)
Tomando o limite quando n — +o0o0 segue que:

N(E) > i)\*(EmAj) + N(ENB°
> A_* (U (ENAj)) + X (ENB°)
=XN(ENB)+ \(ENB°)
> \*(E)



Logo as desigualdades sao igualdades e se agora tomarmos F = B e substituir-
mos temos:

i (BNA;j)+X(BNB°) = ZA*

Assim \* é g-aditiva em M.
O caso em que A*(A) =0 é um exercicio acima. O

Para estender medidas de uma algebra para uma o-algebra usaremos esse
teorema.
Vejamos agora que se v é uma pré-medida, a medida exterior associada v*
estende v, ou seja ela vale igual que v na algebra onde v esta definida.

Proposicao 3. Seja v uma pré-medida e v* a medida exterior associada.
Entao:

(a) V|, =v

(b) Todo conjunto de A é v*-mensurdvel.

Demonstragao. (a) Seja E € A, queremos ver que v*(FE) = v(E). Seja E

coberto por U2, A; com A; € A. Tomemos B,, = EN (A, \ U;‘;llAj). Dai
que os B, sao disjuntos dois a dois, B,, € A e:

= > u(B) <Y w4y

onde a primeira igualdade deve-se a que v é uma pré-medida. Como isto
ocorre para uma cobertura qualquer, temos v(E) < v*(E). A desigualdade
inversa segue tomando B C U2, A; com A; = Ee A; = = () para todo j > 2.

(b) Dados A € A, E C X ee > 0, pela definicao de infimo, existe uma cobertura
E C U32,Bj, com Z]Oil v(Bj) < v*(E) + €. Pela aditividade de v em A,

V(BN A)+ Y v(B;nA%)
j=1
ENA)+ v (EnNA)

NgE

v (E) +e >

—~~

J

*

Como € é arbitrario, segue que A é v* mensuravel.
O

Por 1ltimo o teorema de extensao que mostra a “quase” unicidade da extensao
a partir de uma &dlgebra com uma pré-medida.

Teorema 4. Seja A C p(X) uma dlgebra, N\g uma pré-medida em A e M a
o-dlgebra gerada por A. Entdo existe uma medida A em M cuja restrigio a A
€ Ao, como na Proposicao anterior. Se v for outra medida em M que estende
Ao, entdo v(E) < MNE) para todo E € M com igualdade se A\(E) < +00. Se Mg
for o-finita, entdo A\ € a unica extensao a uma medida de M.



Demonstragao. A primeira afirmacao segue do teorema de Carathéodory e da
Proposicao 3 porque a o-dlgebra dos conjuntos A*-mensuraveis inclui A e por-
tanto M, a o-dlgebra gerada por A.

Se v for outra extensdo, tomamos £ € M e B C U2, A; com A; € A, entdo

v(E) < ZV Z

Jj=1

Logov(E) < M(E). Se A = U2, Aj, entdo v(A) = lim,, v(U}_,
A(A).

Se A(E) < oo, podemos tomar uma sequéncia {A;} e A = U2 45 A; € A
tal que A(A) < A(E) + ¢, logo, A(A\FE) < ce:

A;) = lim, A(U"

j:lAj> =

ME)<ANA)=v(A)=v(E)+v(A\E) <v(E)+ XA\ E)
<v(E)+e
Como € > 0 ¢é arbitrario, temos que A(E) = v(E).

Por 1ltimo, se X for o-finito, entdo X = U2, A; com \g(4;) < +00. Podemos
supor A; disjuntos dois a dois. Logo, para todo £ € M temos:

:i)\(EmA qunA v(E)



