
EQUAÇÕES DA DINÂMICA DOS FLUIDOS NA FORMA DIFERENCIAL 

Equações da Dinâmica dos Fluidos na Forma Integral 
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𝑑

𝑑𝑡
𝜌 𝑑𝒱 = − 𝜌𝑉 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

𝑑

𝜕𝑡
𝜌𝑉 𝑑𝒱 = − 𝜌𝑉 𝑉 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 − 𝑝𝑛 𝑑𝑆 + �̃� 𝑛𝑑𝑆 + 𝜌𝑓 𝑑𝒱

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝐸 𝑑𝒱 = − 𝜌𝐸�⃗� ∙ 𝑛 𝑑𝑆 − 𝑝𝑛 ∙ 𝑉 𝑑𝑆 + �̃�𝑛 ∙ 𝑉 𝑑𝑆 + 𝜌𝑓 ∙ 𝑉 𝑑𝒱

                               + 𝜌�̇� 𝑑𝒱 + 𝜅∇𝑇 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

 

 

Operador Nabla 

∇=
𝜕

𝜕𝑥
𝚤̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝚥̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘 

Na forma de gradiente de uma grandeza escalar 𝑓: 

∇𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘 

Na forma de divergente de uma grandeza vetorial �⃗�: 

∇ ∙ �⃗� =
𝜕

𝜕𝑥
𝚤̂ +

𝜕

𝜕𝑦
𝚥̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘 ∙ 𝑔 𝚤̂ + 𝑔 𝚥̂ + 𝑔 𝑘 =

𝜕𝑔

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔

𝜕𝑦
+

𝜕𝑔

𝜕𝑧
 

 

Teorema da Divergência 

O Teorema da Divergência relaciona a integral em um volume de controle fechado com a 

integral na sua superfície. Ele se aplica a escalares, vetores e tensores: 

𝑓𝑛 𝑑𝑆 = ∇𝑓 𝑑𝒱 

�⃗� ∙ 𝑛 𝑑𝑆 = ∇ ∙ �⃗� 𝑑𝒱 

ℎ𝑛 𝑑𝑆 = ∇⨂ℎ 𝑑𝒱 

onde ∇⨂ℎ = ℎ∇. 

 

 

 

 

 



1) Conservação da massa (continuidade): 

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 𝑑𝒱 = − 𝜌𝑉 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 

Usando o Teorema da Divergência: 

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 𝑑𝒱 = − ∇ ∙ 𝜌𝑉 𝑑𝒱 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ 𝜌𝑉 𝑑𝒱 = 0 

Para que esse integral seja igual a zero, independentemente da escolha do volume de 

controle, 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ 𝜌𝑉 = 0 

 

 

2) Equação da quantidade de movimento (momentum): 

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑉 𝑑𝒱 = − 𝜌𝑉 𝑉 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 − 𝑝𝑛 𝑑𝑆 + �̃�𝑛 𝑑𝑆 + 𝜌𝑓 𝑑𝒱     ⟹ 

⟹       
𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑉 𝑑𝒱 = − 𝜌𝑉𝑉 𝑛 𝑑𝑆 − 𝑝𝑛 𝑑𝑆 + �̃�𝑛 𝑑𝑆 + 𝜌𝑓 𝑑𝒱 

Usando o Teorema da Divergência: 

𝜕𝜌𝑉

𝜕𝑡
= −∇⨂ 𝜌𝑉𝑉 − ∇𝑝 + ∇⨂�̃� + 𝜌𝑓 

 

3) Equação da energia (1ª Lei da Termodinâmica): 

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝐸 𝑑𝒱 = − 𝜌𝐸�⃗� ∙ 𝑛 𝑑𝑆 − 𝑝𝑛 ∙ 𝑉 𝑑𝑆 + �̃�𝑛 ∙ 𝑉 𝑑𝑆 + 𝜌𝑓 ∙ 𝑉 𝑑𝒱

+ 𝜌�̇� 𝑑𝒱 + 𝜅∇𝑇 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 

Usando o Teorema da Divergência: 

𝜕𝜌𝐸

𝜕𝑡
= −∇ ∙ 𝜌𝐸�⃗� − ∇ ∙ 𝑝𝑉 + ∇ ∙ �̃� 𝑉 + 𝜌𝑓 ∙ 𝑉 + 𝜌�̇� + ∇ ∙ (𝜅∇T) 
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𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = −∇ ∙ 𝜌𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑉 = −∇⨂ 𝜌𝑉𝑉 − ∇𝑝 + ∇⨂�̃� + 𝜌𝑓

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝐸) = −∇ ∙ 𝜌𝐸�⃗� − ∇ ∙ 𝑝𝑉 + ∇ ∙ �̃� 𝑉 + 𝜌𝑓 ∙ 𝑉 + 𝜌�̇� + ∇ ∙ (𝜅∇T)

 

 

Expandindo a equação de momentum: 

𝜕𝜌𝑉

𝜕𝑡
= −∇⨂ 𝜌𝑉𝑉 − ∇𝑝 + ∇⨂�̃� + 𝜌𝑓 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌

𝑢
𝑣
𝑤

= − 𝜌
𝑢
𝑣
𝑤

[𝑢 𝑣 𝑤]
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𝜕

𝜕𝑡

𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤

= −
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𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌𝑣𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝜌𝑤𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝜌𝑢𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝜌𝑤𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝜌𝑢𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌𝑣𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝜌𝑤
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𝜕𝜏

𝜕𝑥
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𝜕𝜏

𝜕𝑦
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𝜕

𝜕𝑡

𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤

= −
𝜕

𝜕𝑥

𝜌𝑢 + 𝑝 − 𝜏
𝜌𝑢𝑣 − 𝜏
𝜌𝑢𝑤 − 𝜏

−
𝜕

𝜕𝑦

𝜌𝑣𝑢 − 𝜏

𝜌𝑣 + 𝑝 − 𝜏
𝜌𝑣𝑤 − 𝜏

−
𝜕

𝜕𝑧

𝜌𝑤𝑢 − 𝜏
𝜌𝑤𝑣 − 𝜏

𝜌𝑤 + 𝑝 − 𝜏
+

𝜌𝑓
𝜌𝑓

𝜌𝑓

 

 

Escoamento Potencial 

Para escoamento irrotacional (sem vorticidade), incompressível, isentrópico e invíscido pode-

se definir um potencial de velocidade 𝜙 tal que ∇𝜙 = 𝑉 e a equação da continuidade 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ 𝜌𝑉 = 0 

é reduzida a 

𝜌∇ ∙ (∇𝜙) = 0 

obtendo a equação potencial, muito utilizada em simulações aerodinâmicas, 

∇ 𝜙 = 0 

  


