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Por: Ulisses Lakatos de Mello E|

Apresentamos aqui o desenvolvimento completo de um exemplo de espaco conexo que nao
é conexo por caminhos, conhecido como seno dos topdlogos, na forma de um exercicio
resolvido. [Neste link encontra-se uma figura de apoio que pode ajudar na compreensao
do argumento.

ExXERcic1o: Mostre que o conjunto E = G(f) nao é conexo por caminhos, onde G(f) é
o grafico da funcao f : (0,+00) — R dada por f(x) = sin(1/z).

Solugao. Podemos escrever E como E = E; U Esy, onde E; é o segmento {0} x [—1,1]
e By = G(f). Vamos mostrar que, se v : [0,1] — E é um caminho continuo tal que
~v(0) = (0,0) € Eq, entdao y(t) € EqVt. Assim, ndo pode existir caminho em E ligando
(0,0) a pontos de E3 e, portanto, E' nao pode ser conexo por caminhos.

Seja

A=y (E) ={te[0,1] : v(t) € E1} .

Como E; é fechado em E (pois é fechado em R?) e «y é continua, A é fechado em [0, 1].
Além disso, 0 € A # .

Vamos ver agora que A é aberto em [0, 1]: tome tp € A. Entao, v(t9) = (0,h), para
algum —1 < h < 1. Agora, pela continuidade de ~, dado € = 1, existe § > 0 tal que:

(1) tefo1 e ft—tol <8 = () — (O,n)]y <1,

onde adotamos em R? a métrica do maximo.

Escrevemos v = (71, 72), onde as fungoes coordenadas «; : [0, 1] — R s@o continuas. Se
D = (ty — d,t9 + 6) N[0, 1], D é conexo, pois é a intersec¢ao de dois intervalos com o ponto
to em comum. Logo, pelo TVI, v (D) C [0, +00) é um intervalo contendo 0.

Suponha que 71 (D) contém algum ponto z > 0. Entdo, para n € IN suficientemente
grande, existem pontos

2 2
__c Tg= —
(1+4n)m (34+4n)m
tais que 0 < x93 < 21 < x e, portanto, x1,x2 € v (D). Logo, existem t1,ty € D tais que
~(t;) = x;. Agora, note que:

. 1 . s
sin (| — :sm(f—l—er):l,
T 2
1 3
sin <> = sin (F + 2n7r) =—1.
xT9 2

Mas, como 7i(t1) = z1 > 0, temos que y(t1) € Ey = G(f) e, portanto, y(t1) =
(z1,sin(1/z1)) = (z1,1). Analogamente, y(t2) = (x2, —1). Porém, neste caso, temos:

e se0<h<1:

Ir =

[y (t2) = (0.1) 5y = (1, —1) — (0.1)]
— max {|21], |-1 - A}
>|-1-h
—1+h>1,
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e se —1<h<O:

[v(t1) = (0,h)[ 5 = [(z1,1) — (0, h)[5,
= max {|z1],|1 — h|}
> 1 h
—1-h>1,

contradizendo . Logo, 71 (D) nao pode conter nenhum ponto z > 0, sendo assim o
intervalo degenerado v (D) = {0}. Segue que:

teD=(to— 8 to+0)N[0,1] = v(t) = (0,7(t)) € Ey .

Ou seja, D C v~ (E;) = A é uma vizinhanca de ty inteiramente contida em A. Assim, g
é ponto interior de A. Como t( era qualquer, A é de fato aberto em [0, 1].

Mas entao obtivemos A C [0, 1] ndo-vazio que é aberto e fechado em [0, 1]. Como [0, 1] é
conexo, isso implica que A = [0, 1]. Segue que V¢ € [0, 1], como t € A, temos (t) € Ej,
como querfamos demonstrar. O



