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Convergéncia em média quadratica.

Os espacos vetoriais LP, p > 1 sdo espacos de varidveis aleatérias
X tais que E[|X]|P] < oo, sem distingdo entre varidveis aleatdris X
e Y que sdo iguais quase certamente, isto é P(X = Y)=1. Sob a
norma || X||, = (E[\X\P])% é um espaco completo em que toda
sequéncia de Cauchy converge.

Pela desigualdade de Jensen, se 1 < p < g, || X|, < |IX]|lq €

L9 C LP. Em nossas notas estudamos o caso particular em que
p=2.



Convergéncia em média quadratica.o

Definicao 1
Seja (Xp)n>1 sequéncia de v.a.(s) tal que E[|X,|?] < oo, n > 1.
Dizemos que a sequéncia converge em média quadratica para uma
varidvel aleatéria X, com E[|X|?] < oo, e denotamos por
X, —™M X, se

lim E[|X, — X|°] = 0.

n—o0



Convergéncia em média quadratica.

A convergéncia em média quadratica tem um papel técnico na
Teoria da Probabilidade, em situacdes quando a informacao sobre
a sequéncia de varidveis consiste das médias E[X,],n > 1 e das
covariancias E[(Xp — px,)(Xm — 11x,,)]- Em tais casos ndo
conseguimos, em geral, trabalhar com a fung¢do caracteristica
E[e™"] ou avaliar quantidades tais como P(X, > ) que s3o
ferramentas para analisar convergéncia em distribuicio e
convergéncia quase certa, respectivamente.



Convergéncia em média quadratica.

Ao contrario, os momentos de segunda ordem s3o suficientes para
determinar se (X,)n>1 converge em média quadratica ou n3o.
Enfim, podemos utilizar o critério de Cauchy para provar a
convergéncia

Teorema 1
Uma sequéncia (X,),>1 sequéncia de v.a.(s) tal que E[|X|?] < o
converge em média quadrdtica para uma varidvel aleatéria X se, e

somente se
lim  E[|X, — Xm[?] = 0.

n,m—o0



Convergéncia em média quadratica.

Prova Observe o desenvolvimento quadrético:
(X — Xin|? = | X — X[* + | Xim — X|? + 2|Xn — X[|Xm — X|.

Pela desigualdade de Schwarz, se X, —™9 X temos

lim  E[[Xo—X||Xn—X|] < I|Too\/E[]X,,—X\Q]E[]Xm—XP]:0.

n,m—o0

Assim, sob tal hipdtese

lim  E[|X,—Xn|?] = , lim E[|Xa=X|?+|Xa—X|?+2| X=X || Xm—X]]
n,m—o0 m—00
Por outro lado, se aceitamos que lim, m—so0 E[|Xn — Xm|?] =0

concluimos também, pelo desenvolvimento quadratico acima, que
: 2
limp—oo E[|Xn — X]?] = 0.



Convergéncia em média quadratica.

Observacdo 1
Procede da Desigualdade de Markov que

y2
_ EX—XP]

- 2

P(|Xn — X| > ¢) -

e concluimos que a convergéncia em média quadratica implica em
convergéncia em probabilida que, por sua vez, implica em
convergéncia em distribuicdo. Como indica o exemplo seguinte a
convergéncia quase certa ndo implica em convergéncia em
probabilidade.



Convergéncia em média quadratica.

Exemplo 1

Seja uma sequéncia (X )a>1 com P(X, =2") = m e
P(X,=0)=1-— TGS +1) para todo n.

Temos que

) ) 9] 1
P(1X, P(X,=2" = ———
)DCIEESES JLERSUI) R

n=1 n=1 n=1

e portanto X, —9° 0.
Contudo

22n
— — 2 — —
I|m E[|X, —0]°] = I|m E[X;] = n||_>rr;o nln T 1) 00

e X, »"m90.



Convergéncia em média quadratica.

Apesar do exemplo acima, existem situacGes em que a implicacdo é
verdadeira:

Teorema 2
Se (Xn)n>1 sequéncia de v.a.(s)e X é uma varidvel aleatdria tal
que X, =9 X e |X,| < Y, com E[Y?] < 00, entdo X, =™ X



Convergéncia em média quadratica.

Prova Se X, =% X, | X, — X|? =9 0. Se |X,| < Y, qg.c.para
todo n > 1 temos também que |X| < Y, qg.c. e entdo

|X, — X|?> <4Y? q.c.

Portanto, pelo teorema a convergéncia dominada temos

lim E[|X, — X|?] = E[ lim |X, — X[*] = 0.
n—oo n—o0



O teorema do limite central.

Consideremos uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes
(Xn)p>1 definidas no mesmo espago de probabilidade (2,3, P) e
seja (Sp)n>1 a sequéncia das somas parciais definidas por

Sn = 27:1 Xi.

O problema do limite central trata da convergéncia em distribuicdo
das somas parciais normalizadas

So—ElSi]

Var(5n) O

No capitulo anterior analisamos uma solug¢do quando as varidveis
aleatdrias na sequéncia (Xn),>1 sdo independentes e identicamente
distribuidas, com média p e variancia o2 finita:

S—np

SoTn D N(0,1).



O teorema do limite central.

Enunciamos o Teorema do limite Central de Lindeberg que da
condi¢des gerais para a validade da convergéncia (para a prova, ver
Barry James).

Teorema de Lindeberg

Seja (Xn)p>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes
com E[X,] = pn e Var(X,) = 02 < o e pelo menos um o2 > 0.
Sejam S, =37, Xi e 52 = Var(S,) = >_7_; 02. Se a condigdo de
Lindeberg, isto &,

n

1
Ve >0, lim = / (x — px)?dFi(x) = 0,
n—o0 5r21 ; {|x—pk|>esn}

¢ satisfeita, entdo

Sn B E[Sn] _>D

Var(Sn) N, 1).



O teorema do limite central.

Observacao
A notacdo f{|x_uk|>€sn} significa que o cdlculo da integral é feito

na regido (—oo, pk — €sp) U (kk + €5p, 00). Se X for discreta com
fung¢do de probabilidade px(x;), entdo

/{X_ e }(x — Mk)2dFk(x) = Z (x; — Mk)zpk(X;).

{it|xi—pk|>esn}



O teorema do limite central.

Por outro lado se X for absolutamente continua com funcdo
densidade de probabilidade f,(x), temos

/ (x — ju)2dFe(x) =
{|x—pk|>esn}

/ukssn(x B Nk)2fk(X)dX N /00 (X B Nk)sz(X)dX.

—00 pk+eSn



O teorema do limite central.

Observe que

{Ix—pk|<esn}

Ji :/ (X—uk)zdFk(x)—i—/ (X—uk)2dFk(x),
{Ix—px|>esn}

de modo que a condicdo de Lindeberg pode ser escrita da seguinte
forma

n

1
Ve >0, lim = / (x — pux)?dFi(x) = 1.
nyoo Sp k; {Ix—pi|<esn)



O teorema do limite central.

A condicdo de Lindeberg significa, basicamente, que as parcelas
Xk Zk—Hk da soma %[S] sao uniformemente pequenas para n
grande Por exemplo, a condicdo de Lindeberg implica

2

) o
lim max —g =0,
n—oo1<k<n Sp

ou seja, para n grande, as varidncias das parcelas sao
uniformemente pequenas em relagdo a varidncia da soma.



O teorema do limite central.

Para ver isto, observe que Para todo k,

%2 (x — 1)+
o — — Mk k
S5 Sn (el vesn)

! (x — 2 dFi(x) <

2
Sn J{|x—pk|<esn}

n

1 1
2> (= 1Y)+ 2 [ 252dF(x) <
{Ix—nj|>esn} S J{|x—p|<esn}

1 - 2 1 > 2.2
- / (x — pj) dFj(x) + 2/ e“sydFy(x).
Sh {Ix—pj|>esn} Sh J—c0

Jj=1



O teorema do limite central.

O dltimo termo n3o depende de k pois a ultima parcela é igual a
2. Portanto temos

n

2

o 1

maxlgkg,,—g <4 - E / (x — uj)QdFj(x)
Sn Sn 121 HIx—njl>esn}

que converge para 2, pela condicio de Lindeberg. Como vale para
todo € > 0, temos o resultado

0.2

lim max1<k<,,—§ =0.
n—o00 - =s;



O teorema do limite central.

Do ponto de vista intuitivo, isso serve para justificar a afirmacao:
a soma de um grande nimero de pequenas quantidades
independentes e de médias zero tem aproximadamente a
distribuicao normal.

Observemos que a condicdo de Lindeberg é formalmente mais forte
que a condi¢do sobre o maximo das variancias. Como

s2 ="7_,(x — pk)?dF(x), a condigdo diz que, quando n é
grande, é pequena a parte da varidncia da soma devida as
"caudas”das X situadas a mais de € desvios-padrao s, das suas
respectivas médias .



O teorema do limite central.

E interessante, porém, que na presenca da condicdo sobre o
maximo, a condi¢cdo de Lindeberg torna-se necessaria para a
validade do teorema do limite central:

Teorema de Feller

Seja (Xn)p>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes
comE[X,] = pn e Var(X,) = 02 < 0o e pelo menos um o2 > 0.
Sejam S, =37  Xi e s2 = Var(S,) = >0, o2

Se )
[im max % =0
n—oo1<k<n Sp
e
S, — E[S,
= ElSd o N(0,1),
\/ Var(Sp)
entao
N IR 2
Ve >0, lim — (x — k) dFi(x) = 0.
n00 Sh i MIx—ul>esn}



O teorema do limite central.

O Lema seguinte serd utilizado nos exemplos e exercicios: Lema 1

Para A > 0,
A_
,,I'_,”;o ,,A+1 Z k

de maneira que >_7_, k* é da ordem de n**1.



O teorema do limite central.

Exemplo

Seja (Xn),>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes
com X, ~ U(—n, n).Verifiquemos a condigdo de Lindeberg:
Observa-se facilmente que E[Xy] = 0 e Var(Xy) = %2 para todo k.
Consideremos a parcela

1 k
/|X>€s deFk(X) - 2k /k X21{\X\>55n}(x)dx

e esta Ultima integral é nula se n < sp,, pois neste caso , o
integrando toma o valor zero em (—k, k). Pelo lema acima temos



O teorema do limite central.

2
s2=3r_1 % étal que

1 k2 11 1
n3 3

W[ =

k=1

. , , 2 2 .
isto é, quando n é grande, & = %1 ~ % e concluimos que

H S,
limy o0 2 = 0.

Portanto,
s
VM > 0,3no| se n>ng— — > M.
n

Basta tomar M = % e temos ¢s, > n.



O teorema do limite central.

O teorema do limite central para sequéncias de variaveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas, analisado no capitulo
anterior, segue como um coroldrio do teorema de Lindeberg

Corolario 1

Seja (Xn),>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com média E[Xi] = p e

Var(X1) = 02 < oo, entdo

Sp—nu

o~ —P N(0,1).



O teorema do limite central.

Prova
Observe que s2 = no?.
Verifiquemos a condicdo de Lindeberg, para todo € > 0

1 < / )
— (x — p)*dF(x) =
no? kz_:l (Ix—p|<ov/me}

1
— / (x — p)?dF1(X) —nosoo
02 J{x—pl<ov/ic)

/ x — p)2dFy(x) = % 1.



O teorema do limite central.

O Teorema de Liapunov, a seguir, é muito Gtil quando as varidveis
aleatdrias X,, possuem momentos finitos de ordem maior que 2. O
teorema afirma que a convergéncia normal vale se as somas dos
mementos centrais absolutos de ordem 2 + ¢§ é assintdticamente

= 246
pequena em relagdo a s;7°.



O teorema do limite central.

Teorema de Liapunov

Seja (Xn),>1 uma sequéncia de variéveis aleatdrias independentes
tais que E[X,,] ln € Var(X ) = 02 < 0o, com pelo menos um
02> 0. Seja s2 = [_;02. Se existir § > 0 tal que

RN 245
Jim_ 2% ; E[[ Xk — px|=* =0,

entao

So— EIS]

Var(S,,) NGO D)



O teorema do limite central.

Exemplo

Seja (Xn),>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes,
Xn ~ U(—n, n).Verifiquemos a condi¢do de Liapunov:

Verifica-se facilmente que E[X)] = 0 e Var(Xy) = %2 para todo k.

f 2 N K2 g
Assim s; = > 1, % é tal que

‘ 9
s3 é da ordem de n2.



O teorema do limite central.
k3

EIXi — e = EXeP] = 5 /|xy3dx_ /|xy3dx_
e n
o1 k3
n"i‘;o,,zxzk_lz;

isto &, >7_, E[|Xk|®] é da ordem de n*.Portanto

lim — Z E[| X3 =

n—00 53

E[| X, ? 2
lim n2 Zk 1 ” k| ]Lg_ 7 lim 71:0
n—00 53 n* ns 16 n—oo p3



