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Prova da completude

ϕ1, ϕ2, ϕ3, ..., ϕn |= ψ =⇒ ϕ1, ϕ2, ϕ3, ..., ϕn ` ψ

1. ϕ1, ϕ2, ..., ϕn |= ψ =⇒ |= ϕ1 → (ϕ2 → ...(ϕn → ψ)...))

2. |= χ =⇒ ` χ
3. ` ϕ1 → (ϕ2 → ...(ϕn → ψ)...)) =⇒ ϕ1, ϕ2, ..., ϕn ` ψ
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Prova da completude - Passo 2

|= χ =⇒` χ
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Prova da completude - Passo 2

|= χ

p1 p2 ... pn ... χ

F F ... F ... T

F F ... T ... T

F T ... F ... T

F T ... T ... T

T F ... F ... T

T F ... T ... T

T T ... F ... T

T T ... T ... T

pi =

{
pi if v(pi ) = T

¬pi if v(pi ) = F
(1)

Para cada linha l , um sequente:

p1, p2, ..., pn ` χ
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Prova da completude - Passo 2

|= χ

p1 p2 ... pn ... χ

F F ... F ... T

F F ... T ... T

F T ... F ... T

F T ... T ... T

T F ... F ... T

T F ... T ... T

T T ... F ... T

T T ... T ... T

¬p1, p2, ...,¬pi ` χ

Renata Wassermann Lógica Aula 10 5 / 14



Prova da completude - Passo 2

Para cada linha l :
p1, p2, ..., pn ` ϕ se v(ϕ) = T

p1, p2, ..., pn ` ¬ϕ se v(ϕ) = F

Prova por indução estrutural.
Base: ϕ = p, p ` p e ¬p ` ¬p
Se ϕ = ¬ψ, temos dois casos:
v(ϕ) = T ⇒ v(ψ) = F ⇒ p1, p2, ..., pn ` ¬ψ ⇒ p1, p2, ..., pn ` ϕ
v(ϕ) = F ⇒ v(ψ) = T ⇒ p1, p2, ..., pn ` ψ
Usando a regra da dupla negação,
p1, p2, ..., pn ` ¬¬ψ ⇒ p1, p2, ..., pn ` ¬ϕ
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Prova da completude - Passo 2

|= χ =⇒` χ

(a) Para cada linha da tabela, um sequente: se pi é T,
pi=pi , senão, ¬pi .

• Se χ é T, p1, p2, ..., pn ` χ
• Senão, p1, p2, ..., pn ` ¬χ

(b) Juntar os sequentes em uma única prova. (Ex.:
` p ∧ q → p)
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Equivalência Lógica

p → q e ¬p ∨ q têm a “mesma” tabela verdade.

Mas e p ∧ q → p e r ∨ ¬r?

Definição

ϕ ≡ ψ sse ϕ |= ψ e ψ |= ϕ.

Exemplos:

• p → q ≡ ¬q → ¬p
• p ∧ q → r ≡ p → (q → r)
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Equivalência Lógica

p → q e ¬p ∨ q têm a “mesma” tabela verdade.

Mas e p ∧ q → p e r ∨ ¬r?

Definição

ϕ ≡ ψ sse ϕ |= ψ e ψ |= ϕ.

Exemplos:

• p → q ≡ ¬q → ¬p
• p ∧ q → r ≡ p → (q → r)

Renata Wassermann Lógica Aula 10 8 / 14



Validade de fórmulas

Ideia: Transformar em formato mais fácil para testar
validade.

Exemplo: p ∧ q → p e r ∨ ¬r
Generalizando: ϕ ∨ p ∨ ¬p ∨ ψ é válida!
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Forma Normal Conjuntiva (FNC/CNF)

Literal: um átomo ou sua negação. L ::= p|¬p

Cláusula: disjunção de literais. D ::= L|L ∨ D

CNF: conjunção de cláusulas. C ::= D|D ∧ C

Exemplos:

• (¬q ∨ p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ q

• (p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ (p ∨ ¬r)

•
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CNF: conjunção de cláusulas. C ::= D|D ∧ C

Exemplos:

• (¬q ∨ p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ q

• (p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ (p ∨ ¬r)

• (¬(p ∨ q) ∨ r) ∧ (q ∨ r)

Renata Wassermann Lógica Aula 10 10 / 14



Forma Normal Conjuntiva (FNC/CNF)
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CNF: conjunção de cláusulas. C ::= D|D ∧ C

Exemplos:

• (¬q ∨ p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ q

• (p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ (p ∨ ¬r)

• (¬(p ∨ q) ∨ r) ∧ (q ∨ r)

Renata Wassermann Lógica Aula 10 10 / 14



Por que CNF?

1. Uma fórmula em CNF é válida sse todas as suas cláusulas são
válidas.

2. Uma cláusula é válida sse ela contém um átomo e sua
negação.

(ϕ é satisfat́ıvel sse ¬ϕ não é válida)
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(ϕ é satisfat́ıvel sse ¬ϕ não é válida)
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Transformar em CNF - Tabela Verdade

p q ¬p ¬q p → ¬q q ∨ ¬p (p → ¬q)→ (q ∨ ¬p)

T T F F F T T
T F F T T F F
F T T F T T T
F F T T T T T

v((p → ¬q)→ (q ∨¬p) = F apenas quando v(p) = T e v(q) = F

(p → ¬q)→ (q ∨ ¬p) ≡ ¬p ∨ q
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Exemplo

(p ∨ ¬q)→ r

p q r ¬q p ∨ ¬q (p ∨ ¬q)→ r

F F F T T F

F F T T T T

F T F F F T

F T T F F T

T F F T T F

T F T T T T

T T F F T F

T T T F T T
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Exemplo

(p ∨ ¬q)→ r

p q r ¬q p ∨ ¬q (p ∨ ¬q)→ r

F F F T T F

F F T T T T

F T F F T F

F T T F F T

T F F T T F

T F T T T T

T T F F T F

T T T F T T
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