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Lista II - F́ısica II - Gabarito

1) Subcŕıtico: Para o caso em que γ2 < 4ω2
0 temos a solução mais geral da

forma

x(t) = e−
γt
2 (Acos(ωt) +Bsen(ωt)) com ω =

√
ω2
0 −

γ2

4
. (1)

Supercŕıtico: O caso em que γ2 > 4ω2
0 tem como solução mais geral

x(t) = e−
γt
2

(
Aeβt +Be−βt

)
com β =

√
γ2

4
− ω2

0. (2)

Cŕıtico: O caso em que γ2 = 4ω2
0 tem como solução mais geral

x(t) = e−
γt
2 (A+Bt) . (3)

Se x(0) = x0 e ẋ(0) = v0 temos que essas constantes são

Subcŕıtico : A = x0 e B = − −2v0 − γx0√
4ω02 − γ2

,

Supercŕıtico : A = −−2v0 − x0
√
γ2 − 4ω0

2 − γx0
2
√
γ2 − 4ω0

2
e B = −2v0 − x0

√
γ2 − 4ω0

2 + γx0

2
√
γ2 − 4ω0

2
,

Cŕıtico : A = x0 e B = 1
2

(2v0 + γx0) .

Com isso podemos fazer os gráficos das diferentes situações, onde as constantes
ω0 e γ foram escolhidas arbitrariamente tomando o cuidado para respeitar as relações
caracteŕısticas em cada um dos casos. Foi tomado também x0 = 1 e v0 = 2.
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Figura 1: Plots dos diferentes casos de oscilações amortecidas

Nos três casos temos que x(t) → 0 para t → ∞, e portanto as soluções são
transientes.

2)

Subcŕıtico: Para o caso em que
1

LC
>

R2

4L2
temos a solução mais geral da forma

Q(t) = e−
R t
2L (Acos(ωt) +Bsen(ωt)) com ω =

√
1

LC
− R2

4L2
,

⇒ I(t) = Q̇(t) = e−
Rt
2L

2L
((2BLω − AR) cos(ωt)− (2ALω +BR) sin(ωt)) .

Supercŕıtico: O caso em que
1

LC
<

R2

4L2
tem como solução mais geral

Q(t) = e−
Rt
2L

(
Aeβt +Be−βt

)
com β =

√
R2

4L2
− 1

LC

⇒ I(t) =
e−

Rt
2L

2L

(
A(2βL−R)eβt −B(2βL+R)e−βt

)
.

(4)

Cŕıtico: O caso em que
1

LC
=

R2

4L2
tem como solução mais geral

Q(t) = e−
Rt
2L (A+Bt)

⇒ I(t) =
e−

Rt
2L

2L
(−AR +B(2L−Rt)).

(5)
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O caso em que L = R2C/4 corresponde ao caso em que temos amortecimento
cŕıtico.

3)
A solução particular se dá a partide de z(t) = Aei(ωt+φ), com xP (t) = Im[z(t)] =

Asen(ωt + φ). Essas constantes vem da equação diferencial que z(t) respeita, e
assumem os valores

A =
F0

m

1

((ω2
0 − ω2)2 + ω2γ2)

e φ = tan−1
(
−ωγ

ω2
0 − ω2

)
, com γ =

µ

m
e ω2

0 =
k

m.

A solução geral é dada por x(t) = xH(t) + xP (t), em que as soluções homogêneas
são

Subcŕıtico: Caso em que µ2 < 4mk:

xH(t) = e−
µt
2m (Bcos(ω′t) + Csen(ω′t)) com ω′ =

√
4mk − µ2

2m
. (6)

Supercŕıtico: Caso em que µ2 > 4mk:

xH(t) = e−
µt
2m

(
Beβt + Ce−βt

)
com β =

√
µ2 − 4mk

2m
. (7)

Cŕıtico: Caso em que µ2 = 4mk:

xH(t) = e−
µt
2m (B + Ct) . (8)

Para as condições iniciais x(0) = xH(0) + xP (0) = x0 e ẋ(0) = ẋH(0) + ẋP (0) = 0
temos que as constantes são

Subcŕıtico : B = 1− A sin(φ) e C = −Aγ sin(φ) + 2Aω cos(φ)− γ√
4ω2

0 − γ2

Supercŕıtico : B = −A
√
γ2 − 4ω0

2 sin(φ) + Aγ sin(φ) + 2Aω cos(φ)−
√
γ2 − 4ω0

2 − γ
2
√
γ2 − 4ω0

2

C = −A
√
γ2 − 4ω0

2 sin(φ)− Aγ sin(φ)− 2Aω cos(φ)−
√
γ2 − 4ω0

2 + γ

2
√
γ2 − 4ω0

2

Cŕıtico : B = 1− A sin(φ) e C = 1
2
(−Aγ sin(φ)− 2Aω cos(φ) + γ).
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4) Supondo que esse sistema é rigido e que a angulação entre os fios é fixa em
60o, vamos considerar θ1 como o angulo entre a vertical e o fio da direita e θ2 como
o angulo entre a vertical e o fio da esquerda, com θ1 + θ2 = 60o.

L = K − U =
Iθ̇21
2

+
Iθ̇21
2

+mg
l

2
(cosθ1 +

cosθ1
2

+

√
3

2
senθ1), (9)

com I o momento de inércia do fio em relação ao eixo entrando no papel e que passa
pelo ponto de fixação dos fios. Definindo o angulo θ ≡ θ1 − 30o, as equação de
movimento é

θ̈ +
mgl
√

3

4I
θ = 0 com ω2 =

mgl
√

3

4I
. (10)

5) A solução particular de de forma aproximada é

xP (t) =
sin
(
tan−1

(
2γ
3ω

)
+ 2tω

)
4γ2ω2 + 9ω4

−
4δω

(
3ω sin

(
tan−1

(
2γ
3ω

)
+ 2tω

)
+ γ cos

(
tan−1

(
2γ
3ω

)
+ 2tω

))
(4γ2ω + 9ω3)2

+

+
δω2

(
(8γ3 + 90γω2) cos

(
tan−1

(
2γ
3ω

)
+ 2tω

)
+ 162ω3 sin

(
tan−1

(
2γ
3ω

)
+ 2tω

))
(4γ2ω + 9ω3)3

+O (δω3) .

6)
Ao realizarmos uma transformação nas coordenadas da forma

Ex = E ′xcosθ − E ′ysenθ e Ey = E ′xsenθ + E ′ycosθ

com

tan(2θ) = 2
cosφAB

A2 −B2
,

obtemos a equação da elipse
E ′2x
A′2

+
E ′2y
B′2

= 1, (11)

com A′ e B′ obtidos a partir de

sen2(φ)

A′2
=

(
cos2θ

A2
+
sen2θ

B2
− cosφsen(2θ)

AB

)
;
sen2(φ)

B′2
=

(
sen2θ

A2
+
cos2θ

B2
+ cosφ

sen(2θ)

AB

)
.
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O caso em que temos φ = π/2 temos também θ = 0, e portanto temos uma elipse
com seus eixos alinhados aos eixos x-y. Se φ = 0 temos a partir da de definição de
Ex e Ey que

Ey = Ex
B

A
, com − A < Ex < A,

e portanto a elipse se colapsa e temos uma reta com inclinação dada por tan(2θ) =

2
AB

A2 −B2
. Se temos frequências diferentes os ciclos de oscilação de Ex e Ey são

diferentes, e portanto não temos mais uma elipse, ainda que em alguns casos forme
uma figura fechada dependendo da relação entre a frequências.

7) A solução é dada por

x(t)− l = Acos(ωt) +Bsen(ωt) +
α

k
t, (12)

com as contantes determinadas a partir das condições iniciais

A = x0 − l e B =
v0
ω
− α

ωk
. (13)

8)

(a) As equações de movimento são dadas por{
mẍ1 = k(x2 − x1)−mω2

0x1
mẍ2 = −k(x2 − x1)−mω2

0x2

(b) As suluções são

x1(t) = Acos(ω0t+ δ1) +Bcos(ωt+ δ2) e x2(t) = Acos(ω0t+ δ1)−Bcos(ωt+ δ2).

com

|A| =

√
q1(0)2 +

q̇1(0)2

ω2
0

e δ1 = tan−1
(
−q̇1(0)

ω0q1(0)

)

|B| =
√
q2(0)2 +

q̇2(0)2

ω2
e δ2 = tan−1

(
−q̇2(0)

ωq2(0)

)
,

(14)

onde

q1(t) =
x1(t) + x2(t)

2
e q2(t) =

x1(t)− x2(t)
2

, (15)
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(c) Para x1(0) = 0, x2(0) = x0, ẋ1(0) = 0 e ẋ2(0) = 0 temos

A =
x0
2

, δ1 = 0 , B = −x0
2

e δ2 = 0

x1(t) = −x0sen
(
ω + ω0

2

)
sen

(
ω − ω0

2

)

x2(t) = x0cos

(
ω + ω0

2

)
cos

(
ω − ω0

2

)
,

(16)

que podemos ver graficamente, no caso em que ω0 é próximo a ω como

Figura 2: Plots de x1(t) e x2(t).

9)
Podemos escrever as equações de movimento como

mẍ1 = k(x2 − x1)
mẍ2 = −k(x2 − x1) + k(x3 − x2)

mẍ3 = −k(x3 − x2)

Os modos normais são soluções do tipo xi = Aicos(ωt+φ), em que ω adquire valores

ω2 = 0 ou ω2 =
k

m
ou ω2 =

3k

m
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Os valores de Ai associados a essas frequências são, a menos de constantes mul-
tiplicativas,

ω2 = 0⇐⇒

A1

A2

A3

 =

1
1
1

 ;ω2 =
k

m
⇐⇒

A1

A2

A3

 =

−1
0
1

 ;ω2 =
3k

m
⇐⇒

A1

A2

A3

 =

 1
−2
1

 .

10)

(a) A equação de movimento desse corpo pode ser escrita como

m ü(xi, t) = k(ui+1 − ui)− k(ui − ui−1)

(b) A equação de movimento é dada por

∂2u(xi, t)

∂t2
=
kh2

m

∂2u(xi, t)

∂x2
=
E

ρ

∂2u(xi, t)

∂x2
,

onde foram utilizadas as relações m = ρSh e k = ES/h.


