Universidade de Sao Paulo

Aulas 13-14— 2020
Programacao Matematica Aplicada a Controle

PTC3420

Resposta do Exercicio 1 Simplificando,

min 100z, + 150z,
%% + %-Tb > 20
13—0% + %iCb > 27
%xa + %xb > 30

Te 20,0 >0

Colocando essas restricoes em forma de grafico temos,

Onde,

e1 — x, = 0,12, = 120, z = 18000
l a l — 20

er =32 N O 2, = 18.5714, 7}, = 64.2857, z = 11500
1—0.’13(1 =+ §£Eb = 27

11,4 1, =30
ey — To = 150,z = 0,2 = 15000

3 u L. — 97
e — {wx + 5% Tq = 42,1 = 43.20, z = 10680

Pontos extremos e direcoes extremas:

/0 185714\ [ 42 (10 (1),
=\ 120)72 7 \6a2s57) @ " \u32)“ Lo )" o)™
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Exemplos do Teorema da Representacao: Note que (gg) é factivel pois

30 60
= =25>20
276
3 60
2304+ — =29>2
030+ 5 =29>27
1 1
=30+ =60 = 36 > 30
=30 + 560

e escrevendo em funcao de ey, ey, e3 temos que

30 0 185714 42 A\
60 | = | 120 64.2854 43.2| | A2 | — A = 0.1538, Ay = 0.2364, \3 = 0.6098.
1 1 1 1 A3

Temos que (}88) também é factivel e uma possivel representacao em funcao dos pontos

extremos e direcao extrema seria:

100 0 150 1 100 5
- _ Ny = 2
(100) A (120) + A1)( 0 ) +“(0) TMTI07 6

1
100 = ¢ x (3x5x10) +u=25+u—u="75

Resposta do Exercicio 2 z; — espago reservado para o produto P; Restrigoes:

To <11

1 < T9 4+ 23 + 3000
o + x3 > 5000

1 + x9 + x3 = 2000

Na forma de programacao linear

maz 1000z, + 8000x5 4+ 5000x3
(

—T1 + T2 S 0

T — 2y — 3 < 3000
sujeito a < xo + x3 > 5000
X1+ o +x3 = 20000
\xl Z 07x2 Z Oux?) Z 0

Resposta do Exercicio 3

max 2z + 5x9
r1 + 225 < 16
s.a.{ 2x1 + 19 < 12
120,29 >0
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Com as varidveis de folga a matriz A, e o vetor b sdo (m = 2, n = 4, maximo de solugoes

bésicas é m!(:ﬂm)! = 432 —6):
1210 16
A= [2 10 1]’ b= {12}
Letra a)
X2
12|B4

201+ 1y =12(x4 = 0)
20/3 > .

w1+ 2wy = 16(23 = 0)

. B3
5
6 16 X1
Letra b)
Letra c)
T1 X2 _ 8
Bi=[1 2 :o{:"‘1 3
2 1 T2 =75
r1 I3
=6
Bo=[1 1]=00"
2 O .TQ — ].0
Ty T4
=16
By = [1 O} =0 {xl nao factivel
2 1 Ta =
o T3
=12
B, = [2 11 =0 {x2 nao factivel
10 T3 ==
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L3 T4
=16
Be=[1 0] =0{"
Letra d) Os pontos extremos sao:

() o= Qree (D)

Letra e) O ponto G) ¢ factivel: Sim, pois

1+2=3<16
24+1=3<12
e ainda

1 0 6 0 8
(1) = (0) #2:(0) #2(e) 1 (3)
MAd+A+M=1YV\N>0

1 1 1 1 17
Moo= - M= N =1-—-—2-="-"
2T 6 8 24
obtemos uma representacao possivel. Outra possibilidade:
)\3 — 0
3
A= —
1720
3 8 1
1= o = -
62t 55 %3 7 A= g
1 3 5 3
M=l—-——-—=1——=-
' 10 20 20 4
Letra f)
8 20
't = 2x -+5x — =387
cx X 3 +5x 3

/

cr = 2xXx64+5x0=12

/

cxr = 2x0+5x8=40 646timo

Letra g)

max 2z + 5xy + 3x3
T+ 229 + 23 < 16
Sujeito a { 2x7 + x9 + 23 < 12
120, 2920, 23>0
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Vamos considerar — min —(2x; + 55 + 3z3) - Tableau 1

r1T X9 X3 T4 Ty b
2 5 3 0 110
1 2 1 1 016
2 1 1 0 112
Tableau 2
T To X3 Ty Ty b
_1% 0 % —13 0 | -40
g 1 % 51 0 8
3 0 5 —5 1] 4
Tableau 3
I To X3 X4 Ty b
-2 0 0 -2 -1]-44
-1 1 0 1 -1 4
3 o 1 -1 2 8
x] =0
Solucio Otima: { 3 =4 , 2*=5x4+3x8=44
x5 =8

Resposta do Exercicio 4 Como

1+ 292 <6

temos que a regiao ¢ ilimitada.
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X2

Letra b) Como

T +x9 < 4
—I‘1—2I2§—12
1'120

temos que a regiao é vazia (nao existe solugao factivel).

X2

X1
Vazio

Letra c¢) Como

2{L‘1+3!L‘2§12
1'1—232§5
r1 20, 1y >0

temos que a regiao ¢ limitada.
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x2
I1—$2:5

2$1 + 31’2 =12

Resposta do Exercicio 5 Az* + (1 — \)y* é factivel para qualquer 0 < A < 1 pois

A+ (1=Ny* >0
A"+ (1 =Ny ) = AAz"+ (1 = NAy" =+ (1 —AN)b=>b

E o valor da funcao objetivo é constante e igual ao valor étimo z* pois
F=dt=dy = D"+ (1= Ny = A"+ (1 =Ny = "+ (1 —N\)2" = 2%

Logo para qualquer 0 < A <1 temos que A\z* + (1 — A\)y* também é 6timo.

Resposta do Exercicio 6 Consider os seguintes casos i) e ii) referentes ao vetor c:
i) Sec; >0Vj=1,2,...,n, entdo z* = 0.

it) Suponha agora que ¢; < 0 para algum j € {1,...,n}. Temos 2 possibilidades ii.a)
e i.b): it.a) Se a;; <0 Vi=1,...,m entao definimos
Toj
=1 X | = X na j-ésima linha, A > Zoj, seque que
Lon

AN =zo1a1 + -+ Aaj + -+ Zopay, <
Tora1 + -+ Toja; + -+ Tonayn = Axo < b
A >0

Como ¢; < 0 temos que

d = C1To1 + -+ A+ - 4 cpwo, — —00, quando A — oo
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it.b) Suponha que a;; > 0 para algum ¢, onde 1 < i < m. Sejay = b— Azy > 0.
Portanto,

b— (a1$01 +aj.1'0j + - +an$0n) =y > 0

In _ min {ﬂ;aij > 0}
arj CLij

{aij>0—>ﬂ—620—>yi—aij620

Seja

Segue que

ai; <0 =y —a;e=>0

b— (azor + -+ a;(zo; +€) + -+ apxy,) =
y—ea; >0— A(xg+eej) < b xzg+ee; >0

d(zo + €ej) = g + ec; < dxg — logo x¢ nao pode ser Gtimo

Resposta do Exercicio 7 Letra a) O desenho nao estd bem feito, temos 3 solugoes
bésicas distintas relativas a interseccao de 2 retas, sendo apenas uma delas solucao basica
factivel (ponto extremo), fazendo z3 = 0, x5 = 0 (2a solugao abaixo). As outras 2 solugoes
bésicas (la solugao e 3a solugao abaixo), fazendo x4 = 0, x5 = 0, e 3 = 0, x4 = 0, ndo
sao factiveis. Essas 3 solugoes basicas sao calculadas abaixo.

—I —|—2$2 = 12, T4 = 0

5L'1—|—.CE2:10, 1'5:0

3%2:22—>$2:%,$1:§,$3:4—

|
|
ol

—$1+ZE2:4, 1‘3:0
r1+ 19 =10, z5=0
Wy =14 > ay=T,2,=3,1,=12—-11=1

—I1+[E2:4, 1'320
—X1 —|—25L‘2 = 12, Ty =0
{23'2:8,1‘1:4,1'5:10—11:—1
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x1

Letra b)

r= M\ (8> + Ay (Z) + A3 (i) + M\ (1()0)
M+X+X+NM=1,)1>0
e com ¢ = (;), segue que
dr =M X0+ Xy X124+ X3 x 24+ N4 x 10
= 12X\ + 24)3 + 104

Portanto, o 6timo é fazendo A3 = 1, e x* = (?7’) (6timo tnico).

Letra ¢) Nesse caso o conjunto de restri¢oes ¢ ilimitado, e as dire¢des extremas e as
representacoes de x sao dadas por:

i (1) = (o) == (0) +26) #0(5) + () # o)
AMF A+ A3 =1; A, Ao, Az, 01,00 >0
Considerando ¢ = (;) segue que:
ddy =5>0{ ou ddy = 1> 0} solugao ilimitada

Se ¢ = (é‘), para que valores de x teremos solucao ilimitada? Resposta: y > —%. O que
acontece se y = —%? Resposta: Solucao limitada, z* = 18, x* = (g) + v(f), v > 0.

Resposta do Exercicio 8

r1 =207 = 2 =3 x 207 =621
207 207

$2:T—>Z:9X?:372,6
207 207
$3:T—>Z:6X?:414
2 2
x4:%7—>z:7><%7:262,25
207 207 207 207
.1'527—)2:7:33121'6:?—)2:8)(—:3312
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Logo a solugao 6tima (tnica) é: 27 =207, f =0,i=2,...,6, e z* = 621 (méximo).

Resposta do Exercicio 9
T+ 29 +2x3 <1
%xl +2._’L'2+373 S 17 Z; Z Oa 1= 17273'

Com as variaveis de folga a matriz A, e o vetor b sao:

ol

12101
O grafico da regiao factivel é:
x3

v2

v5

v3 x1

v4 vl
x2

1) x1 e x5 na base, varidveis nao bésicas x3 = 0,24 = 0,25 = 0.

(19)-0

Resolvendo temos o ponto extremo indicado no grafico como vy:

N [

1 1, 1
21— 3%2 = 73

51 —21‘2 =1

H
<
S
|

NIV
wIirN
O wl—w(N

, L1 =

Wl

ZL’QZ%—>ZE2:

2) x1 e x3 na base, varidveis nao bésicas o = 0,24 = 0,25 = 0:

(1)6)-0

Resolvendo temos o ponto extremo indicado no grafico como v,, que é uma solugao basica
factivel degenerada (z; = 0).

£L‘1+l’3:1

1
51’1—{—7}3:1 , Ug =

%1)1:0—>l’1:0,l’3:1.

— O O
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3) z1 e x4 na base, varidveis nao bésicas o = 0,23 = 0,25 = 0. Soluc¢do bésica nao
factivel.

()= ()anm2m=n

4) x1 e x5 na base, variaveis nao bésicas 5 = 0,23 = 0,24 = 0. Solugao bésica factivel
correspondendo ao ponto extremo vs.

1
I 0\ (z1) (1 _ 1 _
(3 9E)- ) nmanmon

5) x5 e x3 na base, variaveis nao bésicas x; = 0,24 = 0, x5 = 0. Solucao bésica factivel
degenerada, igual ao ponto extremo vs.

11\ (22 (1 o
(2 1) <.T3) = (1) — T —0,333 =1.

6) x5 e x4 na base, varidveis nao bdasicas x; = 0,23 = 0,25 = 0. Solucao bésica factivel
correspondendo ao ponto extremo vy.

Lo (e 1y 1 1
2 O x4 - 1 1'2—2,1‘4—2, U4_

7) x5 e x5 na base, varidveis nao bésicas 1 = 0,23 = 0,24 = 0. Solugao bésica nao
factivel.

10\ () _ (1 L
1)) =) e

8) w3 e x4 na base, varidveis nao basicas x; = 0,29 = 0,25 = 0. Solucao bésica factivel
degenerada, igual ao ponto extremo wvs.

11 r3\ (1 L
(D))o

9) x3 e x5 na base, varidveis nao béasicas x; = 0,29 = 0,24 = 0. Solucao bésica factivel
degenerada, igual ao ponto extremo wvs.

10 T3 o 1 1. .
(1) C)= ()=

10) =4 e x4 na base, varidveis nao bdsicas ;1 = 0,29 = 0,23 = 0. Solugdo bésica
factivel correspondendo ao ponto extremo vs = 0.

10 T4 o 1 1. .
1) ()= ()=
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Temos 5 pontos extremos (solugdes basicas factiveis), estando de acordo com o grafico.

2 0 1 0 0
U1 = % , U2 = 0 y U3 = 0 , Vg = % y Us = 0
0 1 0 0 0

Notamos que c'v; = 1, dvy = 1, dvs = 1, dvy = 1/2, dvs = 0 e portanto temos z* = 1
com infinitas solucoes 6timas dadas por

l’*:)\1U1+)\2U2+)\3U3, >\1+)\2—|—)\3:1, )\2 ZO,Z:LQ,S

Resposta do Exercicio 10 Considere:

I hn
xr = s =
()= ()
em K, isto é,
2 +2i<1
yi+ys <1
Seja
z:Am+ﬂ—AM:A(m)+O—M(%)
T2 Y2
para 0 < X < 1, vamos mostrar que z € K, isto é, 22 + 22 < 1. Realmente,
21 =Ar1 + (1 = Ny
zp = vz + (1 = Ny
0< (2 — i) =] +y} — 2y < 1 — 23
1
— TiY; S By 1= 172
2
Logo,
2= Az 4 (1= Nyn)? = Mg + (1= A% + 201 = Nz
7= (Ara+ (1= Ngn)? = N3 + (1= A)%y3 + 2M(1 = N)zays
2+ 25 = N a 4+ 23) + (1= A2 (yf +95) + 201 = A)(z1y1 + way2) < ..
AT (D= AT 4201 = N)(5 + 3)

2
[+ 28 SAH(L=N)2+22(1 =) =(A+(1-N) =1

Resposta do Exercicio 11

I1+2J}2—|—JI3:7
2I1—[E2+2ZE3:6

O
RN
O
o
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1 2 117
0 -5 0]-8
1 0 1 %
01 0f¢

19 19 L1
1+ T2 =% T =% — X3 -,
{ 5= { K Solugao é dada pela reta: | xy | =
5

X3

Com isso temos os seguintes pontos extremos (temos somente 2 bases):

Basel: (x1, x2) na base L2 T % x3=0
-8
Base2:(x9, x3) na base (_21 ;) N xx?_—& =0
375
Conjunto factivel dado por:
o 0\ [ s
z=AE|+Q-N[E]= g 0<A<1
o )\

o = 1000

Resposta do Exercicio 12

t=20:

Vo = Ufp + Uy + Uz = up = vg — (Ug + uz)

0 <y +up =wvg—uy <300
t=1:V(1)=Q+rpus+ (14 Ri)ur + (1 + Ry)us
V(1) = (L+rp)ve+ (B —rp)uy + (R — 7p)us

= 1080 + (Ry — 7p)us + (Ry — rg)us
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R V()
2(5);0) 1080 + 0.27 + uy + 0.32uy
(8@ 1080 — 0.08 % u; — 0.08us
(:g;i) 1080 — 0.11 * uy — 0.13us
E(u(1)) | 1080 + 1(0.08  u; + 0.11us)

max (8uy + 11uy)/300
0 <wup <600
sujeito a < 0 < uy < 700
0 < up 4+ ug < 800.

Resolvendo temos que a solugao 6tima é: uy = 200, uy = 100, u3 = 700, e o retorno
esperado 6timo é: 10.833%

Resposta do Exercicio 13

min bx; — 8xy — 323
2r1 + 519 — 23 < 1
sujeito a { —3x; — 81y + 223 < 4
—2x1 — 1229+ 323 <9

Colocando na forma de tableau

1 T2 T3 Ty Ty Te | A
5 8 3 0 0 010
2 5 -1 1 0 0]1
3 -8 2 0 1 0]4
2 <12 3 0 0 119
ry X2 T3 T4 Ty Tg a
41 23 8 8
—s U 5 -5 0 0)-3
i, by g b
154 0 g 152 0 1 557
5 5 5 5
T To I3 Tyq T5 Tg a
105 23
-2 0 0 —-20 % 0 [—66
s 1. 0 1 5 0] 3
5 0 1 4 2 0| 14
20 0 0 -2 1] 3

Page 14 of 17 — Programagao Matemédtica Aplicada a Controle (PTC3420)



N[O |

1 0
B'= |4 0
0 1

_3
2
Resposta do Exercicio 14

x%+&):%ﬂ@+4ﬂ%%x0:9
z(3) =0 — minimizando |u(0)| + |u(1)| + |u(2)]

Com isso temos,

1 4 4
=5 + §u(O) + gu(l) + 4u(2) =
%4(%2+%mn+mm>:—%
-%%9+%¥+M%:—%
Assumindo que u(k) = u* (k) —u (k), ¥V k=0,1,2 onde, ut(k) >0, u (k) > 0.
Letra a)
minu®(0) + v (0) +ut (1) +u (1) + ut(2) +u(2)
u*(0)]
e
sa. [ -5 3 —3 1 -1 ()| T 12
ut(2)
[u™(2)

ut (k) >0, v (k) >0, k=0,1,2.

Temos 6 solucoes basicas dentre essas 3 sao solugoes basicas factiveis.
Letra b)

1 1 3 3
1)—5 (O)Z—E%U(O):Zazzz
1 1 1 1
2)—gu(=—pmruv )= 2=

B 1 _ 1 1 L.
3)—u (2):—E—>u (Q)ZE,,Z:E solucdo Gtima

Logo, w*(0) = 0, u*(1) = 0, u*(2) = —f, =* = &.
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1
*(2)=-3=1

1 1
°(3) = gl 435 =0

Resposta do Exercicio 15 Tableau 0

1 T T3 T4 b
1 Uy Ug Us 10
S0 1 f]1
5 5

Ug Us 0 1 Ui

Onde, x; é nao basica e x4 é nao basica, com isso, xs € x3 sao basicas. 3 =1, r9 = uy.

E ainda, — uy =0, us =1, ug = 0.
Tableau 0

Ty Tz Tz 4 b
1 0 0 wus 10
3 T
s 0 1 ¢ 1
ug 10 1 |u— 2
10 = 21 + oy = 329 — X9 = ?
Colocando x4 na base tirar x,.
Ty To X3 T4 b
1—uug —ug 0 0 |10— uy
3w T 71
575 5 1 0 jl-5=3
Com isso,
—Uz = -3 — Uz = 3
1 —wugus =1—uy3=-5
—6
— Uy = _—3 =2
O tableau original é:
Ty Ty T3 T4 | b
5 -3 0 010
T T T
5 5 1 03
2 1 0 1 13—0
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Problema original:

max 5xq1 + 35

1 1

501~ 5T2 < 3
10

s.a. § 2z +x2 < 3,

(7120, x3 = 0.

L _1 1 9 1 -1 -1 1 1
= |5 5 = |3 = 5 -1 _ 5
A 2 1 T {%}’B [0 1]’3 [0 1]
x2
10/3
5/3 x1
-5/3
BOA SORTE :D
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