MATO0315 - Introducao a Analise - 2020

Lista de Exercicios 2: Numeros Reais, Supremo e Infimo Respostas de alguns exercicios

1. Prove que em um corpo ordenado K valem as seguintes propriedades:

(a) Se a > 1 entdo a? > a.
(b) Se 0 < a < 1 entdo a® < a.

(c) Se 0 < a < bentdo a < Vab < 4 < b. (A média geométrica é menor do que a média
aritmética.)
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2. Resolva — +
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> 0, identificando os axiomas e propriedades utilizados em cada passagem.

3. Prove que cada niimero a seguir € irracional:

a) V2+1/3 b) V3+ V5 ) V2+V3+V5h

Solugoes:

a) V2+3
r=V2+V3=a?=2+2/6+3= 6=
Se z € QQ entao ng“r’ € Q. Contudo v/6 ¢ Q. Portanto = ¢ Q.

e V6 ¢ Q. De fato, se V6 = = € Q, com n e m primos entre si, entao 6 - m? = n?. Dali,
2 2

temos que n” é par e n~ é miltiplo de 3, o que implica que n é par e miltiplo de 3. Logo

2

2-3-m? = 22.32. k2, donde segue que m? = 6k%. Analogamente, temos que m? é miiltiplo

de 2 e de 3, logo m é multiplo de 2 e de 3. Contradigao.
b) V3++5
r=V3+V5=a2=3+2/15+5= 15 = 258
22

Se z € Q entao *5= € Q.

e 15 ¢ Q. De fato, se /15 = IT; € Q, entdo 15.¢> = 3-5-¢%> = p?. Usando o Teorema
Fundamental da Aritmética, q e p se escrevem de forma tnica como produto de ntimeros

primos. Na decomposicido em fatores primos, p? e ¢ s6 terdo fatores primos com poténcia
par. Mas 3 -5 - ¢? terd na sua decomposicdo o primo 3 com poténcia impar (e também 5
com poténcia impar). Contradigao. Portanto x ¢ Q

¢) V2+V3++5
t=vV2+V3+Vh=22—-V5=(24+V3) = 2> —-22V/5+5=2+2/6+3=
= 22 = 2(vV6 + 2v5) = 2* = 4(6 + 22/30 + 522 = /30 = % (note que = # 0).
Supondo que z € QQ entao % € Q. Mas /30 ¢ Q, absurdo.

e /30 ¢ Q. De fato, se /30 = 753 € Q com p e ¢ primos entre si. Entdo 30-¢> = 2-3-5-¢% = p?.
Usando o Teorema Fundamental da Aritmética, ¢ e p se escrevem de forma tinica como
produto de nimeros primos. Na decomposicdo em fatores primos, p? e g2 s6 terdo fatores
primos com poténcia par. Mas 2 -3 - 5¢® terd na sua decomposicio os nimeros primos 2,
3 e 5 com poténcia impar. Contradigao. Portanto = ¢ Q.



. Decida de cada afirmacao dada é verdadeira ou falsa. Se for verdadeira, prove. Se for falsa, exiba
um contra-exemplo.

A soma de um ntumero racional nao nulo com um numero irracional é um numero irracional.

(a)
(b)
(c)

)

(d) O produto de dois nimeros irracionais é irracional.

O produto de um ntimero racional nao nulo por um nimero irracional ¢ um ntdmero irracional.

A soma de dois ntimeros irracionais é irracional.

. Seja A C R um subconjunto nao vazio e limitado superiormente. Prove que sup A é tnico.
. Seja B C R um subconjunto nao vazio e limitado inferiormente. Prove que inf B é tnico.

. Seja A C R limitado e suponha que m é o maximo de A, isto é, m € A e a < m,Va € A. Prove que
A tem supremo e que sup A = m. Enuncie e demonstre o resultado analogo para infimo.

. Dizemos que um subconjunto D de um corpo ordenado é limitado se for limitado superiormente e
inferiormente, isto é, se existirem d; e dy tais que di < z < dy para todo x € D. Prove que D é
limitado se e somente se existe d tal que |x| < d para todo x € D.

. Verifique se cada subconjunto de R dado é limitado superiormente ou inferiormente e encontre,
quando existir, o supremo, o infimo. Quais conjuntos tém méaximo ou minimo? Justifique todas as

respostas.
a){(_i)n:nGN} b){njle_l)n:neN} c){;n:nEN}
Q) [a,b{={z€R 1a<z<b) ¢)la,o0[ = {z €R 2> a} f){jfn:neN}
g){xeR;x2¢1,x2”C_1<2} h){xER:x;&O,;<x}

i){:L‘ER:a:;él,xilgéerl} 2+ —1:2cR} l){i lkzneN}

Solugoes:

a) Para todo n € N, temos que —1 < (_7?"

< 1. Entao o conjunto dado (A) é limitado inferi-
ormente e superiormente. Logo A tem infimo e supremo. Sen =2k é paroun =25 —1 ¢
impar, com k,j € N, entao

I B R
~2j—1 22

Como 1/2 € A (n = 2), podemos concluir que 1/2 é méximo. Portanto, é supremo de A (ver

exercicio 7). Como —1 € A (n =1), —1 é minimo, portanto, é infimo de A (ver exercicio 7).
b) Temos que n+(;1)n =1+ (_i)n' Como —1 < ‘(_%yl <1, paratodon € N, temos 0 < Lr(;l)i <

2. Ou seja, B é limitado superiormente e inferiormente. Logo o conjunto tem supremo e infimo.

Sen=2k—1oun=2j, comk,j €N, temos que

0<1

— 1<1
= 2]€_1<<+

<
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Logo, se x € B temos que 0 < x < % Como 0 € B e % € B, entao 0 é minimo e infimo de B
e 3 ¢ maximo e supremo de B (exercicio 7).

Sejam a,b € Re I = [a,b[={z € R:a <z < b} intervalo de R. Vamos provar que a = inf I e
b = sup I. Pela prépria definicao do I, a é limitante inferior de I e b é limitante superior de 1.
Se b/ < b, entao b < # < b, logo # € I. Portanto b’ nao é limitante superior de I. Ou
seja, o menor limitante superior de I é b.

Como a € I entdao a =inf ] = min .

2 . ~
Temos que 55 <2 & 55 -2<0« % < 0. Estudando os sinal das funcoes do
numerador e do denominador:

pr)= 20> +r+2=02=

1+ V17 1—V17
Toux _—

4
gz)=2*-1=0sz=1ouz=—1
Portanto,
- T~ ++++++++ | ++++ ===
I ; e '
4 4
++++ T T T T T T | ++ ++ | ++++++++
_-1 1—L/ﬁ i 1+L/ﬁ
4 4
T , P+
-1 1-V17 1 1+V/17
4 4
Conclusao

117 1+V17
1 , 1[U 1 , 00].

—
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E:{xeR:ﬁ#l,:i1§2}ﬂw;4w[

Portanto, F nao é limitado superiormente nem inferiormente, logo nao tem infimo nem
supremo.

Analisando a inequagao:

1 1—422+3x+1 —422 4+ 3z +2
Cdrdle — —(r41)<0e T EOTHL TR AITEE
r—1 r—1 4r + 1 4o + 1

pla) — ———— = T e R

1 1 4+ ++ +4++++
X

i$+++++ Syl _ N,



Portanto,

3—v4l 1[U[3 +v41
8 8

1
F:{xER:x#l,lgllx—{—l}:[ ool
x_

3—v41

Conclusao, F' tem minimo, e portanto, infimo, que é === e nao tem supremo pois nao ¢é
limitado superiormente.

j) Seja f(x) = #24x—1, cujo dominio é R. Queremos estudar o conjunto imagem de f. Derivando
f'(x) = 2x + 1 e entdo se x > _71 a funcao f é crescente e se x < _71 a funcao é decrescente.

Portanto, x = _71 é ponto de minimo de f. Podemos concluir que f(x) > f(—%) = —g, para

5

—3,00[. Entao

todo = € R. Além disso, lirJlrrl f(z) = +o00. Como f é continua, temos C = |
T—>+00

infC = minC = —% e C' nao tem supremo, pois nao é limitado superiormente. (Se existisse
m tal que m > z? 4+ x — 1 para todo z € R, fazendo = = n € N, terfamos m > n? +n —1 > n,
para todo n. Mas é absurdo, pois N nao é limitado superiormente.)

1

10. Considere o subconjunto D =4 — — — :m,n € N} de R . Prove que —1 e 1 sao, respectivamente,

11.

m n
o infimo e o supremo de D e que eles nao pertencem a D.

Solucao: Se n,m € N entao

1
-1<—-1<

1
— <1.
m m

<1-

S|
SERS

Logo D é limitado inferiormente e superiormente por, respectivamente, —1 e 1.

Vamos provar que 1 é supremo de D. Seja b = 1 —¢ < 1, como € > 0. Pela Propriedade
Arquimediana, existe ng € N tal que n% < e. Logo, 1 — nio > b. Assim, b nao é limitante superior.
Portanto, 1 é o menor limitante superior de D.

Vamos provar que —1 é infimo de D. Seja ¢ = —1 +¢ < 1, com € > 0. Pela Propriedade

Arquimediana, existe mg € N tal que m%) < e. Logo, mio — 1 < ¢. Assim, ¢ ndo é limitante inferior.

Portanto, —1 é o maior limitante inferior de D.

Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios e limitados de R . Prove que se A C B, entao

inf B<infA <supA <supB

Solucao: Para qualquer conjunto vale que inf A < sup A, pois inf A < z < sup A, para todo = € A.
Como A C B, se z € A entao x € B. Portanto,

r<supB, Vxe B=x<supB, Vz € A.

Logo, sup B é um limitante superior de A. Como sup A é o menor limitante superior, tem-se
sup A < sup B.

Analogamente,
infB<z,Vte B=infB<z VeA.

Logo, inf B é um limitante inferior de A. Portanto, inf B < inf A.



12. sejamA:{":neN}eB:{"leneN}.

(a)
(b)
()

n+1
Prove que qualquer elemento de A é menor do que qualquer elemento de B.
Calcule sup A e inf B.
Encontre a € A e b € B tais que |a — b] < 1073,

Solugao:

(a)

n
Todo elemento de A é da forma 1 e, portanto, € menor do que 1. Todo elemento de B é

da forma n
beB.

Vamos provar que sup A = 1:

e, portanto, é maior do que 1. Logo, a < 1 < b, quaisquer que sejam a € A e

E claro que 1 é um majorante (limitante superior) de A. Precisamos provar que 1 é o menor
majorante de A. Seja ¢ um nimero real tal que 0 < ¢ < 1. Vamos provar que ¢ nao pode ser
majorante de A. (Precisamos encontrar um niimero natural m tal que a = %5 > c.)

Como 1 — ¢ > 0, existe, pela Propriedade Arquimediana, um natural m tal que m(1 —¢) > c.
Entao

m—cm>c <= m>cm+1) < >c

m-+1
Assim, encontramos a = 7 € A tal que ¢ < a, 0 que mostra que ¢ nao ¢ majorante de A.

A demonstracao de que inf B = 1 é andloga.

(Faga uma figura que ajude a interpretar geometricamente esta situagao.)

1.001 999
i A B i iguais a 1.000: b = ——— =
Vamos experimentar a € A e b € B com denominadores iguais a 1.000: b 1000 ea=, 000
Temos: 5
—bl=b—a=-——->10"3
la =0 “= 1000
10.001 9.999
Vi ta t d inad lhend b= =— T :
amos entao aumentar os denominadores, escolhendo agora 10.000 € ¢ = 10000 Temos

2 1 1

la—bl=b—a= = <
10.000  5.000 ~ 1.000

13. Sejam A e B dois subcojuntos nao vazios de R tais que a < b para todo a € A e todo b € B. Prove:

(a)
(b)

sup A < inf B.

sup A = inf B se e somente se para qualquer ¢ > 0 existem a € Ae b € B tais que b —a < ¢.

Solucao:

Se a < b para todo a € A e todo b € B, entao cada b € B é limitante superior de A. Logo,
sup A < b, para todo b € B. Entao, sup A < inf B.

Dado € > 0, suponha que existam a € Aeb € B taisque b—a < ¢. Entdoinf B—sup A <b—a < ¢.

Ou seja, inf B — sup A < ¢, para todo € > 0. Portanto, inf B = sup A.

Por outro lado, se inf B = sup 4, dado € > 0, existe b € B tal que inf B +¢/2 > b e existe a € A
tal que sup A — £/2 < a. Entao

b—a<infB+e/2—supA+e/2=c.



14.

15.

16.

Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios de R. Defina o conjunto
A+B={a+b:ac A, be B}

Mostre que sup(A + B) = sup A + sup B e que inf(A + B) = inf A + inf B, caso existam.

Solugao: Primeiramente temos facilmente que, como inf A < a < sup A e inf B < b < sup B, para
todos a € A e b € B, entao inf A + inf B < inf(A + B) e sup(A + B) < sup A + sup B.

Resta provar a igualdade. Dado um ¢ > 0 qualquer, existem 2’ € A ey’ € B tais que 2’ > sup A—e/2
ey >supB—g/2.

Entao, 2’ + ¢ > (sup A + sup B) — . Portanto, sup A + sup B é o menor limitante superior de
A + B, ou seja, sup A + sup B = sup(4 + B).

Analogamente se prova para o infimo.

Seja A C R limitado. Para k € R fixado, defina kA = {kz : © € A}.

(a) Prove que se k > 0 entao sup(kA) =k -sup A e inf(kA) = k - inf A.
(b) Prove que se k < 0 entao sup(kA) =k -inf A e inf(kA) =k - sup A.

Note que, como consequéncia de (b), valem as igualdades

sup(—A) = —inf A e inf(—A) = —sup A

Solugao:

(a) Como supA > a < k.sup A > k.a, para todo a € A, entao k -sup A > sup(kA). Mas se
sup A > w (k > 0), pela definigao de supremo, existe b € A tal que b > %, dai,
kb > sup(kA) o que é absurdo. Portanto, k - sup A = sup(kA).

O caso do infimo fica como exercicio, pois é anédlogo.

(b) Adapte o item (a).

Uma propriedade importante de R é que entre quaisquer dois niimeros reais distintos existem um
nimero irracional e um nimero racional. Vamos prova-la. Para isso, comecamos com a frase “Sejam

a e b numeros reais distintos.”

(a) Mostre que podemos supor que a e b sao positivos e que a < b.

(b) Para mostrar que existe um racional entre a e b, mostre primeiro que existe m € N tal que
% < b — a. Em seguida, mostre que existe n € N tal que a < ;> <b.

(¢) Para mostrar que existe um irracional entre a e b use a ideia de (a) e mostre que existem m e
n\/i

n tals que == esta entre a e b.



