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1) Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d
com distribuição uniforme no intervalo (0, 1). Defina Zn =
max{X1, ..., Xn} e Vn = n(1− Zn). Prove que:

a) Zn →P 1.

b) Vn →D W onde W tem distribuição exponencial padrão.

Solução

a)
Provemos que Zn →P 1

P (|Zn − 1| ≤ ε) = P (|max{X1, ..., Xn} − 1| ≤ ε) =

P (1−max{X1, ..., Xn} ≤ ε) = P (max{X1, ..., Xn} ≥ 1− ε) =

1− P (X1 ≤ 1− ε,X2 ≤ 1− ε, ...,Xn ≤ 1− ε) =

1−Πn
i=1P (Xi ≤ 1− ε) = 1− (P (X1 ≤ 1− ε))n = 1− (1− ε)n.

Portanto
lim
n→∞

P (|Zn − 1| ≤ ε) =

lim
n→∞

1− (1− ε)n = 1.

b)
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Calculemos a função de distribuição de Vn

P (Vn ≤ v) = P (Vn = n(1− Zn) ≤ v) = P (1− Zn ≤
v

n
) =

P (Zn ≥ 1− v

n
) = 1− P (Zn ≤ 1− v

n
) =

1− P (X1 ≤ 1− v

n
,X2 ≤ 1− v

n
, ...,Xn ≤ 1− v

n
) =

1−Πn
i=1P (Xi ≤ 1− v

n
) = 1−(P (X1 ≤ 1− v

n
))n = 1−(1− v

n
)n.

Portanto

lim
n→∞

P (Vn ≤ v) =

lim
n→∞

1− (1− v

n
)n = 1− e−v.

2) Sejam (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
i.i.d. com E[X1] = µX e V ar(X1) = σ2

X e (Yn)n≥1 uma
sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com E[Y1] = µY e
V ar(Y1) = σ2

Y . Suponha que os Xj e os Yk sejam independentes
e que µX 6= 0. Qual o limite em distribuição de

Zn =
√
n(
Y n

Xn

− µY
µX

).

Obs: Zn =
√
n(µXY n−µYXn

µXXn
).

Solução
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Observe que µXY n − µYXn tem média igual a

E[µXY n − µYXn] = E[µXY n]− E[µYXn] =

µXE[Y n]− µY E[Xn] = µXµY − µY µX = 0

e que pelas hipóteses de independência entre as variáveis e entre
as sequências de variáveis temos

V ar(µXY n − µYXn) = V ar(µXY n) + V ar(µYXn) =

µ2
XV ar(Y n) + µ2

Y V ar(Xn) =

µ2
X

σ2
Y

n
+ µ2

Y

σ2
X

n
.

Contudo podemos escrever

µXY n − µYXn =
1

n
Σni=1(µXYi + µYXi)

E sob a associação de independência entre as variáveis e entre as
sequências de variáveis, aplicando o Teorema do Limite Central
(TLC) concluimos que

√
n

1
nΣni=1(µXYi + µYXi − 0)√

µ2
Xσ

2
Y + µ2

Y σ
2
X

→D N(0, 1).

Em adição, pela Lei Fraca dos Grandes Números temos que
Xn →P µX e µX .Xn →P µ2

X .
Pelo Teorema de Slutsky temos

Zn =
√
n(
Y n

Xn

− µY
µX

)→D 1

µ2
X

N(0, µ2
Xσ

2
Y + µ2

Y σ
2
X).
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3) Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d.
tais que E[X1] = 0. Ache o limn→∞ ϕYn

(t), onde Yn = cos(Xn).

Solução

Queremos encontrar o limn→∞ ϕYn(t) onde Yn = cos(Xn).
Pela Lei Fraca dos Grandes Números temos Xn →P 0 e

como cos(.) é uma função cont́inua Yn = cos(Xn)→P cos(0) =
1.

Contudo convergência em probabilidade implica convergência
em distribuição e portanto Yn →D 1. Como ϕ(t) = eit é uma
função cont́inua e limitada, Pelo teorema de Helly-Bray temos
ϕYn

(t) = E[eitYn ]→ eit quando n→∞.

4


