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Funcoes caracteristicas

Observacao Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo
normal padrdo e ¢ uma constante real a fung¢do caracteristica de

242 ., L.
cY é pey(t) = e 2 . Seja X uma varidvel aleatdria,
independente de Y, com fungdo caracteristica px(t).
A func3o caracteristicade Z =X 4+ cY é

pz(t) = px(t).e” 2.
Como ¢z(t) é integrdvel, aplicamos o teorema acima e obtemos

C2 t2

f2(x) 1 / e px(t)e 2 dt.

:Z .
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Se integramos a expressdo acima sobre o intervalo (a, b] e
aplicamos o teorema de Fubine temos

1 00 b . 242
Pa< X+cY <b)= / (/ e~ ) px (t)e~ 5 dt =

21 J_
t =1

a
1 o0 e—ib —e jat 52t2
— _ tle” 2 dt.
= / (= exne

Fazendo ¢ convergir para 0 e a convergir para —o0 na expressao
acima, obtemos a funcdo de distribuicdo de X que, pela expressdo
a direita, depende exclusivamente da func3o caracteristica de X. O
resultado é enunciado abaixo.
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Teorema 1 Teorema da Unicidade
Se duas varidveis aleatdrias tem mesma fungdo caracteristica,
entdo tem mesma fungdo de distribui¢3o.

Exemplo 1

Seja X uma varidvel aleatdria com distribuicdo binomial de
pardmetros n e p,0 < p < 1 e seja Y uma variavel aleatdria,
independente de X, com distribuicio binomial de pardmetros m e
p,0 < p < 1. As fungles caracteristicas de X e Y sdo

ox(t) = (qg+pe™)" e oy(t)=(q+ pe™)"

respectivamente, onde g =1 — p.
Portanto x4 y(t) = (g + pe')"™™ e concluimos que X + Y tem
distribuicao binomial de pardmetros n4+ me p,0 < p < 1.
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Exemplo 2 Se X é uma varidvel aleatéria com fungdo
caracteristica px(t) = cos?(t), qual sua funcdo de probabilidade?
Observe que a funcdo caracteristica é real , isto é
ex(t) = E[cosXt].
Podemos, tambem,escrever que
1 2t 1 1

ox(t) = cos?(t) = % 5 + 2c0521.“
Se definimos X = 0 com probabilidade P(X =0) = 1 e X =2
com probabilidade P(X = 2) = 3 obtemos, pelo teorema da
unicidade, o resultado.
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No que segue enunciaremos os teoremas que relacionam a
convergéncia em distribuicdo com a convergéncia das respectivas
funcdes caracteristicas.

Teorema 2 Teorema de Helly-Bray

Sejam (Xp)n>1 € X varidveis aleatdrias. Sejam (F,),>1 e F as suas
respectivas funcdes de distribuicdes tais que F, —C F. Entdo, para
toda fungdo g continua e limitada temos

[e.9] o0

(x)dFa(x) —nsoe / g(x)dF(x) = E[g(X)].

— 00

Ele(x)] = |

—00
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Observacao 2
Em particular, podemos aplicar o teorema acima para as fungdes
cos(t) e sen(t) que sdo continuas e limitadas, obtendo

ox (t) = E[e] = / e (x) = / ™ (cos(x)+isen(tx))dFy(x) —

—00 — 00

/oo cos(tx)dF,(x) + /OO isen(tx)dFp(x) = n—oo

—00 —00

/OO cos(tx)dF(x)—H/oo sen(tx)dF(x) = /oo e™dF (x) = px(t).

—00 —0o0 —00
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Exemplo 3 Se f : (0,1) — R é uma fungdo continua e limitada ,
entdo podemos representar f(t) por

_nimef < > (1—t)"

Claramente , a representacdo é resultado do teorema de Helly-Bray,
quando consideramos varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicdo de Bernoulli de
parametro t.
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Teorema 3 Teorema da continuidade de Paul-Levy

Seja (Fx,)n>1 uma sequéncia de fun¢des de distribui¢cGes e
(¢x,)n>1 a sequéncia de suas respectivas fungbes caracteristicas.
Se px,(t) converge pontualmente para ¢(t) e ¢ é continua no
ponto 0, entdo:

a) Existe uma varidvel aleatéria X, com fun¢3o de distribuicdo Fx
tal que F, =P F e

b) ¢ é fun¢do caracteristica de X.
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Prova Pela féormula da inversdo temos

1 > —itx
B =5 [ e ex (0

Seja
1 [ _.
() = 5 / e (o)
Portanto
1 b 00 .
P(a< X, <b) = 2/ (/ e "™ px (t)dt)dx =
m a o0

1 [e%s) b )
Y / e dx)ox, (£)dt,
27T — 00 a

e, pelo teorema da convergéncia dominada temos
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: H 1 > b —itx
n“j;o P(a < X, < b) = nIer;O > oo(/a e "dx)px, (t)dt =
1 [e's) b )
> _OO(/a e "dx)px(t)dt =
1 b poo . b
(/ / e~ ) ox ()t = / f(x)dx = P(a < X < b).
27T a —00 a

Assim

P(X,<b)= lim Pla<X,<b)= lim Pla<X<b)=P(X<b).

a——0o0 a——0o0
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Exemplo 4 Seja (X,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias
com X, ~ B(n,p) e tal que lim,_oc np = A.
A func3o caracteristica de X, é

it\n A A it\n A i n
ox () = (L= p+pe) = (1- 4 )" = (1- (e ~ 1))
n n n
e .
|i_>m (pxn(t) = e)\(e’ffl) — SOX(t)

que é continua no ponto 0 e é a funcdo caracteristica de uma
varidvel aleatéria com distribuicido de Poisson.
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Exemplo 5 Seja (X,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias
x - _n
com X, ~ N(0, n) com fungdo caracteristica px, (t) =e™ 2 .

Assim
lim ox (t)=1 se t=0 e 0 se t#0

n—oo

que n3o é continua em t = 0 e portanto n3o é funcdo
caracteristica.

Observe que

P(Xn < x) = P(== é\%zP(ZS\%HHw

Sl

que n3o é funcio de distribuic3o.
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Observacédo 3 Se z é um niimero complexo tal que |z — 1| < 1,
podemos definir, através da série de Taylor
(z-1)* (z—-1p

hz=(z—-1)— 5 + 7

Portanto se se |z — 1| < 1 temos as propriedades usuais: z = e/"?,
In1 =0. Se X é uma varidvel aleatdria, a sua funcdo
caracteristica px(t) é continua, px(0) =1 e assim Inpx(t) é bem
definida para t préximo de zero.
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Se E[X] = p < o0, entdo galx(O) = ip. Portanto

i (D) nx(0) — Inex(0) _

t—0 t t—0 t

Consequentemente temos

[ t) —iut
i Meex(t) —ipt
t—0 t

0.

Suponha que Var(X) = 02 < oo, entdo

ox(0) = —E[X?] = (4”4 0%).
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. ox(t)
npx(t) —ipt o TR
lim ———~2 © —|jm =2 =
t—0 t2 t—0 2t

i Px(8) = imex(t) _
t—0 2tpx(t)

i Px(t) = g ()
t=0 2 x(t) + 2t (t)

ox(0) — ippx(0) _ —(#2+02) — (in)* _ o?

2px(0) 2 2

Portanto )
. Inpx(t) —ipt o?
||m —2 _ ——.
t—0 t 2



Funcoes caracteristicas

Teorema 4 Teorema do Limite Central

Seja (Xn)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com média E[X;] = p e variancia
Var(X1) = 02 < oo. Entdo

_ Sn—nu B

onde S, = > | X; e Z tem distribuicdo normal padr3o.
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Sp—np

o/n entao

Prova Seja S =

. i Sn—n
ps; (1) = E[e"57] = E[e"Covn )] =

itnp itSn

e oVnE[esvr] =

_ itnp t

ov/n -\
€ SDXI(U\/E)

Portanto

ps: (1) = exp{n[ln soxl(atﬁ) = m(o_tﬁm.
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Contudo ;

im_alln ox, (=) — in( ) =

n—oo

im £ GR) —inGE)
n—oo g2 (=£=)2
ag\/n

t2 2 t2

Concluimos que

N

t

lim @s:(t) = e 2 = pz(t).

n—o0

Pelo teorema da unicidade temos o resultado.
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Como uma extensdo do Teorema do Limite Central, pode-se provar
que (ver Barry James)

Teorema 5 Sejam (Y},),>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias

tais que
V(Yo — ) =P N(0,0).

Se g(y) € uma fungdo derivavel no ponto p, entdo

Vn(g(Ya) — g(n)) =P N(0,0%(g'(1))?).
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Exemplo 6 Pelo Teorema do limite central temos

Sn—nu

o —P N(0,1)

que é equivalente a
Xn—
%
Pelo Teorema de Slutsky concluimos que
Vin(X, — 1) =P N(0,0?).

Pelo teorema anterior, se consideramos g(x) = x2, temos

—P N(0,1).

V(X5 — u2) =P N(0,41%0%).
Se consideramos g(x) = % temos, se u # 0

2
) =2 N, 2).

Vn( o

Xl =
Tl



