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Distribuicao de tempo entre chegadas. Capitulo 5.3.3.

Seja N(t) processo de Poisson com taxa A. Seja 71 o tempo de
ocorréncia do primeiro evento, e seja T,, o intervalo de tempo
entre (n—1)-ésimo e o n-ésimo eventos, n =1,2,.... (SeTy =5
e 1> = 10, entao os tempos de ocorréncia do primeiro evento
e do segundo evento sao 5 e 15, respectivamente). Prove que
os T,'s sao independentes e identicamente distribuidos com a
distribuicao exponencial de taxa A.

Provamos que T; ~ exp(\). Para isso, notamos que o evento
{T1 > t} ocorre se e somente se nenhum evento do processo de
Poisson ocorreu durante o intervalo [0,t], assim temos:

P(T: >t) =P(N(t) =0) =e M.

O que prova que 717 tem distribuicao exponencial com o taxa .



Distribuicao de tempo entre chegadas. Capitulo 5.3.3.

Para obter a distribuicao de 15, probabilidade desejada pode ser
representada da seguinte forma (em termos do livro):

P(To > t) = E(P(T2 >t | T1)).
Logo

P(T> > t | T1 = s) = P(nenhum evento ocorre em (s,s+t] | T1 = s)

= P(nenhum evento ocorre em (s,s +t]) = e ™

em que as ultimas igualdades sao consequéncias de independéncia
e estacionariedade dos incrementos do processo de Poisson.

P(To >t) =E(P(T2 > t|T1)) = / P(To >t | Ty = $)he Mds
0

o0 o0
= / e Mhe Mds = e)‘t/ e Mds = e M
0 0

O que significa que T> ~ exp(\) e independente de T;.
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Distribuicao de tempo entre chegadas. Capitulo 5.3.3.

O fato que os tempos entre as ocorréncias de um processo de
Poisson tém a distribuicao exponencial nao pode nos surpre-
ender. A suposicao de que O processo possui 0os incrementos
independentes faz o processo em cada incremento ‘“esquecer”
O passado, em outras palavras, O processo possui a propriedade
de falta da memoaria.



Distribuicao tempos de chegadas. Capitulo 5.3.3.

A outra variavel de interesse € saber quando acontece 0 n-€simo
evento S,,. Temos a seguinte representacao para o tempo de es-
pera S, : S, =T1+1>+---+1T,. Sabemos que a distribuicao da
soma de variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas com distribuicao exponencial com intensidade XA € gama
com parametros A e n. A densidade fg (t) desta distribuicao fica
dada por

B Y ()\t)n—l
fs, (1) = xe™? rl)!,

Podemos derivar essa densidade pelo caminho alternativo.

A> 0.



Distribuicao tempos de chegadas. Capitulo 5.3.3. Vamos
derivar a densidade fg (t) = Ae—”?t)w de forma alternativa:

Notamos, que o evento {S, < t} significa que pelo menos n
eventos ocorreram até tempo t. Assim,

Fs, (t) = P(S, <t) =P(N(t) >n) = i P(N(t) = k) = ie_ﬂ%
k=n k=n
fs.(5) = (Fs, (1)) = kf: (A(Ak—’?'“> = kf: (—Ae_“(z—?k + AA%>
= Z - iAeAt(AT?C



Capitulo 5.3.3. Exemplo 5.9.

Suponha que a chegada de imigrantes em um pais forma um
processo de Poisson com taxa A = 1 pessoa por um dia.

1. Qual € o tempo médio da chegada do décimo imigrante?

2. Qual é a probabilidade de que o tempo entre 0 nono imi-
grante e o décimo figue maior do que dois dias?

Solucao.
1. E[S10] = 103 = 10 dias;
2. P{Tip>2}=e M =¢e2=0.133...

L



Capitulo 5.3.3. Observacao.

Outro jeito de achar a densidade de S,,:

Pt< S,<t+h)
= P(N(t) =n—1 e um evento ocorre em (t,t + h)) + o(h)
= P(N(t) =n— 1)P(um evento ocorre em (¢,t + h)) + o(h)

n—1
i % (An+o(h)) + o(h)

e )l

= -

22 b+ o(h)



Capitulo 5.3.3. Outras propriedades. Consideramos um pro-
cesso de Poisson com taxa A. Suponha que em cada instante
de ocorréncia do evento com a probabilidade p vamos classificar
0 evento como o evento do tipo I, ou evento do tipo II, com
probabilidade 1 — p. Por exemplo, as pessoas que entram numa
loja formam um processo de Poisson com taxa A, podemos su-
por que a pessoa que entra em loja pode ser um homem com a
probabilidade 50% ou uma mulher com a mesma probabilidade.

Sejam Ni(t) e No(t) o numero de ocorréncias dos eventos do
tipo I e do tipo II, respectivamente até o instante ¢.

Proposicao 5.2. Prove que Ni(-) e Nx(-) sdao processos de
Poisson independentes um do outro com taxas pA e (1 — p)A,
respectivamente.



Capitulo 5.3.3. Outras propriedades. Prove que Ni(:) e
N>(-) sdao processos de Poisson independentes um do outro com
taxas pA e (1 — p)), respectivamente.

Calculamos a probabilidade de que ocorra n eventos do tipo I e

m eventos do tipo II durante o tempo [0, ¢] :

P(N1(t) = n,Na(t) =m) = P(N1(t) = n,No(t) = m,N({t) =n+m)
=P(N1(t) =n,Nao(t) =m | N(t) =n+m)P(N(t) =n+m)

= POVL(D) = n, Na®) = m | N(®) =+ m)e ¥ OL
=(" _; Mpr(a - p)me_”((;\:_)—T:;
_ e—Atp(/\;_f!’)ne—Ml—p) Wf(lﬁ:! p)"
PV =) = 3 P(NAE) = m, Na(t) = m)
— GWM’”ZO e QUL =P _ o (AP)

m=0



Capitulo 5.3.3. Outras propriedades. Temos
Atp)" At(1 — p))™
PNL(t) = 1, No(t) = m) = e NP - A —p))

n! m)!

n!

P{Ni1(t) =n} =c¢e

at(1—p) AL = p))™

e de mesmo modo P{Nx(t) =m} =ce |
m:

As contas mostram que o N;i(-) forma um processo de Poisson
com taxa Ap enquanto Nx(t) forma um processo de Poisson com
taxa (1 — p)A. A independéncia segue direto da observacdo de
que

P(N1(t) = n, Na(t) = m) = P(N1(t) = n)P(Na(t) = m).



Capitulo 5.3.3. Exemplo 5.10.

Suponha que a chegada dos imigrantes em um pais forma um
processo de Poisson com taxa de dez pessoas por uma semana.
O novo imigrante é descendente Europeu com a probabilidade
1/12. Qual é a probabilidade de que nenhum descendente Euro-
peu chegue durante um més (suponha que um més tem quatro
semanas).

Solucao. Pelo resultado anterior chegada de descendentes eu-
ropeus forma processo de Poisson com taxa % - 10 pessoas por
semana. Isso significa que o numero de descendentes europeus

durante 4 semanas tem distribuicao de Poisson com média
1 10

4. .10=—.
12 3

Entdo, a probabilidade desejada é e 19/3. O
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