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PQI-5776 FENOMENOS DE TRANSPORTE |
AULA 4 -[PARTE1DEZ2]

Adimensionalizacdo

As equacdes de conservacdo estudadas nos Fendmenos de Transporte
podem ser expressas na forma adimensionalizada.

Deste modo, as variaveis do escoamento e dos demais fendmenos
podem ser normalizadas, com seus valores variando em limites bem
definidos (p. ex. de 0 a 1l). Sendo que em muitas situacgdes &
possivel obter solucgdes confidveis das equacgdes, principalmente
através do procedimento de “scaling”.

Outra vantagem, da adimensionalizacéo, é a expressdo de
parémetros (numeros) adimensionais caracteristicos, fundamentais
na elaboracdo e generalizacdo de correlacdes semi-empiricas para
calculo de coeficientes convectivos de transporte de calor e
massa.

A aplicacd&o da fluidodiné&mica computacional (CFD) no estudo dos
Fendémenos de Transporte também utiliza as equag¢des na sua forma
generalizada, inclusive com modelos implicitos dependentes de
alguns adimensionais.

1.Continuidade

é)—_—diV Vv (1)
ot P

Adimensionalizando-se as variaveils, tem-se:

n A A T

Po Vo L to
p=pop ; V=voV; T=LT; t=tyt

sendo py,Vy,Le t, os parédmetros caracteristicos (com valores

constantes) do fendmenos em estudo.

Observa-se que os operadores grad, div e lap também séo
adimensionalizados:

gréd = Lgrad - div=Ldiv ; lap = dfvgréd: L2 lap

Substituindo-se as variaveis adimensionalizadas na equacdo (1),
resulta:

0 Vg 2 .2 0 Ao
Po 7P __PoVo Odivpd = o =—divpv
ty ot L toVo At
17p A
———=—divpV 2
Sr ot P ()
L , Vo
Definindo-se o numero de Strouhal por : Sr:——E— (3)

1/31



PQI5776 — aula 4-2009 2/31

Que pode caracterizar o tempo necessario para que se atinja a
condicdo de regime permanente. Associa-se, também, o numero de
Strouhal a fendmenos de escoamento oscilatdrios.

2. Equacdo de Conservacdo Generalizada

De _dpe

+divpVe=—div |, +
Dt ot pve Jo+Gyq

agt(P +dIV(pV(p+ Jo ) Svg

Substituindo-se a equacgdo constitutiva da difusdo, na sua forma
genérica (Iy = Ay, simbolo anteriormente utilizado) :

Jo=-pT, 0rdd ¢ (5)

na equacdo de conservacgao (4), tem-se:

app.
+divipVv ' grad
T (p p-pl,9 <o)

(6)
0
7Py +d|Vp(V(p F(/,grad(p)
Adimensionalizando-se as variaveils, tem-se:
Po Vo L to Ap s — g

p=pop ; V=VyV; F=LT : hﬂof , 9=0Ap+ g
Substituindo-se em (6), tem-se:

1 9p, p(PAQ+ )
t, ot

1. . Al A )
"‘Edlvp(povo V(tPA<p+<Po%p—L°ngrad (GAQ+@,) j= Sy,

po [ 2P PAG) 3P0y |, PoVo i [ o0a . |
T : d A — T grad (pA =
t,| ot ot |- L VP Vo (pﬂpf’%vol_ ,0rédd (pAp+0,) |=6,,

G ap | pov Ag
‘;—z Ao (aptq)) + @, a_‘%_+poL0 {A(pdlv(pV(p)+(podlv( ) lep( VL T grad ¢ H_GV‘D

Reagrupando-se os termos, resulta:

~ 2 fn N r
0, PoVo [L@p +d|v( )} PoAQ 8(p(p) PoVol® {diV(ﬁV(b)—divﬁ( y T_ ad ¢ H =Gy,
0

L |t,v, ot t, ot L

=0, continuidade

Vot, ot

Obtendo-se:
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¥ N 6, L
1909 +divﬁ(v¢—igrad¢}—v® (7)
Sr ot Pe Po APV,
Definindo-se o nUmero de Peclet:
v, L v, L
pe=—0—_ Y Yo _pe vV (8)
I@ I; Y% I;

Para a relacdo entre a difusividade T, da propriedade ¢ e
difusividade de quantidade de movimento v, tem-se

v
Numero de Prandtl, Pr=— (9)
o
k
Lembrando-se que: o=——
pCp
. , %
Numero de Schmidt, | SC= (10)
Das

No caso de Pe >> 1, o termo difusivo de equacdo (7) pode ser
desprezado em relagcdo ao convectivo, facilitando-se, assim, a
resolucdao das equacdes.

Tabela 1. Propriedades de transporte e adimensionais

¢ To v/Ty
Y 1

Wa Dap Sc

CpT o Pr

As equacgdes de conservacdo (7) sdo, a rigor, aplicadas a uma
unica fase e a sua solugcdo fica limitada pelas condigdes de
contorno, definidas nas fronteiras(entradas, saidas, 1interfaces
e/ou paredes) do volume de controle.

3. Equacdo de Energia

Para ¢ = c,T , tem-se da equacdo (7):
opc, T A~ . . 6.~ L
L% | divp vCpT—igradcpT sz (11)
Sr ot Pe po ATV,

Substituindo-se o termo de producdo pela dissipacdo viscosa
6, =ud,, e para cp constante, tem-se:

10pT

A a2z A O L
— 4+ divp vT—iLgde S it
Sr ot Pe

Po C,ATV,
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Rearranjando-se o termo de producgdo:

po, L 1wl pd, L 1pdL* Br_ Br
PoC,ATV, Pe a pyc,ATv, Pe kAT Pe RePr

Define-se o numero de Brinkman Br, que relaciona o efeito térmico
da dissipacdo viscosa e a difusdo de calor:

2
Br:& (12)
KAT
Resultando para o balanco de energia:
pT A s R B
i@pﬂ + divp vT—igrade:—r (13)
Sr ot Pe Pe

Por exemplo, para um escoamento paralelo entre duas placas
paralelas distantes L, o perfil de velocidades ¢é linear

,V=(VO/L)y , O termo de dissipacdo viscosa e O numero de Brinkman
SA0 exXpressos por:

av2 \Y; 2
O =ul 22| =yl 20
o “[63/} “(L]

P po,, L? _ HVg
kAT kAT

4. Navier-Stokes

Da equacgdo de Navier-Stokes, tem-se:

ov i ~ -
pﬁ+pv.gradv:pg—gradp+plapv (14)
Expressando-se a forca de campo (no caso a gravidade) como

derivada de um potencial U : f=—gradU=§ = pg=—pgradU

Combinando-se os termos de pressdo com o de forca de campo, para
densidade constante

—gradp + pg = — grad p —grad pU = —grad (p + pU)

Define-se uma pressdo modificada P:

P=pU+p
grad P =grad(pU +p)

Substituindo-se em (14):

paa—\:+pv.gréd\7=—grédP+plap\7 (15)

Adimensionalizando-se, para ﬁ:P/PO:
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ia\i’ +\i/gr§d\i/——igr§dl5+ilép\i/ (16)
Srot Ru Re
pV§
Definindo-se o numero de Ruark: RUZHEHl (17)
0

Para alto numero de Reynolds, o termo viscoso da equacdo (16)
pode ser desconsiderado, e tem-se a equacdo de Euler (fluido
inviscido) de importante aplicagdo em escoamentos externos. Por
outro 1lado, para baixo Reynolds, o termo convectivo pode ser
desconsiderado, resultando no “creeping flow”, que é
caracteristico no caso de escoamento de liquidos em meios porosos
e no caso de escoamento em microcanais.

5. Equacdo da Continuidade para Espécie A

Adotando-se como medida de concentracdo de uma espécie quimica

(A) a fragdo méssica wa , tem-se @ = a . Substituindo-se na
equacao (7), resulta:

10p®d N 1 . r.L

= IPO L igp| Vo,——grad b, |= — A (18)

Sr t Pe Py A, V,
No caso: Pe = ReSc e Oyy=Ia= velocidade das reagdes de

(producdo/consumo) da espécie A.

Identifica-se o Ultimo termo como numero de Damkdhlerl, que
expressa a razdo entre o tempo caracteristico de conveccdo,

_ . \ ~ . po A(DA
tc.=—,e o tempo caracteristico de reacao, tR=—"—"7.
Vv, A

N r.L t
Da, = Damkohler, =—2—— =% (19)
PoA®,V, T

Assim, a equacdo de (18) pode ser expressa por:

N S 1 ..
P +d|Vp[voaA—P—egradcoAj:Dal (20)

Uma outra forma de expressar a mesma equacdo é multiplicando-se a
equacdo (18) pelo numero de Peclet:

Peop® A A A A r.L v, L

— pAA +dIVp(Pe V@, — grad mA): A 0 (21)

Sr ot Po ALV, D g

Identifica-se o Ultimo termo como numero de Damkdhler2, que
expressa a razdo entre o tempo caracteristico de difusdo,

L? L . Po Aop
tp = ,€ o tempo caracteristico de reagao, tg=———.
AB A
) ry L t
Da, = Damkohler2 = —2—— = (22)

D
PoAw,Dys 1y

5/31



PQI5776 — aura 4-2009 6/31

Em problemas de difusdo/reacdo em poros de catalisadores define-
se o adimensional denominado mdédulo de Thiele, que é equivalente
a (Dap)*,

Assim, a equacgdo de (21) pode ser expressa pPor:

EfaigA-+ﬁv@@e@&A-gmd&AL¢mz (23)

6. Resolucdo das equacdes

Muitas simplificagcdes s&o necessarias para a resolucdo das
equagdes de conservacao apresentadas, considerando-se,
principalmente, o caso de escoamentos turbulentos.

Usualmente, nos calculos de engenharia, empregam-se os
coeficientes convectivos de transporte (h ,k e f) para o calculo
dos fluxos de calor, massa e quantidade de movimento.

Tais coeficientes sé&o definidos nas interfaces/paredes e
possibilitam o cédlculo do fluxo de transporte global da

propriedade ¢ (transporte devido ao escoamento + difusédo).

Geralmente sdo baseados em correlacdes semi-empiricas,
apresentadas na forma do numeross adimensionais: f - fator de
atrito -, Nu - Nusselt- e Sh - Sherwood.

10p¢ . A 2. 1 . . Gy, L

— pfp +divp| Vo——grad ¢ =T (24)

Sr ot Pe Po AGV,

coeficient e convectivo
(escoamento+difusdo)

Os adimensionais Nu, para transferéncia de calor, e Sh, para
transporte de massa, representam os gradientes adimensionalisados
das respetivas propriedades ¢’s na parede/interface:

A ox 1/( = A) EA
Nu = (grad T)f:O f= . (grad Vi ol |Sh= (grad W )f:o (25)
As equacgdes adimensionalizadas (24) e (25) ilustram o porque das
correlacdes em funcdo dos adimensionais Re, Pr, Sc, Pe, Nu, Sh, f
etc.. tipicas de engenharia.

A analogia dos fendmenos de transporte pode ser expressa, também,
a partir do numero de Stanton, St, no caso de escoamentos
turbulentos.

~Nu_ Nu

Nu B ~Sh_ Sh f
Pe RePr

“Pe ReSC 2

St St
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Escoamento Irrotacional: Exemplo

tional flow past a long cylinder of radius

Example 8.3-1 Flow Past a Cylinder Consider irrota
and far away there

R. As shown in Fig. 8-5, the cylinder is assumed to be aligned with the z axis,
is a uniform velocity U in the x direction. -
The stream function yAr, 6) for this planar flow is defined by

19y __% (8.3-1)

) =— R vV, .
a0 o ar

As mentioned in Section 8.2, the stream function for a planar, irrotational flow is governed by

Laplace’s equation, or

Figure 8-5. Flow past a long, circular
cylinder.

ay 1 &

1
Viy= ‘i(r—)»f;ﬁb—, ¥=0. 832)

rar\ dr

The applicable boundary conditions for the velocity components are
v(R, 6)=0, (8.3-3)
v, (e, 8)=U cos 6, vg(ee, 8)= — U sin 6. (8.3-9
The no-slip condition at the cylinder surface has been omitted because it cannot be satisfied, as
will be shown. In terms of the stream function, the no-penetration condition becomes

Wk oe
26 (R, =0 (8.3-5)

and the unperturbed velocity field is consistent with
Y{eo, 8)— Ur sin 6. (8.3-6)

Equation (8.3-6) was obtained by using Eq. (8.3-1) in Eq. (8.3-4), integrating, and setting the
respective integration constants equal to zero. The problem for the stream function is now com-
pletely specified.

Based on the boundary conditions, we assume a solution of the form

Y(r, B)=f(r) sin 6. (8.3-7)
Substituting this expression into Egs. (8.3-2), (8.3-5), and (8.3-6) gives
rf_f_
'+ . r,—O, (8.3.8)
f(R)=0,  fleo)>Ur. 6.3-9)

Equation (8.3-8) is an equidimensional equation, with solutions of the form f=r" The characteris-
tic equation obtained using this trial solution has the roots n=1 and n=—1. Using Eq. (8.3-9) to
determine the two constants, the solution for the stream function is found to be

W(r, 6)=UR sin e(‘%—g). (8.3-10)

The streamlines for this flow are plotted in Fig. 8-6, in which the fore-and-aft symmetry is evident.
The velocity components calculated from Eq. (8.3-10) are
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Figure 8-6. Streamlines for potential flow past 5
/ . . . .
solid cylinder, assuming a uniform unperturbed ve.

—_ﬂ locity which is normal to the cylinder axis. The
J\_ stream function is given by Eq. (8.3-10), and there
__/m_ are equal increments in y between adjacent stream.
U lines.
M

2
vlr, 8)= —U sin 0[1 +(§) ] (8.3-12)
The tangential velocity evaluated at the cylinder surface is
ve(R, 8)=—2U sin 6, (8.3-13)

which confirms that the no-slip condition is not satisfied. Because Eq. (8.3-2) is second order,
there were no degrees of freedom to satisfy boundary conditons beyond Egs. (8.3-5) and (8.3-6).
The two surface locations at which both v, and v, vanish, 8= 7 and =0, are called the upstream

and downstream stagnation points, respectively.
A relatively simple way to evaluate the pressure is to use the special form of Bemoulli’s

equation derived for irrotational flow, Eq. (8.2-13). Setting ? =0 far from the cylinder, that equa-
tion reduces to

— == (8.3-14)

Using Egs. (8.3-11) and (8.3-12) in Eq. (8.3-14), we obtain
2 2
(. 0)=gu_(1_e)z [2—4sin2 a—(f) ] (8.3-15)
2 \r r

for the full pressure field, and

pU

- ~(1 — 4sin? 6] (8.3-16)

P(R, )=

for the pressure on the surface. The maximum pressure, equal to pU?/2, is seen to occur at the
stagnation points; this follows also by inspection of Eg. (8.3-14). The symmetry of sin? 8 about
6= m/2 and #=37/2 indicates that the pressure has fore-and-aft symmetry, which implies that
there is no net pressure force on the cylinder. With neither a pressure force nor a viscous force in
this model, there is no drag. This is an example of d’Alembert’s paradox, mentioned in Section

8.2.
The pressure gradient along the surface is

%(R. 6)= —4pU? sin O cos 6. (8.3-17)

It is seen that the pressure gradient favors forward flow on the upstream side of the cylinder (i.e.,
dP/36>0 for 7> 6> m/2) but opposes it on the downstream side. The development of a significant
adverse pressure gradient on the trailing side, which is the cause of boundary layer separation, is
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