Lema de Fatou: Se f, sequéncia em M™ temos que [ liminf f, du <
liminf [ fa.
Dem: por definigdo, liminf f,(x) = supy, infy>n (fu(z))
Definimos g,, = infi >n{fn}. Estas funces sdo mensurdveis porque sao o infimo
de uma sequéncia de mensuraveis. {g,} é uma sequéncia nao decrescente.
Segue que [ gndu < [ frduVk > n
e portanto [ g, du < infy >, [ fidu.
Logo, como g, nao decrescente segue que
sup f Gn dp < supy, (infy >n f fr dp) = liminf f In dpA
Também lim g, = sup (gn)
Pelo Teorema da Conv Mondtona, temos que f gn di — f sup (gn) du =
sup [ gn du.B
Agora, observe que por A e B [ liminf f, du = [ sup (gn) dp =
sup [ gndp < liminf [ f, duOd.

Exercicio: No Lema de Fatou, A hipdtese de ser nao negativa ndao pode
ser simplesmente descartada. Com efeito, se f, = (%)X[o,n] segue que
[ fndp = —1. Porém f,(z) — 0 e temos a desigualdade contréria.
Exercicio: se f, — f € Mt e [ fodun — [ fduentdo [, fndp —
Jp fdu¥ E € A. (ficou para ser resolvido pelos estudantes)

Proposigao 1. Se f integrdvel Riemann em [a,b] entdo f é mensurdvel para a

medida de Lebesgue e f; fdz = f[a y .

Demonstra¢ao. Sejam «,, e (B, fungoes degrau o, < f < f,, conver-
gindo monétonamente para f, suas integrais convergindo para a Integral Inferior
| f dx e a Integral Superior [ f dx de f respectivamente e também tais que

1
fﬁndﬂ - f andﬂ SE
Sejam ax = sup(ay) e fx = inf (Bp).
Tomemos A = {Bx > ax}. Queremos ver que pu(4) = 0. Notemos que

1
A = U™ A, onde 4, = {B* —ax > E}
Também A, = {Bn — an > %} D Ap.

1 1

Por Chebyshev z w(An k) < —. Observe que p(A, ) tende para zero com
n

n. Eque 4, O Ai. Logo p(A;) = 0. Como A = Ufoo A temos que

u(A) = 0.

Portanto ax = f = px qtp. Como «a * e (% sao mensuraveis resulta f é
mensuravel.

Como «,, converge mondtonamente para f, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona
segue que f[a,b} fdu = ifdx = [ fdu. O



