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Modulo 2
7a. aula
Grafos aleatorios e redes sociais.
Estimacdo de maxima verossimilhanca em G(N, p).
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Recapitulando: o grafo nao dirigido de Erdds-Rényi

» Conjunto de vértices: V ={1,...,N}.

» Os valores das entradas da matriz
M= (M(v,v"):v,0" € Vv <)

sdo variaveis aleatdrias, independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) com

P{M(v,v')=1}=p e P{M(v,v') =0} =1—p,

e M(v,v) =0, paratodov e V.

> Essa classe de grafos sera designada com a notagéo G(N, p).
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Verossimilhanga de uma realizagao

» Seja M a matriz de adjacéncia de uma realizagdo de G(N, p).

» Exemplo: N =5
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» Na linha v, coluna v’, com v < v/, colocamos o valor M (v, v’).

» Queremos calcular a probabilidade de obtermos um grafo com
essa matriz de adjacéncia na classe G(5,p), com p € [0, 1]
conhecido.
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Verossimilhanga de um grafo de matriz M

»

O = = O

=P,(M(1,2) = 1)P,(M(1,3) = 1)...P,(M(2,5) = 0)P,(M(3,5) = 0)

» Na ultima passagem usamos a independéncia das variaveis
aleatérias M (v,v'), v < v'.
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Verossimilhanga de um grafo de matriz M

» Substituimos cada probabilidade pelo seu valor.

By (M(0,0') = e(0,0')) = {R se e(u,0') =1,

1—p, see(v,v)=0.
» Ou seja,

P,(M(v,0v") = €(v,0")) = p€(v7v')(1 _p)l—e(v,v/).
» Portanto,

Pp(M(1,2) = P, (M(1,3) =1)...Pp(M(2,5) = 0)P,(M(3,5) = 0)

= pNeMW(1 - pNe® onde

No() =Y M) e Ng0)=Y (1 - M(M')).

v<v’ v<v’
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Em linguagem de gente

> ANg (1) conta quantos pares de vértices (v,v') com v < v’ estdo
ligados por arestas no grafo ndo dirigido G.

> Ng(0) conta quantos pares de vértices (v,v’) com v < v’ ndo
estdo ligados por arestas no grafo nao dirigido G.

» Portanto, o calculo anterior diz que a probabilidade de um grafo
G na classe G(N, p) ter matriz de adjacéncia M vale

P P oo [1=M(v,0")] _ p/\/c(l)(l _p)NG(O)

DD ]Vl(v,v')(l _ p)

» Na literatura estatistica,
P, (M(v,0") = €e(v,0"),v <v',v,0" € V)

€ chamado de verossimilhanca do grafo
(M(v,v") = e(v,v"),v <v',v,v" € V) naclasse G(N,p).
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Se G é um grafo nao dirigido com N vértices, quanto vale

Na(1) + Ne(0)?

Antonio Galves



RESP A

» Observe que N (1) + N¢(0) € o nimero total de pares (v, '),
comv <v',sendov,v’ €V ={1,..,N}.

» Entdo o que estamos perguntando é: qual é o nimero total de
pares (v,v'), com v < v’ que podemos formar com elementos do
conjunto V ={1,..., N}?

» Em outras palavras, Ng (1) + Ng(0) € o nimero total de
subconjuntos distintos com cardinal 2 que podemos formar com
elementos do conjunto V = {1,..., N }.

» Em conclusao,

Na(1) + N (0) = (N> _ N -1

2 2

» Este QUIZ sugere uma maneira simples de controlar a corregao
do célculo de N (1) e N (0), quando G é muito grande.

Antonio Galves



Estimando o parametro p

» Seja M a matriz de adjacéncia de uma realizagao de G(N, p)
com p desconhecido.

> Exemplo: N =5

O =

o O =

O R = O
SO =B O O O

» Na linha v, coluna v’, com v < v/, colocamos o valor M (v, v").

» Sabendo que M é a matriz de adjacéncia de um grafo gerado
por G(5,p), com p desconhecido, queremos estimar o valor do
parametro p.
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Estimador de maxima verossimilhanca

» Seja M = (M(v,v") : v <v',v,v" € V) a matriz de adjacéncia de
um grafo ndo dirigido tendo vérticesem V = {1,..., N}.

» Paratodo ¢ € [0,1] seja
Py(M) = ¢" D (1 — gy, onde

Ny (1) = Z Mw,v") e Nu(0)= Z (1 fM(v,v/)>.

» Se M é uma matriz de adjacéncia de um grafo tendo como
vértices V = {1,... N}, entdo P,(M) é exatamente a sua
verossimilhanga na classe G(N, g).

» Dado M, o estimador de maxima verossimilhanca py € definido
como o valor de g € [0, 1] que maximiza P,(M).

Antonio Galves



Estimador de maxima verossimilhanca

» Formalmente,
pn = argmax{P,(M) : q € [0,1]}.
» Vamos reescrever a definicdo de py = usando o valor de P,(M).
prv = argmax{g" (1 — )M g € [0,1]}.

» Fazer contas com produtos e poténcias ndo é muito cémodo e
numericamente € inviavel pois o produto

qNM(l)(l _ q>NM(0)

€ um numero positivo muito pequeno.
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Reescrevendo py

» Vamos calcular o valor de ¢ € [0, 1] que maximiza
f(q) = log(Py(M)).
>
pn =argmax {f(q) : ¢ € [0,1]}.

= log ("M (1 = g"©) = log(q)Nas (1)+10g(1-4) (N (0))

» Essa nova definigdo é possivel, porque a fungéo » — log(r) é
estritamente crescente.
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Calculando py

» Vamos calcular a derivada d%f(q):
>
d 0

> Py € ovalor de ¢ que anula essa derivada. Ou seja,

Nar(1) _ Nar(0)
PN 1—pn

» Isso acontece quando

L Nu(1) :NM(l)
PN Nar @+ Nar0) — ()

2
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Confirmando que py € o ponto de maximo

» Para isso, vamos calcular a segunda derivada.

|

d? i (NM(I) B NM(0)> _ _NM(I) _ ./\/'M(O) <0

a0 = dg \ ¢ 1—¢ q2 (1—q)?

dq
» Ou seja, py que anula a primeira derivada é efetivamente um
ponto de maximo.
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D AFI10O

» Vamos definir uma sequéncia de grafos (G : N > 2) na classe
de Erdés-Rényi, tendo todos 0 mesmo valor do parametro
p € (0,1) e Gy tendo como conjunto de vértices Vy = {1, ..., N}.
Seja My a matriz de adjacéncia do grafo G y.

» Finalmente vamos supor que esses grafos estdo encaixados no
seguinte sentido: para todo v < v/, v,v’ € Vy,
My i (v,v") = My (v,0") para todo k > 0.

» Para cada N > 2, calculamos o estimador p com base na
matriz My. A sequéncia (pn : N > 2) é convergente? Caso
seja, quanto vale o limite

lim pn?
n—oo
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Exercicios

1. Seja G um grafo gerado aleatoriamente na classe G(101,0.3).
Calcule E(D(1)). Usando o Teorema-Limite Central, calcule
aproximadamente a probabilidade P(D(1) > 40).

2. Seja G um grafo gerado aleatoriamente na classe G(100,0.3).
Calcule E(N¢(1)) e usando o Teorema-Limite Central, calcule
aproximadamente a probabilidade P(Ng(1) > 1683).

3. Escreva um cédigo para simular a sequéncia do desafio G de
grafos em G(N,p) com p € (0, 1) fixado. Use esse codigo para
simular os grafos e tentar identificar o limite lim,, .o .

4. Construa uma sequéncia (G, : t > 0) de grafos rico fica mais
rico, com Vy = {1, ..., 10}, e com M, tal que para todo par de
vértices v < v/, My(v,v") = 1, se e somente se, v e v’
pertencerem ambos a {1, ..., 5}, ou ambos a {6, ...,10}. O que
essa condigao inicial implica sobre (G, : ¢t > 0) ?
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