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Medida Completa

Durante a aula 7 (dia 22 de setembro), vimos o que era uma medida completa. Uma
medida p A — [0, 400] se diz completa, se dado

E € A, com pu(E) = Oentou(F)VFEF C E.

Note que isto significa que F' € A.

Os exercicios 13 e 15 da Lista de Medida mostram dois modos de completar uma medida
dada. Ou seja, dada uma medida A definida em A sempre é possivel estendé-la a uma
medida completa A definida numa o-algebra A que contém A.

Na aula 7 resolvemos o Exercicio 15 para o caso em que p fosse finita.

Completar uma medida trard mais conjuntos onde integrar e mais fungoes mensuraveis.
Os Borelianos B ndo sio completos, e seu completamento B denominam-se os conjuntos
de Lebesgue.

Mais adiante veremos que o completamento dos Borelianos em R muda o Cardinal da
o-algebra! Ou seja, acrescentamos MUITOS conjuntos a o-algebra. Em geral
trabalharemos supondo que temos uma medida completa. Em outro caso, isto sera
explicitado.

1. Seja A uma o-algebra de conjuntos de X associada & medida pu, o-aditiva. Considere
a classe B, dada pelos E C X tais que £ € Bse 3C, D € Acom C C E C D e
p(C) = (D). Neste caso definimos (E) = pu(C) = u(D). Mostre que B é uma o-algebra,
e i ¢ uma medida o-aditiva sobre B.

Solugdo: (para o caso em que p ¢ finita)

1. Se E € B entao B¢ € B. Com efeito existem C,D € Acom C C E C
D, com u(C) = p(D). Logo C° D E¢ D D¢ com p(C°) = p(D°) se a medida
for finita.

2. Se E; € Bentdo Uf* E; € B. Existem C;,D; € Acom C; C E; C
D;, com p(C;) = u(D;). Logo US> C; < Uf™E; C U™ D,. Note
que u(D; — C;) =0eque Uy D; —Uf* C; C U>® (D; — C;) com

pUF™ (D; = Cy)) < X0 w(Dy — Cj) = 0. Assim, u(Uf™ D;) + p(U7™ Cj).

3. u & o-aditiva. Se E; € B disjuntos 2 a 2, entao existem C;,D; € A com
C;, CE; C Dy, en(C;) = u(D,). Os C; sao disjuntos 2 a 2. Logo u(Uf™ C;) =
1) = T u(Ey) = 0T (D) = (U (Dy)). Como U ) C
U7> D, segue o resultado.
O caso geral segue imediatamente, considerando quando algum conjunto pode ter
medida infinita.



