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Subespaco gerado

Teorema

Seja V espaco vetorial e uy, us, ..., u, € V.

O conjunto U das combinagdes lineares de ui, up, ..., u, € um
subespacgo vetorial, chamado subespaco gerado de uy, up, ..., u,.
Notagdo: U = [u1, ua, ..., up)

Demonstracao.

» 0=0u; +---+0u, e U.
» Sex,y € U x=ayuy + -+ apuy, y = PBruy + - - + Bnln.

sox+y=(a1+B1)ur+ -+ (an+ Bo)up € U
Soyx = (yaa)ur + -+ (yan)up € U

Logo U é subespaco vetorial de V.



Espacos finitamente gerados

» U=[u1,up,...,uy] — os uj sdo geradores de U.

» Se um espaco vetorial possui um ndmero finito de geradores, é
chamado de finitamente gerado

Exemplos
» R3 = [ey, e, e3] é finitamente gerado.
» Mpxn(R) é finitamente gerado (por mn matrizes).

» Pp(R) os polindmios de grau até n sdo gerados pelos
polindmios 1, x,x?,...,x".

» O conjunto P(R) dos polindmios (de grau qualquer) n3o é
finitamente gerado

» O conjunto das fung¢des continuas C(R,R) contém P(R) e
portanto n3o pode ser finitamente gerado.



Exemplo: (2,0,—1) € [(1,1,2),(4,2,3)] 7

> (2,0,-1) € [(1,1,2),(4,2,3)] se existem x, y:
(2,0,-1) = x(1,1,2) + y(4,2,3) = (x + 4y, x + 29, 2x + 3y)

» Montamos o sistema

X+4y =2
x+2y=0
2x 43y =—1

» Com matrizes aumentadas:

1 4 2 1 4 2 1 4]2 10
1 2 Of~|0 2| -2~ |0 1|1|~ |0 1
2 3]-1 0 -5| -5 0 11 0 0

> Portanto x = —2, y =1, e a resposta é sim.

-2
1
0




Exemplo: encontrar conjunto de geradores

» Encontrar um conjunto de geradores para
U={(xy,zzw) ER* :x+y—2z=0,y —z+w=0}.

> (Xayvsz)GU <~ X+y—z:0,y—z+W:o

P> Vamos tentar isolar varidveis: z, w
Z=X+Yy
wW=z—y=x
Lay,zzw)elU <= z=x+y, w=x

> (X7y727 W) = (X7y?X+y7X) :X(]‘707171)+y(0717170)
> - U=][(1,0,1,1),(0,1,1,0)]



Exemplo2: encontrar conjunto de geradores

u {(X,y,Z,t)ZX—y+Z:0,y+Z—t:0}
W:{(X7y’z7t):y_t:0}

Encontrar geradores para Ue UN W

» Seja (x,y,z,t) € U
1 -1 1 00 102 -1]0
0 11 -1/0 011 —-1]|0

Portanto x +2z—t=0 — x = —-2z+1t,
y+z—t=0 = y=—z+1t.

(x,y,z,t) = (—2z+t,—z+t,z,t) = z(—2,—1,1,0)+¢t(1,1,0,1)

S U=1(-2,-1,1,0),(1,1,0,1)]



Exemplo2: encontrar conjunto de geradores

U={(x,y,z,t):x—y+z=0,y+z—t=0}
W ={(x,y,z,t):y —t =0}

Encontrar geradores para Ue UN W
> Seja (x,y,z,t) e UNW

1 -1 1 o0]o0 100 -1]0
0 11 -1/0f~---~]0 10 -1|0
0 10 —-1]0] 0 0 1 0

Portanto z=0,y—-t=0 = y=t,x—t=0 = x =1t
(x,y,z,t) =(t,t,0,t) = ¢(1,1,0,1)

L Unw=[(1,1,0,1)]



Vetor redundante pode ser removido dos geradores

Teorema

Suponha V = [vi,..., vy].

Se um destes geradores, digamos v, é combinagdo linear dos
demais, ent3o v, pode ser removido do conjunto de geradores:

V=1[v1,. .., Vo1, Vpt1s-- -, Va
Demonstracao.
» (12 inclusdo) [vi,..., Vp—1,Vpt1s---,Vn] C [Va,...,vn] = V.
» (22 inclusdo) V C [vi,..., Vp—1,Vpi1s---, Vn) (préx. slide)
> oV =1[vi,. o Vo1, Vot .o, Vil

O



(22 inclusdo na prova anterior)

> vp=a1vi+ o+ ap_1Vp_1 t+ apri1Vpr1 + o+ apVy
» TomeueV — u=bivi+ -+ bpvy
> Entdo

u=bivi+---+ bp_1vp—1+ bpVp + bpr1Vvpi1 + -+ byvy
=bivi+ -+ bp_1vp_1
+ bp(aivi+ -+ ap_1Vp—1+ apt1Vpt1 + -+ anVa)
+ bpr1Vpy1 + -+ bavy
= (b1 + bpar)vi + - - + (bp—1 + bpap—_1)vp—1
+ (bp+1 + bpap+1)Vpy1 + -+ + (bn + bpan)anvn

» Portanto u € [vi,...,Vp—1,Vps1,-- -, Va)

» Portanto V C [vi,...,Vp—1,Vpi1,---, Va]



Dependéncia linear

» Sejam V um espaco vetorial e S = {v,..., v} C V.

» Dizemos que os vetores v, ..., V, sao linearmente
dependentes, ou que S é um conjunto linearmente dependente
(abrev: LD) quando existem escalares ndo todos nulos
ai, ..., 0, tais que

aivy + -+ apvy, = 0.

» Caso contrdrio, isto é, se uma igualdade do tipo > a;v; =0
s6 for possivel quando a3 = --- = a,, = 0, dizemos que S é
linearmente independente (abrev: LI).



Exemplos

(3,1,1,4),(1,1,0,3),(2,0,1,1) so LD

31 210 11 0]0 1 1 0]0 1
1 10]0 31210 0 -2 2|0 0
1 0 1]0l 7|t o 1]ol o -1 1|0 |0
4 3 110 4 3 1|0 0 -1 10 0

(sistema possivel indeterminado)

(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1) sdo LI.

1 1 10
0 1 1|0 é sistema possivel determinado
0 0 1|0

OO - =

|
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Exemplos

Os mondmios 1, t, ..., t" sdo LI em P(R).

agt+art+ - +apt"=0=0+0t+---+0t" = «a; =0,Vi.



Exemplos

LD se dos vetores é combinacao linear dos outros

Se um dos vetores vy, ..., v, for combinacdo linear dos outros,
entdo vq,..., Vv, sdo LD.

» vk =oa1vi+ -+ Qg 1Vk—1 + Qpp1Virl + QpVy
> - 0=aivi+- -+ ak_1vk-1+ (—1)Vk + Qg1 Vi1 + QpVip
~—
£0



Num conj. LD, ao menos um é comb. linear dos anteriores

Teorema

Sevy,...,vp € V, n>2, sdo vetores LD e se v; # 0, entdo existe
k > 2 tal que vy é combinagdo linear de v1, ..., vg_1.

Demonstracao.

» Como vi,...,v, € V sdo LD, existem «; n3o todos nulos
aivi + -+ apv, =0.

» Seja k o maior indice tal que ay # 0.
» k>2(sendo 0 =a3v; = v; =0).
k—1 ;



Exemplo para ilustrar o teorema
Verificar a dependéncia linear do conjunto B, e caso seja LD,
encontre algum que seja combinac¢ao linear dos anteriores

B = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,—-1,0,0), (1, -1, —1,—1)}

Montando o sistema da combinac¢3o linear igual ao vetor nulo,
como matriz aumentada

11 1 1]o0 10 20]0
01 -1 —-110 01 -1 0/0
00 0 —1(0)]7 """~ 1o o o01]0
00 0 —-1]0 00 000

O sistema ¢é indeterminado (z € var. livre), portanto B é LD.
Do sistema, x = —2z,y = z, w = 0. Tomemos uma solu¢cdo nio
nula (ex:z=1):x=-2,y=1z=1,w=0.

Chamando os vetores de vy, vo, v3, v4:

2vi+wv+wv=0 = v3=2v; — wv.



Num conj. LD, ao menos um é comb. linear dos anteriores

» Coroldrio: Se vq,...,v,sd3o Ll e vq,..., v, x sdo LD,
entdo x é combinacdo linear de vy, ..., v,.



