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Frequéncia
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Base Matematica —
Transformada de Laplace

O Método operacional que pode ser usado para solugao de
sistemas de equacgodes diferenciais lineares.

Q Caracteristicas da Transformada de Laplace:
m  Operagdes como diferenciagao e integragdo podem ser substituidas por
operacgoes algébricas no plano complexo.

m A solugdo da equacéo diferencial (ED) pode ser encontrada através de
uma tabela de transformadas de Laplace ou pelo uso de técnicas de
expansao em fragdes parciais.

O Vantagens:

m Permite o uso de técnicas graficas para prever o desempenho de um
sistema sem necessidade de resolugéo do sistema de EDs.
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complexas

Breve revisao sobre variaveis @

PRO

S=0+jw

Considere a figura 1 que se segue,
ilustrando o plano s e um ponto
representativo

S =01+ jo,

O Seja s uma variavel complexa, que pode ser
representada como a soma de uma componente €
real mais uma componente complexa, na forma: —

USH)

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

Jjo
/oy | S— o8
(0) oy °

Fig. 1 Plano s e um ponto representativo
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Breve revisao sobre variaveis @
Seja uma fun¢do G de s, com uma parte real e uma parte imaginaria, dada por ug;;g]m o
SAO PAULO
G(s)=G, +JG, onde G, e G, reais @)
Considere o plano complexo mostrado na figura 2 onde ¢ ilustrado o angulo 6 de (G, +G,,), EPUSP
G e suas componentes. O angulo 6 ¢ medido a partir do eixo real positivo e € dado por
Plano G(s)
9=tan’l[gyJ Im
X Gy G
Uma rotagdo anti-horaria é definida como a —— Positivo
diregdo positiva para fins de medigao de G, (0] 0
a 1 G
angulos. ) F o
O modulo da grandeza . g .
complexa (G,*G,) &€ dado A G Negativo
¥y
por
\/m Fig. 2 Plano complexo e duas grandezas
Y complexas representativas
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A Transformada de Laplace

(R,

PRO

Considere as definigdes:

USH)

UNIVERSIDADE DE

A transformada de Laplace de f{?) ¢ definida por
Llf(t)]=F(s)= Jmf(t)e’s’dt
0

O processo inverso, para achar a f(t) da transformada de Laplace é dado por
1 joo St
LVI[F(S)]:f(t) f(t):T o F(s)e‘t ds
Y

c— joo
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() é uma fungao do tempo tal que f{#) = 0 para ¢ < 0 (3
s ¢ uma variavel complexa EPUSP
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A Transformada de Laplace @

PRO
ST

UNIVERSIDADE DE|
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Transformadas de Laplace para algumas funcdes encontradas com frequéncia @)
P EPUSP
Exemplo 1 — Considere a fungdo exponencial f(1)= 0 ara <0
Ae” " Para t>0

Onde A e a s&o constantes. A transformada de Laplace de f(t) é dada por

L[f(t)]: F(s )= J.mAe —atg —stogp AJ.we’(“*s)'dt
A

. ~ p - * .

cuyja  solugdo 6 ——e (ot |u ou seja

S — a
A
F(s)=
S + a
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 12
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A Transformada de Laplace ;o
0 para t <0 Egg_p

Exemplo 2- Fun(}éo degl'au f (t) — { UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

Considere a seguinte fun¢do degrau A para t > 0
£ o0 A @:

A transformada de Laplace é c[f(t)]=F(s)= J.f(t)e’s’dt = J.Ae’s’dt == EPUSP
o o S

Para A = 1 a fungdo degrau é chamada fungdo degrau unitario, ocorrendo em t =t, é
frequentemente representada por u(t-t,) ou 1(t-t,).

A fungdo degrau de amplitude A pode ser escrita como A.1(t-fy). A transformada de Laplace
da funcdo degrau unitario que é definida por

0 parat<0 é dada por £[iw]=
1 parat >0

Y |~

1(¢)={

Significado fisico de uma fungdo degrau em t = 0: corresponde a um sinal constante aplicado
subitamente ao sistema no instante t=0.
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 12
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A Transformada de Laplace ;o
sy

Exemplo 3 — Fungcéo rampa {0 para t < 0 UNIVERSIDADE DE
SAOPAULO

Considere a seguinte fungdo rampa: J(t)= onde A é uma constante

At para t =20 @)

A sua transformada de Laplace ¢ dada por (integrando por partes) EPUSP
e, e» ~Ae™ A A
L[f(t)]=F(s)=AJ te~dt = At —j —dt=—je“dt=—z
0 —Slo Jo —8 S Jo S
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A Transformada de Laplace

Exemplo 4 — Fungio senoidal 7(t)= 0 para t <0
Considere a seguinte fungdo senoidal: Asen(ot) para t>0

Como

e’ =cos ot+ jsen ot
e ' =cos ot- jsen ot
el —e ™ =2jsen ot

sen ot = zij(e’““ —e )

Portanto  a transforma  da de Laplace pode ser escrita na forma

A [~ . A 1 1 Ao
clf]= 2 [(e" e )edt =2 - =
[ ] 2j.[o(e © )e Zj{s—j(o S+j(n} s’+o’

Similarmente a transformada de Laplace para f{t)=Acos(wt) fornece

R

PRO
USH)

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

(4

EPUSP

As
L[Acos( ot )]= ——
S +to
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 15
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Funcio f(t) Transformada de Laplace F(s) = L[f(t)]
1. 8(t) 1
Impulso unitério (Delta de Dirac
Quadro de i ‘ ’
2. 1(t) ou u(t) 1
transformadas de . B
Degrau unitério
Laplace T - -
Rampa unitaria s
4. t" n!
P
(n inteiro positivo) s
5. e 1
Exponencial sta
6. te™ 1
(s+ a)’
7. the® n!
(s+a)""
8. sen wt @
s+
9. cos wt s
s+
10. e™sen wt s
(s+a) +o*
11. e cos wt s+a
(s+a) +o*
12. tsen wt 2ws
(s*+o’)
13. tcos wt -
set-20 Maurc (@)
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Exercicios

m Obter a transformada de Laplace das
seguintes fungoes:
a. f(t)=5
b. f(t) =5t
f(t) = 5e#
d. f(t) = 5 sen(3t)

o
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Propriedades da @
Transformada de Laplace &E‘%
Q 1.Linearidade ou homogeneidade Mekoraus
0 2.Aditividade ©
Q 3.Translagao no tempo
Q 4.Derivagao real
Q 5.Integracao real
QO 6.Teorema do valor inicial
Q 7.Teorema do valor final
O 8.Derivagcao complexa
Q 9.Multiplicacao pela fungao exponencial
0 10.Mudanca de escala no tempo
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Propriedades da @

PRO
Transformada de Laplace ush

UNIVERSIDADE DE

O1.Linearidade ou homogeneidade
Seja uma constante independente de s e de ¢ e seja f{?) transformavel. Entio Ei:sp

Llaf ()] = allf (D)= aF(s)
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i R
Propriedades da
T f da de Lapl 0
ransrormada de Lapiace usp
0 2.Aditividade "ERE
Se f,(t) e f,(t) sdo ambas transformaveis, aplica-se o principio da superposicao @)
EPUSP
clf O f0]= £, O £lf)]= F(s)£Fy(s)
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 20
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Propriedades da
Transformada de Laplace

0O 3.Translagao no tempo

Funcio transladada: Seja a transformada transladada de Laplace f(+-a)1(t- o)

onde o>0
Jol fi-a)1(-a)
0' ; , t
Fig. 3 - Fungdo f{2) Fig. 4 - Fungio f{t-a)

Seja f(t) = Oparat < 0e f(t-a) = 0parat < g, representadas nas duas figuras acima
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Propriedades da
Transformada de Laplace

(R

PRO
ST

Q 3.Translagdo no tempo (cont.)
,[;Of(t—(l)l(t—a)e_‘"dtz J:f(-.;)](.,;)e-x(wa)dr

Como f(t)1(z)=0 para t<0, podemos trocar o limite inferior de integragéo de - para 0
Jaoo f(r)l(T)e—s(r+a)dT — J‘Ow f(T)l(T)e—s(Ha)dT
—-a
= J-() f(T)e_STe—SadT = e—O!SJ-O f(z_)e—srdz_ — e_(mF(S)

Esta equacao mostra que a translacido de f(?) de um valor de o
unidades é equivalente multiplicar F(s) por e*®

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 29
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Propriedades da @
Transformada de Laplace 2

onde A e t, sdo constantes. A fungdo pulso aqui pode ser considerada uma fungao
degrau de altura A/t, comegando em t=t,. Matematicamente:

r)=2u)-Ai-q,)
t(] t(]

A transformada de Laplace de f(t) & obtida como

A A A A _ A
L[f(t)]—L[El(t):|—L|:E(t—to):|————e _stoa e*)

st, st
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 22
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USH)

0 Exemplo: Fungao Pulso R
4 G
f(t)= a Para 0<t<t, e
0 Para t<0 et, <t

23

Propriedades da @

PRO
Transformada de Laplace T

0 Exemplo: Fungéo Impulso i
Trata-se de um caso limite especial de uma funcio pulso @)
EPUSP
lim 4 @ara 0 <t<t,

f(t): t0—>0t0

0 @ara t <ty, ty <t

. . ., A S R . ;
Como a amplitude da fun¢@o impulso ¢ — e a duragdo € ¢, a area sob o impulso
ty

¢ igual a 4. Como a duragdo ¢, tende a 0, a altura 4 tende ao infinito. O tamanho

ty
de um impulso € medido pelo sua area.
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Propriedades da @

PRO
Transformada de Laplace ush

~ UNIVERSIDADE DE
O Exemplo: Fungao Impulso (cont.)
A transformada de Laplace da fungao impulso f(t) pode ser obtida como se segue EPUSP
d ( —st
—(Ar1-e"))
()= tim & (- )= lim d‘odi _As_,
' ' dT(tos) s

Portanto: a transformada de Laplace da fungdo impulso ¢ area sob o impulso. A fungao
impulso cuja 4=1 denomina-se impulso unitario ou fungao delta de Dirac. A fungao impulso
unitario, ocorrendo em ¢ = ¢, ¢ normalmente indicada por 8(¢-¢,) e satisfaz as seguintes

condigdes:
0 para t+#t
sit—t)=1 T 0
0 para t =1,
“5 di =1
|7, 8t —to)di =
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 25
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Propriedades da @

PRO
Transformada de Laplace T

Q4.Derivacgao real Hekomine
Se a transformada de Laplace de f(t) € F(s) e se a primeira @‘)
derivada de f(t) com relagédo ao tempo Df{(t) é transformavel, entdo EPUSP

£[Df (t)]==sF(s)—f(0")

d
Demostrando, considere: (o= Ef(t)dt 2B ()

—st
dv=edt »v="
-8
)= e ar= 0~ [ I di = @ + L[ Dr@edr

Neote que ["Df(t)e™di = £[Df (1)] petante L[Df (1)]=sF(s)- f(0)

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 26
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Propriedades da @

Transformada de Laplace &E{%
O Derivagao real (cont.) R
A transformada da derivada segunda D?f{%) é Efjfsp

LIDfw)] = s’F(s)-sf10)-Df(0)

onde Df{0) é valor do limite da derivada de f{#) quando a origem =0 &
aproximada pela direita. Para demonstrar este caso considere a defini¢do

Df(t)=g(t) portanto D’f(t)=Dg(r)
£le(0))= I} g0 dr= 50| + L [7 Dg(0)e a1 ou s

£[Dg (1)]= s£[g())]- g(0)= sL[Df (1)]- D (0) e coma
L[Df (1)]=5F(s)= £(0) tem -se £|D’f(1)]=5’F(s)- s (0)- Df (0)

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 27
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Propriedades da @

PR
Transformada de Laplace lISS%
O Derivagao real (cont.) EReoADE o
De forma similar obtém-se a transformada da derivada de ordem n, @f‘)
D nf(t) EPUSP

£[p" £(e)]=5"F(s)~s"" f(8)— -~ sD" 2 £(0)- D" £ (0)

Nota: A transformada inclui as condigdes iniciais, enquanto que
no método classico as condigdes iniciais sao introduzidas
separadamente a fim de se calcular os coeficientes da solugéo
da ED. A demonstracédo segue a mesma linha da demonstragao

anterior.
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 28
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Propriedades da
Transformada de Laplace

O 5.Integracao real

Se a transformada de Laplace de f(z) € F(s), sua integral é transformavel:

) F(s) D flpr) © termo D'f(07) ¢ igual ao valor da
—B[D fet )]= % + JJ;—) integral na origem, aproximada pela direita

Demonstracao:

—st

du = j SOt~ w= f(0); dv = e”dt—)v—e

(R

PRO
USH

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

EPUSP

£ r()]= 17D r@)edr =" 1 (1) ] - jo f(t )ﬁdz -
1 D 0! L} PO di = F(s) D f(0)
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pesséa - EPUSP-PRO 20
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Propriedades da @
PRO

Transformada de Laplace A
ST

O Integracao real (cont.)

®
EPUSP
A transformada da integral envolvendo derivada de segunda ordem €
= -2
elp()]= F(82 D1(0) D1 (0)
N S s
Para a integral envolvendo derivadas de ordem n
el o)) . 2 "10),  ,D"I(0)
S S
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 20
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Propriedades da
Transformada de Laplace

0 6.Teorema do valor inicial

Este teorema permite achar o valor de f(t) em t = 0*. Se a fungéo f(t) e sua
primeira derivada sao transformaveis, se a transformada de Laplace de f(t) &
F(s), e se

lim sF (s) existir, entac.

§—> 0
f(0")=lim sF(s)
S0
Este teorema estabelece que o comportamento de f(?) nas vizinhangas
de =0 estd relacionado com o comportamento de sF(s) nas
vizinhangas de |s| = . Nao ha limitagdes quanto aos polos de sF(s).
Provando o teorema:
d
B{Ef(t)}:ﬂ”(w—f(m)
Neste intervalo, quando s—>o0 Portanto:

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO
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Propriedades da
Transformada de Laplace

O 7.Teorema do valor final
Se f(t) e Df{t) admitem transformada de Laplace, se a transformada de

Laplace de f(z) ¢é F(s) e se existe o limite de f(?) quando t—, ou seja
lim f(t) eaistin, entdc
t—> 0

lim f(t)=1lim sF(s)

t—>o s—>0
Este teorema estabelece que o comportamento de f{?) nas vizinhangas
de ¢+ = oo esta relacionado com o comportamento de sF(s) nas
proximidades de s = 0. Assim ¢ possivel ¢ possivel obter o valor de
f(t) em igual infinito diretamente de F(s). Se F(s) possui polos
(valores de s para os quais F(s) se torna infinito) sobre o eixo
imaginario ou no semiplano s da direita, ndo existe valor final de f{?)
e o teorema ndo pode ser aplicado.

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO
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Propriedades da
Transformada de Laplace

0O 8.Derivagao complexa

Se a transformada de Laplace de f(t) é F(s), entio £[tf(t)]= —;—Sﬁ[f(t)] == %F(s)

A multiplicacio por 7 no dominio real implica a derivacido com relagdo a s no
dominio de s

Exemplo

fe)=e

Ly ()= Ll :di( : ):(Hla)z

(R

PRO
USH

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

EPUSP
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Propriedades da
Transformada de Laplace

(R

PRO
ST

0O 9.Multiplicacao pela fung¢ao exponencial

Se f(t) é transformavel por Laplace, com sua transformada sendo F(s),
entdo a transformada de Laplace

el r)l=Jr e pagean=f e fayde=F (s + o)

A multiplicacdo de f{?) por e* tem o efeito de substituir s por s+« .
Esta relacdo ¢ ttil para se determinar a transformada de Laplace de
fungdes do tipo e senwt € e cosot como mostrado a seguir

L[sen(wt)]= Ifsen(mt)e‘”dt = o > =F(s)
ST+
Considere agora e* senwt

()

UNIVERSIDADE DE|
SAO PAULO

©®

EPUSP

— 0 —
B[e “sen ((ut)]= _[0 sen(ot)e T dt = > =F(s+a)
(s+a) +o
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 24
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Propriedades da @

PRO

Transformada de Laplace ush
O 10.Mudanca de escala no tempo s
As vezes numa analise de sistemas fisicos ou anélise dindmica muda-se €

a escala de tempo ou normaliza-se uma dada fungdo do tempo. O EPUSP

resultado normalizado é importante porque pode ser aplicado a
diferentes sistemas desde que tenham modelos matematicos similares.
Considere a mudanga de escala no tempo dada por

z Entdo f(t) pode ser escrito em termos da nova
o escala de tempo de modo que

B[f(i):l = Iff(ije_“dt Seja U t,—> t=at, as=s, entic
o a a

B[f(éﬂ :Igof(tl )e_s‘t‘d(atl)”‘fgof(ll Jeidt, = aF(s,) ew

B[ f(éﬂ = aF(as)

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 35
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Propriedades da @

Transformada de Laplace l%%
O Mudanca de escala no tempo (cont.) s
Considere o exemplo S@P
f(t)=e" com a mudanca de escala f(é =lapt %

‘e[f(t)]:‘e[eit]:F(S)=S1? Portanto

t

Note: ,e[f(,ﬂ = aF(as)
B[f(fﬂ=£[e‘°-2‘]=5F(5S)=% o

5
Este resultado pode ser verificado fazendo-se a transformada de e
B[ 020 ]= 1 )
s+0.2 Ss+1
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessba - EPUSP-PRO 36
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(R

Transformada inversa de Laplace ;o

E[FE)] = f1) ,1>0
Matematicamente f(t) ¢ determinada a partir de F(s) pela expressdo

_ 1 c+ joo St
f(t)= G Ic_ij(s )e*ds

Onde c € a abscissa de convergéncia, real, escolhida com valor real
maior do que as partes reais de todos os pontos singulares de F(s). A
integragdo da equagdo acima é complicada. Se a F(s) estiver disponivel
numa tabela de transformadas € facil determinar f{#). Caso contrario tem-
se que usar métodos de expansdo para achar f(z)

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO 27
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(0] processo de passar de uma expressdo com variaveis complexas para | uwersDAE pe
o dominio do tempo ¢ chamada transformagdo inversa e ¢ denotada 3
por L Matematicamente i ol

37

inversa de Laplace. Separando a F(s) em componentes @)
F(s)=F(s)+Fy(s)+-+F,(s)
Se as Fi(s) sdo conhecidas entao

L[F(s)]=£'[F (s)]+ L [Fy(s)]++ L"[F,(s)]= fi(t)+ fo(t)+++ f,(1)

onde as f; sdo transformadas inversas das F(s). Para problemas em controle
F(s) ¢ frequentemente representada na forma:

(R

Transformada inversa de Laplace
ISP

Meétodo de expansdo em fragdes parciais para determinar transformada = uuversiace oe
SAO PAULO

EPUSP

B(s)
F(s)=
Als)
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 29
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(R

Transformada inversa de Laplace ;o
CSH

Consideracoes sobre os polinémios 4(s) e B(s) UNVERSIDADE DE
* O grau de B(s) ndo ¢ maior do que o grau de A4(s). .
* E necessario conhecer de antemdo as raizes de A(s) para se Ef’:sp
aplicar o método (o método ndo ¢ aplicado enquanto o
denominador nao for fatorado).
» A vantagem do método € que as F(s) sdo fungdes muito simples

de s. Considere F(s) escrito na forma fatorada:
F(S)zB(s)=k(s+zl)(s+z2)---(s+zn)
A(s) (s+p)(s+py)--(s+p,)
Onde os p; z; sdo grandezas reais ou complexas.

« E importante que a maior poténcia de s em 4(s) seja maior do que
a maior poténcia de s em B(s).
*» Caso o grau de s em A(s) ndo satisfaca a condi¢cdo acima deve-se
dividir os polindmios.

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pesséa - EPUSP-PRO 39
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(R

Transformada inversa de Laplace
ISP

O Expansdes em fragdes parciais quando T
F(s) tem apenas polos distintos ®

Se os polos sao distintos F(s) pode sempre ser expandida em Ra

soma simples de fragdes parciais
F(s):B(S): e L R

A(s) s+p s+p S+ Py
Onde B(s) e A(s) sao polinébmios em s, a, sdo constantes
chamadas residuo no polo s = -p,. O valor de a, pode ser
encontrado multiplicando-se ambos os lados desta equagao por
(stp,) e fazendo s = -p, .

B(s
B0 s pi)=
A(s)
a; ay aj a
= (s+pi)+ (s+pi)+-+ (s+pp)+-+—"—(s+p,)
S+p1 S+p2 S+pk S+pn 40
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pessoa - EPUSP-PRO
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(R

Transformada inversa de Laplace ;o
CSH

O Expansoes em fragdes parciais quando s
F(s) tem apenas polos distintos (cont.) @
B(s) Pois, nesse caso, todas as parcelas se anulam,
[(s +pk)i| =ay; exceto a parcela do polo p,
A(s) S =P
Temos que
.B{ il }z @@
s+ Pk
Como

L[F(s)]= £'[F(s)]+ L[Fy(s)]+-+ L"[F,(s)]= fi(t)+ fo(t)+-+ f,(1)

f(t)zaleplt +Cl2€pzt +...+anep”t) Jyﬂ?’dlZO
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(R

Transformada inversa de Laplace
ISP

QO Exercicio 1: Determinar a transformada "R
inversa de ®
EPUSP
s+3

FO)= 6 +2)

O Fazer ja

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 42
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Transformada inversa de Laplace

O Determinar a transformada inversa de
F(s)= . s+3
(s + 1)(S + 2)

Expandindo em fra¢des parciais: F(s)= s+3 -4 )

(s+1)(s+2) s+l 542

Usando a formula {B(s)(s +pk)}

(R,

PRO
USH

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

EPUSP

= ak
Als) S =Pk
s+3
a=| —3F2  (s41) =
(s+1)(s+2) s=-1
s+3
ay=| 52 (5+42) =
(s+1)s+2) s =—2
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pesséa - EPUSP-PRO 42
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Transformada inversa de Laplace

O Exercicio 1 (cont.)

8 o a —
Vimos que £’ k| =g e P
S+ Pr

. —
) =LF(s)]=L" = |+ L
S+1|

1 s+2]

2z

flt)=2e" —e™ 120

set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 44
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o

Transformada inversa de Laplace ;o
CSH

UNIVERSIDADE DE

O Exemplo 2: Achar a transformada inversa =
de Laplace de ®

EPUSP

3 2
+55° +9s+7
e 524552 495+7| B(s) —§3—5§2—85—4 (5+2)(5+2/
()= it iy(s+2) | Als) G+2)
s+L)(s 0 0 s+3

3 &2
Portanto ‘ G(s)=" +55"+9s+7 o s+3

(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pess6a - EPUSP-PRO 45
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)

Transformada inversa de Laplace
ISP

0 Exemplo 2 (cont.) g o
(3
Note que o tltimo termo a direita se refere ao exemplo anterior Slgp
Entao —pl _pl 2 pl =l  s+3
m)  f(1)=£'[G(s)]=£"[s]+2£[1]+ £ [(s+1)(s+2)

Cuja solugao ¢

f(t)=2e" - 120

A transformada de Laplace do impulso unitario e do de sua derivada
sdo respectivamente 1 e s. Portanto:

Portanto mmmsy /(1) =D5(1)+28(t)+2e™ e
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Pontos Ordinarios e @

. PRO

Singulares - Polos e Zeros ush

O Pontos no plano s em que a fungao G(s) é analitica sao oo
chamados de pontos ordindrios. Os pontos do plano s em (3
que a fungao G(s) nao é analitica sao chamados pontos EPUSP
singulares.

QO Polos sao pontos singulares nos quais a fungao G(s) ou
suas derivadas se aproximam do infinito

a Exemplo: G(S)= I((57+Z)2 Tem polos em s = -p; € s= -p,
(s+piXs+pa)

Se lim G(s)— w esea fungdo G(s)s+p)" (n=123,..)tem um valor finito

s>-p
ndo nulo em S = —p entdo — p ¢ chamado de polo de ordem n. Se n =10 pdlo
¢ chamado de polo simples. Se n =2,3,... o pdlo é chamado de pélo de

segunda ordem, terceira ordem e assim por diante.
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Pontos Ordinarios e @
Singulares - Polos e Zeros i

Q Zeros sao pontos ordinarios nos quais a fungao G(s) é N RoPAULe
zero (4

O Existem pontos no infinito e no finito que podem levar G(s) EPUSP
para zero. Se pontos no infinito sdo levados em conta a
G(s) tera o mesmo numero de polos e zeros
K(s+z)

(5+P1XS+P2)2

Por exemplo, esta fun¢do tem um zero em s = -z. Se pontos no infinito sdo também

considerados G(s) tem o mesmo numero de polos e zeros. No exemplo acima G(s) tem 2
zeros no infinito em adi¢do ao zero finito dado por —z. Note que:

K(s+2z)
Gls)-—RG*ra)
(S+P1)(S+P2)2

G(s)=

lim G(s)= lim (%)—) 0 Portanto temos 3 polos ¢ 1 zero
s> s—>00
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o

Resumo 1 de 4 PRO

USH)

UNIVERSIDADE DE

Linearidade ou [ () | = [ £t e) = SAPLO
Homogeneidade - l_C{ fl“-l =al ]-f( “‘l —¢ F(S) EP

Aditividade Ll ()L [=£[ £(0) L[ AO]=F ()£ F(s)

m)/(V\/ ft-a)t-a) /‘\/
o' t 0« t

Translagao no

tempo ] P s
—SiT+m) 1
| AU dr = e “F(s)
= =i
set-20 Mauro Spinola - Marcelo Pesséa - EPUSP-PRO 40
Escola Politécnica da Universidade de Saoc Paulo Departamento de Engenharia de Produgac

49

)

Resumo 2 de 4 PRO
uSyy

UNIVERSIDADE DE|

SAO PAULO
®
EPUSP

Derivagao d

L (@)= E D) = 9 8 (5= 3 ()

Derivagao

de ordem n L[D”f(t)]z s"F(s)—=s""f(t)—--—sD"? £(0)-D"" £(0)
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set-20

Resumo 3 de 4 PRO
ISH

Teorema S
do valor £(07)=limsF(s)
inicial §—>00
Teorema 1 — T
do valor hm f(t) - hm SF(S)
final t—>0 s—0
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Resumo 4 de 4 PRO
STy
MRoPauio
®
EPUSP
Multiplicacao
ela fungao - ™ _ s ® (g
pronen‘}cia, elef)]= jo e f(t)e " dt =j0 e £()dt =F (s + )
Transformada . 1 y
iversade & '[F(s)]=f()==— [ F(s)e"ds,t>0
Laplace 27[] oo
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[4] - Modelagem de sistemas @

dinamicos com Transformadas de e

Laplace ush
PRO3252

Automacao e Controle
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