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1) Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias indepen-
dentes tais que P (Xn = n) = 1

n e P (Xn = 0) = 1 − 1
n . Prove que

Xn não converge quase certamente para 0.

Solução: Usaremos o corolário 3.2.1. Seja o evento Ak = {w : Xn >
1
m}.

Portanto

∞∑
k=1

P (Ak) =
∞∑
k=1

1

k
=∞

(a série harmônica).

2) Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com distribuição uniforme no inter-
valo (0, θ). Prove que max{X1, ..., Xn} converge quase certamente para
θ.

Solução:
Seja o evento Ak = {w : |max{X1, ..., Xk} − θ| > 1

m}. Portanto

∞∑
k=1

P (Ak) =

∞∑
k=1

P (max{X1, ..., Xk} < θ − 1

m
) =

∞∑
k=1

Πk
i=1P (Xi < θ − 1

m
) =

∞∑
k=1

(P (X1 < θ − 1

m
))k =

∞∑
k=1

(
θ − 1

m

θ
)k <∞.

A série é geométrica com razão menor do que 1, portanto convergente.
Como o resultado é independente do valor de m, vale para qualquer m.
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Pelo Corolário 3.2.1 temos que max{X1, ..., Xn} converge quase certa-
mente para θ.

3) Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias positivas,
independentes e identicamente distribuidas com segundo momento finito.
Defina

Zn = (πni=1Xi)
1
n .

Use a Lei dos Grandes Números e prove que Zn converge quase
certamente para um valor c. Qual o valor de c?

Solução: Seja (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias positivas,

independentes e identicamente distribúidas com segundo momento finito.
Cosidere

Zn = (

n∏
i=1

Xi)
1
n .

Como E[X2
i ] <∞ , E[Xi] = µ, existe.

logoXi é integrável e tem variância finita, denotaremos e V ar(Xi) =
σ2.

Definimos Wn = ln(Zn) e temos

Wn =
1

n
ln(

n∏
i=1

Xi) =
1

n

n∑
i=1

lnXi.

Como ln é uma função côncava, pela desigualdade de Jensen

E[lnXi] ≤ lnE[Xi] = lnµ <∞,

definiremos E[ln(Xi)] = µ∗.
Como Wn é a média aritmética das variáveis lnXi independentes,

identicamente distribúidas e integráveis com média µ∗, , pela lei forte de
Kolmogorov, ln(Zn) = Wn →qc µ∗. Desde que a função exponencial, ex,
é cont́inua, vale
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Zn = eWn →qc eµ∗ = eE[lnXi].

4) Seja X uma variável aleatória com distribuição uniforme no inter-
valo (0, 1). Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias definidas
por Xn = ln{ 1

1−X+ 1√
n

}. Prove que Xn converge quase certamente para

uma variável aleatória Y . Qual a distribuição de Y ?

Solução:
Observe que

Xn = ln(
1

1−X + 1√
n

) = − ln(1−X +
1√
n

),

Portanto

lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

− ln{1−X +
1√
n
} =

− ln{1−X + lim
n→∞

1√
n
} = − ln(1−X)

a penúltima igualdade vale pois o logaritmo é uma função cont́inua.
Como o limite independe de w ∈ Ω, N c = {w : limn→∞Xn(w) =
− ln(1−X(w))} é tal que P (N c) = 1.

Agora definiremos Y = − ln(1 − X) e calcularemos sua função de
distribuição acumulada.

G(y) = P (Y ≤ y) = P (− ln(1−X) ≤ y) = P (1−X ≥ e−y)

= P (X ≤ 1− e−y) = 1− e−yI(0,∞)(y),

pois a função de distribuição acumulada de X ∼ U(0, 1) é F (x) =
xI(0,1)(x) + I[0,∞)(x) .

Logo Xn converge quase certamente para uma distribução exponen-
cial.
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