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Introdugdo

Equagdes diferenciais lineares

Aqui consideramos sistemas lineares de primeira ordem tais como
x(1) = A(0)x(1) (1)
em que

Q i(r) = &(1).

Q A: [t, 1] — R™" & uma matriz cujos coeficientes A;;(¢) s3o fungdes continuas.

@ x(r) € R" é chamado vetor de estado ou simplesmente estado do sistema (1).

@ Ao longo da disciplina adotaremos a notacao do livro de R. Brockett.

x € R" denotard um vetor coluna,
ie., uma matriz n X 1.
Jax' € R" representard um vetor linha, uma matriz 1 X 7.
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Note que (1) também engloba equagdes lineares de ordem maior tais como
Y (0) = a1 (V1) + 4 a0y (1) + o6y (1)

k. 9
onde y®*) = % para k > 0. Com efeito, se tomamos x; = y(”l) obtemos que

a0 =y = x(1)
(@) = Y0 = x3(1)
) = YO0 = an1(Dx(0) + ... + a1 (O)x2(r) + 0 ()x1 (2)
e assim
)'Cl 0 1 0 aoc 0 X1
X2 0 0 1 0 X2
Xn ao(t) ai(t) aa(t) ... au—i(2) %
Veja que esta ideia pode ser estendida para equagcdes simultaneas. J
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Oscilador harmo6nico

Recordamos que a equagdo do sistema — uh
mecanico ao lado é

my+ by +ky = u o
b
onde m € a massa do corpo, b o

amortecimento € k a constante
elastica. y é a saida e u o controle.

.’ Figura: Massa mola amortecido.

Definindo as varidveis de estado x; (1) = y(¢) e x2(t) = y() obtemos

() =30 =x) e b)) =50 = - (- by~ k)

que nos da
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Inicialmente vamos mostrar que (1) possui solu¢éo tnica.

Seja A(¢) € R™*" uma matriz cujos coeficientes A;(¢) sdo continuos em [fo, 1].
Entdo existe no maximo uma soluc@o para x(r) = A(¢)x(¢) definida para todo
t € [to, 11] satisfazendo x(zp) = xo € R".

Proof. Sejam x; e x, solu¢des da equagdo. Por linearidade
2(6) = (1) — xa(0)

também satisfaz a equagdo mas com condi¢do inicial z(f) = 0. Assim

2 (IP)

2:(1) - 2(1)
2(A(1)z(1)) - 2(t)
- Z Z 24;(1)(1)z()

2 2
< 20 lz(0]" max |A;(1)]-
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Dai, se n(f) = 2n* max;; |A;(¢)| temos que
n ij 1440

9 (1) = n@ )P <0 e € fo, .

T f,:) n(s) ds

Logo, se tomamos o fator integrante p(¢) = obtemos que

& (p0I0I) <0 Vi€ [,
que implica, pela integracdo da desigualdade em [1o, 7] que
()]l = p(t) ()| <O V1 € [10, 1],
Como z(f9) = 0e p(r) > 0 em [to, 1] concluimos que
lzO)IF <0 Vr€lo,n] = [z =0 Vi€ to,n].

Portanto x; (1) = x2(¢) em [t t1].
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Existéncia

Seja {e1, e2, ..., e.} a base candnica® de R" ¢ suponha a existéncia de solugdes
D (t,10), ..., Pu(t, 10)
para a equagdo x(z) = A(#)x(¢) sujeita ao valor inicial x(fo) = e¢;com 1 <i < n.
Logo, se xo = aje; + ... + axen, entdo
x(t) = a1 @ (8, t0) + ... + anDa(t, 1)

satisfaz
x(r) = A(H)x(r) com  x(fo) = xo

garantindo a existéncia de solugéo para qualquer xo € R".

V.

Desta forma, € suficiente provamos a existéncia das solugdes ®;(z, 7o) para 1 < i < n.

2¢; = (0, ..., 1,...,0) com 1 na i-ésima posigio 1 < i < n.
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Existéncia

Note ainda que se tais funcdes existem e definimos a matriz
O(1,10) = [P1(t,10) Pa(t,00) ... Pult,t0)]
entdo
B(1,10) = [A[)D1 (1, 10) A()Pa(t,10) ... A(t)Du(t,10)] = A(1)D(1,10)
com ®(to, to) = [e; .. .e,] = I. Desta forma temos que a funcdo vetorial

t € [to, 1] — D(t,10)x0 € R”

resolve o problema de valor inicial x(f) = A(#)x(¢) com x(f0) = xo.

Assim garantimos a existéncia de soluc@o para o problema (1) provando a existéncia
da fungdo matricial ®(z, o) para t € [fy, ;] com condigdo inicial ®(t, 1) = I. J
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Existéncia

Permita-nos recordar:
i) Dizemos que uma sequencia de funcdes escalares {x(7) }xen definidas em
[fo, 1] converge, se existe x(¢) também definida em [fo, #;] tal que
lim x(r) = x(¢) Vt.
k— o0

ii) Dizemos que {xi(¢) }ren converge uniformemente se existe uma fungio x(z) tal
que, dado € > 0, existe N(¢) € N tal que para todo k > N(e)

sup |x(r) — x(1)| <.
1€lto,1]

iii) Uma série de fungdes x;(7) + x2(¢) + ... + x(f) + ... converge se sua sequencia
de somas parciais s (f) = Zle x;(t) converge para cada t. Se s; converge

uniformemente, dizemos que a serie converge uniformemente. Quando
> i>1 [ (r)] converge, dizemos que >, -, xi(f) converge absolutamente.

iv) Uma sequencia de matrizes {M; }ien converge se as sequencias de fungdes
formadas por seus elementos {(Mx); }ren convergem. Analogamente se define
convergéncia uniforme de fun¢des matriciais, bem como convergéncia de série
de matrizes, convergéncia uniforme e absoluta.
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Existéncia

Teorema

Seja A(t) € R"™*" com coeficientes continuos em [f9, #1] € considere a seguinte
sequencia de func¢des matriciais {M; }«>o definidas recursivamente por

Mk(l‘) =1+ /tA(S)Mkfl(S)ds com My=1.

fo
Entédo
o {Mi}r>o converge uniformemente.
o Se ® = limy 00 M, entdo 4 &(t,10) = A(1)®(t, o) com ®(10, t0) = 1.
o Em particular, x(¢) = ®(¢, 70)xo € solugdo de

x(r) = A()x(¢)  em [fo, 1]

com valor inicial x(#) = xo € R".

*

Na prova do teorema usamos o M-teste de Weierstrass.

A funcdo matricial ®(z, %) é chamada matriz de transicéio do sistema (1).

*

{M; }ren é uma aproximacio sucessiva para D(z, 7).

*
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Existéncia

Prova. Inicialmente observe que

M) = I+ / " A(s) M (s1)ds1
- I+ /0 "As:) (1+ /0 SlA(sQ)Mk_g(sz)dsz) ds:
— /O "Als1)ds: + /to "Als) /0 " As) <1+ /to SZA(S3)M,C,3(S3)dS3) dsads,

; I+ /tA(sl)dsl + /IA(sl) /SlA(Sz)dszdﬁ + ..

fo fo fo

+/tA(sl)/SlA(sz).../Sk_lA(sk)dsk...dszdsl

to to to

que nos da

Mi(t) — M (8) :/tA(sl)/slA(sz).../Xk_]A(sk)dsk...dszdsl.

fo fo fo
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Existéncia

Seja n(t) = max; |A;(1)[. Como | (AB), | < nmax; |A;| max; |B;| temos que

My — Mi_ 1) (1) = ‘ (/I[:A(sl) /01 A52)... /[:H A(sk)dsk...dsgdsl)f

/)

sy Sk—1
< nk_I/ / / max |A;(s1)| max |A;j(s2)]... max |A;(sk)|dsk...dsrds:
0 1o & i i ij

t N1 Sk—1
nk—l / / / 77(31)77(5‘2),,,’r](sk)dSk...dS2dsl-
n J1 [0}

Seja agora (¢ f n(s)ds e observe que integrando por partes temos

Sk—2
/ / 1 (sk—1)1 (k) dsidsi— 1—/ N(sk—1)Y(sk—1)dsg—1
fo

—/ _2 (k1) (sk—1)dsk—1

fo fy

2
/ / n(sk—1)n(sk)dsedsi—1 = w

= P(sr)|”

que implica
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Existéncia

Logo
Sk—3 k=2 [Sk—1 St—3 205
/ / / N (sk—2)n(sk—1)n(sk)dsidsk—1dsi—> 2/ n(sk—2)¥dsk—2
fo fo fo to
3 _ Sk—3 2
_ 2 (ska) s 2/ gl (sk’z)n(sk_z)dsk_z
2 1 s 2
que nos da
Sk—3 2 3
Y (sk—2) Y (sk=3)
=R g ATE=9)
/to n(sk—2) > Sk—2 32
Entao

3
/ / / .S‘k 2 n(sk 1)7](Sk)dskdsk |dS1< 2 = %

Desta forma obtém-se que

k
- t
|(Mi — Mi—1)(1)| < n*~ l/ / / Y0 (s2)...m(sx)ds...dsrdsy = n* l—fyk(' )
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Existéncia

Assim temos que cada termo na série

k
(Mky—MOz/“FZ — M)
=il

¢ menor que seu termo correspondente da série

1+7(r)+n722(t) +n2%+...: L+ L ((mg)) . (mg,(;t))g +)
=1+’y(t)+%(e""/(f) 11—t )) 1 _%_’_ n;(r)

Como ~v(#) é uma fungdo limitada em |[fo, #;], obtemos do M-teste de Weierstrass que
a sequencia {M; }, converge uniformemente para um limite ® dado por’®

o(t,1) = I—l—/IA(sl)dsl+/,A(sl)/S]A(s2)dszdsl+...

1 1o 1
t s1 Sk—1

+/ A(S1)/ A(Sz).../ A(Sk)dSk...dSzdS] =+ ...
1 1 10

3Esta série é chamada de Peano-Baker.
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Existéncia

Pela convergéncia uniforme podemos derivar a série ¢ termos a termos obtendo

t t 51
Yote) = ° (I+/A(sl)ds| +/A(sl)/ A(s2)dssdsy + ..
dt dt o o %
t S Sk—1
+/ A(Sl)/ A(Sz).../ A(Sk)dsk...dSstl +>
o fo I
t
_ A(t)—&—A(t)/A(sz)dsz-i-...

fo

+A(Y) /’A(SZ)... /XH Alse)dse...dsz + ...

fo 0]

= A®) (I—&—/tA(sz)dszdsl+...—|—/tA(sz).../Sk_lA(sk)dsk...dsz+...)

fo 1o fo

= A(0)P(t,1).
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Existéncia

Finalmente, temos

L1, w)0) = 10000 = 401 1)

com D(fo, to)xo = xo que garante a existéncia de solu¢des para

x(t) = A()x(t)  com condig¢do inicial x(7) = xo.

Se A € R"*" € constante temos que

A%(r — 1)? A (r = 1o)*
®(1,10) = I+A(t—to)+u+...+u

_ eA(t—to).
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Existéncia

Prova. Basta calcular a série de Peano-Baker com a hip6tese A constante.

1 t 51
B(t,0) = 1+/ Als1)dsy +/ A(sl)/ A(s2)dsadst + ..
to to to
t S1 Sk—1
+/ A(Sl)/ A(Sz).../ A(Sk)dsk...dSstl =4 ...
Iy fo 0]
= I+A/dS1—|—A // ds>dsy + ..
+A / / / .dsadsy + ..
= I+A(t—to)—|—A /( Zo)dsl + ...
fo
Ak /I kfl
+—— (Sl — l‘o) dsy + ...
(k - 1)! fo
o que nos d4 o resultado desejado. g
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Exercicios

1. Integrag@o por partes

Prove que se f e g sdo fungdes com derivada continua em [a, b], entdo vale a férmula
b b .

- i ar

a

[ 1980 =50 )

e h(x)]b — h(b) — h(a)

“Integre a férmula de derivagdo do produto.

2. Uma particula em movimento

Uma particula se move em linha reta com velocidade v(r) = *e~" metros por

segundo ap6s ¢ segundos. Quéo longe ela viajara durante os ¢ segundos iniciais?
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Exercicios

3. Nao unicidade

Encontre duas solugdes diferentes para a equagao ndo linear

x(t) = /x(t) com condi¢do inicial x(0) = 0.

4. Produto de matrizes

i) Sejam A e B € R"*". Verifique que*

(L] = ety e ] it L0

ii) O traco de uma matrizA € R"*" é definido como a soma dos elementos de sua
diagonal tr(A) = 3. A;;. Mostre que:

tr(AB) = tr(BA) VA, B € R™".

“Use a defini¢@o de produto de matrizes.
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Exercicios

5. Convergéncia uniforme

Use o M-Teste de Weierstrass enunciado abaixo e em para mostrar que as
séries de funcdes a seguir convergem uniformemente.

a) ;m, x € (=00, +00) b) ;m7 x € [0, 400).

6. M-Teste de Weierstrass

Seja { fi }ren uma sequencia de funcdes reais definidas em I C R.

i) Mostre que a série de fungdes >, fi(x) converge uniformemente, se s6 se,
dado € > 0, existe N(e¢) € N tal que

‘zm:fk(x)‘<e Vxel e n,m>N(e).
k=n

ii) Suponha que |fi(x)| < M Vx € I e que -, My < oco. Prove que Y, fi(x)
converge uniformemente e absolutamente.
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