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EEL-US P

Leis de Kirchhoff: Nos, Ramos, Lagos e Malhas

dRamos representa um elemento Uinico como fontes ou resistores;

INOG € o0 ponto de conexao entre dois ou mais ramos; s e
Laco é qualquer caminho fechado de um circuito; e 59 b
, ~ : Sl ) v el . S — ,
(dMalha é um laco que nao apresenta outros lacos em seu interioy. T " T | ™
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Leis de Kirchhoff @@JL[ISP

Leis derivadas dos principios de conservacao de carga e energia.

LKC — Lei de Kirchhoff para Corrente LKT — Lei de Kirchhoff para Tensao

Lei das malhas

N N
Z inb=0 * Uz - F Ij}' " Z v, =0
n=1 o o

Lei dos nds

i1+ (i) +izs+is+(—ig) =0

i1+i3+i4=i2+i5
lin = Lout —Qv; + Qv + Qv — Quy + Qus =0
fiin(t)dt = fiout(t)dt Qv + vz +v5) = Qv + 4)

v2+v3+v5:v1+v4

Qin = Qout
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Analise de Malhas CEL-TSH

Escela de Engenbaria de Lorena

dMétodo que utiliza a LKT para determinar as “correntes de malha” a partir
das quais € possivel obter a tensao e corrente dos elementos de um circuito.

0 circuitos com

<10 .

fontes de tensao.

{1 7
15V () 240 Mas também pode
ser empregado

@ 10V -
guando existem

fontes de corrente.

YW ; .
\) Mais adequado a
pS
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Analise de Malhas: Procedimento EEL-TSH

Escela de Engenbaria de Lorena

1 - Atribuir as “correntes de malha”.

50 6Q
A A Deve ser adotado o
\) mesmo sentido
<100 para as correntes
<
15V :D @ @ 1554{1 de malha.~
> Por convengao
@ 10V costuma-se utilizar
o sentido horario.
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EEL-CSH

Analise de Malhas: Procedimento

2 - Identificar as “polaridades” dos elementos nao polarizados de acordo
com o sentido das correntes de malha.

50 6 Q)
A YWy Deve ser adotado o
+ \) mesmo sentido
=100 para as correntes
p
—t +. de malha.
sv(®) (i L) 40 '
— Por convengao
@ 10V costuma-se utilizar
o sentido horario.
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EEL-CSH

Analise de Malhas: Procedimento

13 - Aplicar a LKT a cada uma das malhas utilizando as correntes de malhas
ao invés das correntes nos ramos.

50 60 Malha1l 5i +10(; — i) +10-15=0
LYYV

+_

+_

L ANN—
{ I

+ L
sv@ ()7 ) zea
- Malha 2 6i, + 4i, — 10 + 10(i, — i;) = 0
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Analise de Malhas: Procedimento

14 - Obter as equacodes das malhas.

50 60 Malha1l 5i +10(; — i) +10-15=0
+E L PV 15i; —10i, =5 =5
+ - 34, — 20, = 1 Atencao especial
<100 deve ser dada
_3_|_ +
15V() @ @ 40 aos elementos
* 2 :
- Malha 2 6i, + 4i, — 10 + 10(i, — i;) = 0  comuns as duas
() 10v malhas
20i, — 10i; = 10 = =10

_il +2l2 == 1
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ey EEL-CSH

Analise de Malhas: Procedimento

15 - Solucionar o sistema de equacoes para obter as correntes de malhas.

3i1 — 212 — 1
50 6 () —i; +2i,=1
—\VWW AAAA —
L Para resolver o sistema de equacoes é possivel
=100 utilizar diversos métodos, como substituicao,
15V i) @ @ <40 eliminagao, regra de Cramer ou inversao de
1 matrizes.
(*)10v
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EEL-CSH

Analise de Malhas: Procedimento

15 - Solucionar o sistema de equacoes para obter as correntes de malhas.

Usando substituicao
—*fﬁfx w?vﬁ.r— 3l —2i =1
L — ot 2 =1
;mﬂ -
15V i) @ @ g-ﬂlﬂ 1 =2i,—1
1 32i,— 1) —=2i, =1
(D 10v 6i, —3—2i, =1
4i, = 4
i,=14 ipb=2x1-1 ib=1A4
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Analise de Malhas: Procedimento

15 - Solucionar o sistema de equacoes para obter as correntes de malhas.

A A
Usando regra de Cramer i1 =% i =~
50 6 () , _
—AAAN AMNN— 311 — le =1 3 »
—i; +2i, =1
100
15v(2) @ @ 240 1 -
1 | | 2+2 4 p
() 10v N A Z "1
A 50 3+1 4
2 _1—-1 1 +
=—= —=14
27N A 4 4
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EEL-CSH

Analise de Malhas: Procedimento

16 - A partir das correntes de malhas calcular as correntes nos ramos.

Il 5ﬂ IE 6ﬂ l2=1A l1=1A
—AWAN ANWN—
I
U : L=i;=1A4
= 100 LL=i,=1A

. : <
15V () @ @ 40 L=ij—i,=1-1=04
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Analise de Malhas: Procedimento

7 - Calcular parametros de interesse a partir das correntes dos ramos.

Il = 1A
Iosa L 60 Ib=14
—AWAN ANWN—
U I, I, =04
<100
T Veq =51, =5V

V@ (7)) | (@) e

< U6Q=612=6V
=+
& 10v Viq = 4l =4V

V1o = 1013 =0V
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EEL-CSH

Analise de Malhas por Inspecao

IMétodo genérico para obter diretamente as equacdes das malhas.

50 6 Malha 1 5i; +10(; — i) +10—-15=0
—AAN AN 5l1 4 10l1 _ 10l2 +10—15 =0
104 3y — 20 = 1

-4 Q)

o
-
| +
_/
)
AAAA

Malha 2 6i, +4i,—10+10(i, —i,) =0
(i 10V S . .
6l2 + 4‘l2 — 10 + 10l2 — 10l1 = O

_il +2l2 = 1
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EEL-CSH

Analise de Malhas por Inspecao

Malhal 5i;+103G;—-i,)+10—-15=0

50 6 ) 5i; + 10i; — 10i, + 10—-15=0
—VWWy WA ("= \
\) I 5i; + 10i1:— 10i, +10—-15=0
|
<100

Somatoria da tensao dos elementos da malha 1

-4 Q)

o

-

| +
_/
)
AAAA

Malha 2 6i, +4i,—10+10(i, —i,) =0
(i 10V e : :
6l2 + 4‘1,2 + 1012 — 10l1 — 10 = 0

Somatoria da tensao dos elementos da malha 2
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Analise de Malhas por Inspecéo EEL-TSH

Escela de Engenbaria de Lorena

Malhal 5i;+103G;—-i,)+10—-15=0

50 6 () 5i; + 10i; —10i, +10—-15=0
—— VW AN rT T
\> 5i + 1Oi1:— 10i5;+10—-15=0
-
=
< 104 Subtragdo da tensao do elemento comum a malha adjacente
15v() @ @ 240
| Malha 2 6i, +4i,—10+10(i, —i,) =0
() 10v — | _
6i, + 4i, + 10i, —10i; —10=10
, _——_—_——
|
6iy + 4iy + 10iy— 10iy— 10 = 0
N —_—

Subtracao da tensao do elemento comum a malha adjacente
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EEL-CSH

Analise de Malhas por Inspecao

Malhal 5i;+103G;—-i,)+10—-15=0

510 60 5i; + 10i; — 10i, + 10—-15=0
—WWWy VWA r——-=-" |
L 5i; + 10i; — 10i2:+ 10— 15=0
- —_—m e = /
2100 Insercao das fontes de tensao

-4 Q)

o

-

| +
_/
)
AAAA

Malha 2 6i, +4i,—10+10(i, —i,) =0

S

(T
|

Insercao das fontes de tensao
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Analise de Malhas por Inspecao

EEL-CSH

Escela de Engenbaria de Lorena

Malha 1 10i; + 12i; — 10i, — 12i;,—24 =0
Malha 2  10i, + 24i, + 4i, — 10i; — 4i3 = 0
Malha 3 12i; + 4i; — 12i; — 4i, + 4l, =0
Iy =iy — iy
22i; — 10i, — 12i3 = 24 22i; — 10i, — 12i5 = 24
—10i; + 38i, — 4i3 =0 —10i; + 38i, — 4iz = 0
—12i; — 4i, + 4iz = —4(i; — iy) —8i; — 8i, + 4i3 =0

il = 2,25 A iz = O,75A i3 = 1,50 V
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EEL-CSH

Método da Supermalha

JArtificio utilizado na analise de malhas quando existem fontes de corrente
no circuito.
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EEL-CSH

Método da Supermalha

(11 - Afonte de corrente restringe o valor da corrente no ramo em que ela se
localiza.
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EEL-CSH

Método da Supermalha

2 - Ao aplicar a LKT, o ramo no qual se localiza a fonte de corrente deve ser
considerado como circuito aberto.
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EEL-CSH

Método da Supermalha

2 - Ao aplicar a LKT, o ramo no qual se localiza a fonte de corrente deve ser
considerado como circuito aberto.

4 Q 3Q

v (*) Cl) 6Q @ i

—54
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EEL-CSH

Método da Supermalha

13 - Entao aplica-se a LKT.

iz =—5A

4 Q 3Q

0V D @ 60 @ 4i, + 61, — 61, = 10
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Método da Supermalha EEL-TSY

Escela de Engenbaria de Lorena

14 - Resolve-se os equacdes simultaneas resultantes.

40 30 i

VY'Y yvvy | 1011—612=10

10i; —6(—=5) =10

v (*) @ 62 (i, ; — 6(=5)
10i; = —20

=2

Quando a fonte de corrente ndo pertence a um

ramo que seja comum a duas malhas, a solucao é
simplificada.
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EEL-CSH

Método da Supermalha

15 - Nos casos em que a fonte de corrente é comum a duas malhas, € criada
uma supermalha.

—WW—* ~ 6Q 10 Q

)

=
<

N\
I
e
b
a—
<

N\

i . 0.7 i\ ’Supermalha (
Ramo considerado
como circuito aberto
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EEL-CSH

M é tO d O d a S u p e rm a l h a Escola de Engenharia de Larena

16 - Aplica-se a LKT a supermalha e a LKC para obter a solucao das

€qQuacoes. Supermalha
6 Q 10 Q
6 Q 10 Q . Y
/ oo TR _____

-2
0
AW
-2
—
<
N\
AW
N
O

\ 6i, — 20 + 10i, + 4iy = 0
=] 7]

il ‘\*-‘ [_} _,’J iz \ 6l1 + 14‘l2 = 20

Ramo considerado 3i; + 7i, = 10
como circuito aberto
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EEL-CSH

M é tO d O d a S u p e rm a l h a Escola de Engenharia de Larena

16 - Aplica-se a LKT a supermalha e a LKC para obter a solucao das

raW e B E IR oW 2V WY o W o4

6 L 7T 10Q Supermalha
e AA'A !;' — VWV
) \x‘ 6 Q 10 Q
' 20 2 YW WA—

b
=
<
N\
I
e
2
=
<
N\
AW
I
@

. 6iy; — 20 + 10i, + 4iy = 0
ii +6=i, Ramo considerado

como circuito aberto 6i; + 14i, = 20
3i, + 7i, = 10
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Método da Supermalha EEL- ISP

16 - Aplica-se a LKT a supermalha e a LKC para obter a solucao das

raW e B E IR oW 2V WY o W o4

6L 10 © Supermalha
— VWY !;' — VWV
; 6 10 ©
' 20 2 — W WW——

D e
0V @ 1 .' @ e 20V (%) §4£1

Ramo considerado _ _
como circuito aberto i1 +6=1 10i; = —32

i, =2,8A
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EEL-CSH

A n é l iS e N O d a l Escola de Engenharia de Loreng

dMétodo que utiliza a LKC para determinar as “tensées nodais” a partir das
quais é possivel obter a tensao e corrente dos elementos de um circuito.

5A
(<) Mais adequado a
~ circuitos com
40 2 fontes de corrente.
1 ——WW :
Mas também pode
20 6Q § 10 A ser empregado
guando existem
| fontes de tensao.
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EEL-CSH

Analise Nodal: Procedimento

1 - Selecionar um ndé como referencia.

A diferenca de
potencial é nula no
no de referencia.
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EEL-CSH

Analise Nodal: Procedimento

2 - Atribuir as tensoes nodais aos nos restantes.

5A
—@— As tensSes nodais sdo
10 i medlldas em reAIagfa\o ao
i —VWA no de referéncia.

29% 6Q§ (}) 104
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EEL-CSH

Analise Nodal: Procedimento

13 - Nomear as correntes em cada ramo do circuito.

5A
R
=5 — . . .
*‘1 1"1 > i) O sentido da corrente onde existem fontes
2 49 o ‘f_m de corrente é definido pela fonte de corrente;
. . L

W ii) Nos ramos em que nao ha fontes de

J,ig 2 is J, corrente o sentido pode ser arbitrado.
2Q 6Q § 10 A
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EEL-CSH

Analise Nodal: Procedimento

4 - Aplicar a LKC a cada um dos nds que nao sao de referéncia.

2 No 1 i1 =iy 4+ iz
fi=5 bij=>5
i I4=10
2 4Q o | e
U1 —*W\/\;_F
Jig i s
NOIZ i2+i4=i1+i5
20 6Q§ (1) 10A
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Analise Nodal: Procedimento

15 - Expressar as correntes nos ramos em termos de tensdes nodais.

S5A i ; V1 —Vy ; 171—0 . ; UZ—O
fi=5 = bij=>5
; =10 NO1 ii=i+i
240 | Mo 1= 2Tl
VOV - —0
5 — 5=v14v2+v12 X 4 20 =v; — v, + 24
Jiq I’Z IS
20 6Q§ (1) 10A 3v, — v =20
No2 i+tig=1i+is

1 V1 — Uy 172—0
= 10=5
4 T T 6

X 12 3v, — 3v, + 120 = 60 + 2v,

—3771 + 5772 = 60

Emerson G. Melo - Departamento de Engenharia de Materiais - Polo Urbo-Industrial, Gleba Al-6, Lorena, SP 12612-550, Brasil



ey EEL-CSH

Analise Nodal: Procedimento

16 - Resolver as equacdes resultantes para obter as tensdes nodais.

5A
3171 — vz — 20
Li=5 = bij=>5 —3v, + 51, = 60
2 4Q o | e
U ———AAN . . , :
! — Para resolver o sistema de equacdes é possivel
: 1 ; o . ’ . e o~
J“S ’ -"5* utilizar diversos métodos, como substituicao,
2Q 6Q § G 10 A eliminacao, regra de Cramer ou inversao de
matrizes.
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Analise Nodal: Procedimento EEL-TSH

Escela de Engenbaria de Lorena

16 - Resolver as equacdes resultantes para obter as tensdes nodais.

5A
3171_172:20
fi=5 = bij=>5 —3v; + 51, = 60
: =10
240 | Mo
W T
! — Por eliminagdo:
Jig 2 s 00
4v2=
20 6Q§ (1) 10A —
3v; — 20 = 20
— 3771:4‘0
v, = 13,33V
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EEL-US P

Analise Nodal: Procedimento

16 - Resolver as equacdes resultantes para obter as tensdes nodais.

5A
3171_172:20
fi=5 = bij=>5 —3v; + 51, = 60
U 2 40 o | Y .
AW -
: — Pela regra de Cramer: A= | |=15-3=12
J’ig 2 20 -1
A 100 +60 160
50 (mg G 10 A "1:A1:60A5|: ——=—-=13333V
o, 12 2 180460 240
— _ A2 _1-3 60! _ +60 _
=TT o 1z 1z A0V
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EEL-US P

Analise Nodal: Procedimento

17 - A partir das tensdes nodais obter os parametros necessarios.

SA v, =20V v, = 13,33V
*":1:5 151—5 i,=5A
o L V|  —-— 1TV 13,333 —20 _ 1 666 4 Sentido real é
AW ) = -1, ,
‘ ne 4 4 oposto ao arbitrado
Jr '3 s Jr _1m=—0_13333-0_
la = = = 6,
20 60 § (Hwoa 7 2 2
i, =104
Pyq = isv; = 6,666 X 13,333

vr,—0 20-—-0
1 = 2 — = 3,333 4 P,o = 88,88 W
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. - CEL-TSF
Analise Nodal por Inspecao

(IMétodo genérico para determinar as tensdes nodais.

S5A i ; V1 —Vy ; 171—0 . ; UZ—O
fi=5 = bij=>5
; =10 NO1 ii=i+i
240 | Mo 1= 2Tl
VOV - —0
5 — 5=v14v2+v12 X 4 20 =v; — v, + 24
Jiq I’Z IS
20 6Q§ (1) 10A 3v, — v =20
No2 i+tig=1i+is

1 V1 — Uy 172—0
= 10=5
4 T T 6

X 12 3v, — 3v, + 120 = 60 + 2v,

—3771 + 5772 = 60
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EEL-CSH

Analise Nodal por Inspegao

(IMétodo genérico para determinar as tensdes nodais.

5A
fi=5 bij=>5
' =10 NO 1
D40 4
UIL\N\/\; 2 i v1—vy v —0
JIS I’Z IS
20 6Q§ (1) 10A
NO 2
1 V1 — Uy 172—0
= 10=5
x T
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EEL-CSH

Analise Nodal por Inspegao

(IMétodo genérico para determinar as tensdes nodais.

5A
’ V1 — Uy vl—O
_@_ Nol 5= Tt
*il:S 151:5 v v %
1 2 1
i i,=10 S5=——-——+—
O e VAVAYAY % % %
J. T* 714-11—72:5
53 2 IS
0 Q 6£1§ (1) 10A NGs| v, o, 720
4 6
1 V2 U
———410 = —
—+ VR 5+~
- Uy UV 1q
—+———=10-5
6 4 4
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EEL-CSH

Analise Nodal por Inspecao

— NG1 5="1"24 2
fi=5 bij=>5
: a2 h
2 4g . W=10 T4 12
4! —*\N\/\;___ (v, v vy Somatodria do produto da tensdo nodal
J i i s | 7_ ’ _le_ 4 5 pelas condutancias conectadas ao n6 1
2Q 6 Q § 10A ; VL —V v, — 0
d N62 ——2+10=5+-
4 6
Vi V3 2
———+10=5+—
1 4 4 * 6
- ,’v_z vy vy Somatéria do produto da tensdo nodal
I 6 er 4 10 - pelas condutancias conectadas ao n6 2
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Analise Nodal por Inspecao

2Q

EEL-CSH

Escela de Engenbaria de Lorena

SA
’ V1 — Uy V1 — 0
_®_ Nol 5= T
fi=5 bij=>5
. * st Y2 U
NPT S B 412
AAAA Y Subtrag¢ao do produto da tensao nodal
‘ T"" ‘ 71 + Zl:_ ZZ =5 pelas condutancias conectadas ao no
J 13 Z s * N adjacente
6 Q2 § 10 A 7 V1 — UV v, — 0
G NG 2 142+10=5+26
vy v v
Zl — Tz +10=5+—=
— v - = Subtracdo do produto da tensao nodal
2 —2:— LEe10- pelas condutancias conectadas ao no
6 4 4.1 :
- = adjacente
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EEL-CSH

Analise Nodal por Inspecao

— & NO1 s5="7T2y
*ﬁ=5 1ﬁ_5
. . sV V2
2 40 0, W=10 4 4772
U —*\/W\;_‘_P vy V1 it : Insercao das fontes de ,
Jig 2 is 2 4 4 , , correnteconectadasaonol
2Q 6 Q § 10A E V=V vy, — 0
G NG 2 142+10=5+26
1 V2 Uy
———+4+10=5+—
| 14 * * 6
- v, Uy 1 _( o \I Insergdo das fontes de
6 4 4 _{10 5 corrente conectadas ao n6 2
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EEL-CSH

Analise Nodal por Inspecao: Exemplo

. Vi V1 Vy V3
No 1 > t3 3 2_4
20 i v, VU, VU
AAAA NO 2 ?2"'_2_?1:4% 1
I, =—
4i 4
3Q § v vz 1
2 - 3.3
1 ——AA %3 No 3 2+ = —41i,
i
vy Vv % % 5vi v %
4 A +> 4 Q 6Q ?1+?1_?2_73=4 61_32_23=4
vy =32V
vV, VU, 1y vy vy 5v,
T I .. . — — _
L 372737 3 g P =0 v =256V
(%] %] V1 (%) 4] 4’[73 V3 = 62,4 V
242 = _ 4= — — > =
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EEL-CSH

M étO d O d O S U p e r n é Escola de Engenharia de Loreng

JArtificio utilizado na analise nodal quando existem fontes de tensao no
circuito.
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EEL-CSH

M étO d O d O S U p e r n é Escela de Engenharia de Lorena

1 - Considera-se o ramo onde esta localizada a fonte de tensao como um
curto-circuito.

=TT ~_ Supernd
e e jmmmmmm——————— o ~
//’ 1OQ \\\ ‘/ : : \\
7. —— AAMA——— N . 119 2.0y
. /7 === #
'I \ \\\ ______ - -
‘U 2V Uz,
WVl /
— @ > 2A 20 4Q 7A
N ,4’

Um supernod é formado por uma fonte de tensao
= conectada entre dois nés que nao sao de referéncia e
quaisquer elementos conectados em paralelo com ela.
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EEL-CSH

M é tO d O d O S u p e r.n é Escela de Engenharia de Loreng

(12 - Aplica-se a LKC ao superno e expressa-se a equacao em funcao das
tensdes nodais.

, , , vy —0 | v, — 0
ImT T T T T 2=l1+l2+7 l1 = 2 lp = 4

lfl lfz’m 2=v12_0+v24_0+7 X 4

2A(Y) 2Q  4Q (DTA 8 = 2v; + v, + 28

2171 + VZ = —20
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EEL-CSH

M étO d O d O S U p e r n é Escola de Engenharia de Loreng

(13 - Aplica-se a LKT ao laco contendo a fonte de tensao para obter a relacao
entre as tensdes nodais.

1 : 2
Tt + -1 —2+v,=0

i _v1+v2=2

LI el —-—— e o e Ew e Ew e e e e e oew sk e e e e e o
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EEL-CSH

M étO d O d O S U p e r n é Escola de Engenharia de Loreng

14 - Resolve-se o sistema de equacodes simultaneas para obter as tensdes
nodais.

2171 —+ vz = —20

Rt —v; + v, =2
110 210
______________ I ‘ vz =v1+2
1 I
ZA 1‘ l”A 2v, + vy +2 = —20
2A<D 20 4Q CD?A 3u; = —22
V1 = —7,33V
1 v, = —7,33 + 2
v, = =533V
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EEL-CSH

Exercicios Propostos

1 - Determinar as correntes de malha

2Q 90
— A AMA—
12Q
45V D G) (‘) Ci 30V
)
L A AMA—
4Q 3Q
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EEL-CSH

Exercicios Propostos

12 - Determinar as correntes de malha e a corrente I
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EEL-CSH

Exercicios Propostos

3 - Determinar as tensoes nodais

20
A
4i,
30 5
1 —WW ‘<~%3
yi
4A (3 4Q 6 Q
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Exercicios Propostos: Respostas

il - 2,5A

iz =0A4
2

i, =2,25A

i, =0,75A

i3 = 1,514

IO = 1,5A
3

V1 = 32V

U, = _25,6V

V3 = 62,4V
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