MAT 0234 - Medida e Integracao
IME-USP. Segundo semestre de 2020
Aula 4: conceito e propriedades de Medida (inicio)

Definigao: dado um espago mensuravel (X,.A) onde A é uma o-édlgebra, uma
medida g é uma fungao p: A — [0, +o0]
que verifica:

(a) u(0) =0

(b) u(E)>0VE C A

(c) se{A;} C A, j € N, disjuntos 2 a 2, temos pu(U;Z) = > -7 u(A;). Neste
caso dizemos que pu é o — aditiva

Se i nao tomar o valor +o00, dizemos que p é finita.

Exemplos:

(a) p: p(N) — RT medida de contagem, ou seja u(A) = ntiimero de elementos

em A.
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(b) A : p(N) — R' com A(n):WeA(A):ZneAW tem A(N) = 1 ou

seja que é uma probabilidade.

(¢) 4, : X — R medida de Dirac dada por 0,(F) =1 se a € F; e 6,(E) =
0sea ¢ E. Toda a medida estda num unico ponto.
Sobre a pergunta de aplicacoes, a J, ¢ utilizada para designar por exemplo
um impulso instantaneo. Por exemplo, na equacao da mola, pode aparecer no
segundo membro como uma forga instantanea. Para resolver esta equagao (a
coeficientes constantes) pode ser usada a Transformada de Laplace.

(d) Medida de Lebesgue ou Borel-Lebesgue nos Borelianos de R ou também no
intervalo X=[a,b]. Nos intervalos vale: u([ai,b1]) = b — ay

(e) Medida de Lebesgue ou Borel-Lebesgue nos Borelianos de R? ou também no
retangulo X=[a,b|x [c,d]. Nos retangulos R = [a1,b;] X [ag, bo] vale u(R) =
(b1 — a1)(b2 — a2)

(f) Outra medida: A((a,b)) = b*—a® nos intervalos, estende-se a uma medida sobre
os borelianos de R (a < b). Observe que )\(U+°° (aj, b)) = ST Aay, b;) =
S8 — a?) se forem disjuntos.

(g) Seja ¢ : p(N)— RT dada por ¢(A) = 0 se A finito , e ¢(B) = 1 se B infinito.
Entao nao é g-aditiva nem aditiva.

(h) Seja ¢ : ©(N) — R* dada por ¢(A) = 0 se A finito , e ¢(B) = +oo se B

infinito. Entao nao é o-aditiva mas é aditiva.
Propriedades da medida:

(a) Se A C B entao u(A ) < u(B)
Porque B = AU (B — A) onde A, B-A s@o conjuntos disjuntos. Logo u(B) =
W(A) + (B = A) > u(A)

(b) Se A C Bentao u(B—A) = pu(B) — p(A)
Segue da igualdade u(B) = u(A) + u(B— A).

(c) péfinitamente aditiva, ou seja, se { A;}7 C A, disjuntos 2 a 2, temos p(U7_,) =
-1 1(A;). Com efeito, basta considerar a sequéncia {4;} C A, j € N, com
Apir =0V k € N e usar a o-aditividade.



