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Recapitulacao e Inicio

Também vimos o conjunto R = R U 400 U —oo chamado o sistema dos reais
estendidos.

Define-se tem a ordem e operagoes usuais entre os elementos de R e a ordem
—00 < a < +00.

Também a(+ — o0) = sinal(a)(+ —o0) a # 0ea+ (+— ) =+ — oo.
Também 0.—oo0 = 0.4+00 = 0.

Nao serd definido +0o — (+00) ; —00 + 00 ; + — 00t
Topologia de R: os abertos sdo os abertos gerados pelos abertos de R e os conjuntos
[—00,a), (b,400]a, b € R

Incidentalmente vimos que os Borelianos de R ou R™ ou num espago métrico, contém os
conjuntos formados por um tinico ponto. Com efeito, em R temos a = N, (a — %, a+ %)

Vimos a definicao de espacos mensuraveis e de fungoes mensuraveis . Definicao geral e
definicdo para funcoes a valores em R, R, C.

Para verificar que uma fungao f : (X, A) — (R, B) é mensuravel basta verificar que

r € X com f(x) >a} € AV a €R ou para qualquer outra familia geradora de .
Depois mostramos que:

1. se f e g sdo mensuraveis entao f + g, fg, af + Bg, h(x) = sup(f(x),g(x), [T =
sup(f(x),0), f~ = —inf(f(x),0),|f| = fT + f~ também sdo mensurdveis.

2. Propriedades do limite de sequéncias.
Se (f,) uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis em X.

Entao sup(f.(z)),inf(fn(x)), limsup(f,(x)), liminf(f.(z)),lim(f,(x)) sdo fungoes

mensuraveis.

3. vimos o exemplo da funcao de Dirichlet que é mensuravel pela definicao, mas
também é mensuravel por ser limite de uma sequéncia (monétona) de fungoes men-
suraveis.

4. Outro exemplo. se f tiver derivada f’, entdo f’ é mensuravel porque f'(z) =

limvo0[n {f(z + ) — f(2)}].

5. Seja f: (R",B) — R com B a o-adlgebra dos Borelianos de X e f continua. Entao
f ¢ mensuravel.

6. Se f mensurdvel e g : (R, B) — R continua entao g(f(x)) mensurdvel.

Construamos as fungoes seguintes que usaremos bastante depois, sendo f > 0:



L 0< ¢n < dnps
2. f(z)=lim ¢p(x) Va2 € X
3. ¢, s6 tem um numero finito de valores .

4. Se f limitada entao {¢,} converge uniformemente para f

Seja uma partigao P, do intervalo [0,n] do eixo das ordenadas, por intervalos da forma
[7,7+1)/2" 7 =0,..n2" — 1. Consideremos

Ejn={x € Xj27" < flx) <(@G+127" =" (5,7 +1)/2"), e Bu = {f(x) > n}.
On(z) = & sex € Ej,

On(r) =nsex € E,

Esta sequéncia verifica as propriedades solicitadas.

Definimos

Para mostrar que ¢,, < ¢,11, basta observar que a P, refina a P,, dividindo cada
intervalo de P, em duas metades.

Como fica para as fungoes negativas? Como fazer para obter uma sequéncia decrescente,
considerando f limitada? Sugerimos completar os detalhes como exercicio.

Seja f: (X, A) — R mensurdvel. Entao existe uma sequéncia {¢,} de fungoes
mensuraveis tal que:

1. an S ¢n+1
2. flx)=lim¢,(v) V2 € X
3. ¢, s6 tem um nimero enumeravel de valores .

4. {¢,} converge uniformemente para f.

Para construir esta sequéncia, basta tomar a definicao anterior, mas a particao das
ordenadas sera por infinitos intervalos da forma [j,j + 1)/2"; j € Z. Nao é
necessario substituir o conjunto F,,.

Se considerar f > 0, basta tomar j € N.

Funcao a valores complexos: se F' = f; +ifs for uma funcao a valores complexos F é
mensuravel se e somente se f; e fo forem mensuraveis. E um exercicio da lista.

Funcao a valores em R: ela serd mensurdvel se os conjuntos onde A = {f = +oo} e
B = {f = —oo} forem mensuraveis e se a fungao g dada por

g(x)=f(z), x ¢ AUBeg(x)=0, x € AUB. Observe que A =nN}>*{z/ f(x) > n}
e B=n>{z/ f(zr) <—n}



