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1.Definição. Seja (Ω,=,P) um espaço de probabilidade e X uma
variável aleatória definida em Ω com valores em R, isto é, para
cada ω ∈ Ω, X (ω) ∈ R, é um número real.

Seja (Xn)n≥1, uma sequência de variáveis aleatórias. Para cada
realização ω , (Xn(ω))n≥1 é uma sequência de números reais que
pode (ou não) convergir para um valor real X (ω).

Seja
Nc = {ω ∈ Ω | Xn(ω)→ X (ω)}.

Se P(Nc) = 1 dizemos que (Xn)n≥1 converge quase certamente
para X . Denotamos Xn →qc X .
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Observe que P(N) = 1− P(Nc) = 0 e também dizemos que
(Xn)n≥1 converge quase certamente para X a menos de um
conjunto de medida nula.

Observação 1 O limite é único. Suponha que exista uma outra
variável aleatória Y , tal que Xn →qc Y , isto é, existe Mc com
P(Mc) = 1

Mc = {ω ∈ Ω | Xn(ω)→ Y (ω)}.

Mas P(Nc ∩Mc) = 1 e em Nc ∩Mc temos X (ω) = Y (ω).
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Exemplo 1
Seja X uma variável aleatória com distribuição uniforme no
intervalo (0, 1), X ∼ U(0, 1).
Defina

Xn =
n∑

k=1

(1− X )k−1.

Para cada ω, 0 < X (ω) < 1, temos

lim
n↑∞

Xn(ω) =
∞∑
k=1

(1− X (ω))k−1 =
1

X (ω)

com

P( lim
n↑∞

Xn(ω) =
1

X (ω)
) = P(0 < X < 1) = 1

e Xn →qc 1
X .
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Defina

Yn =
n∑

k=1

(
5.X

3
)k .

Para cada ω, 0 < X (ω) < 1, temos

lim
n↑∞

Yn(ω) =
∞∑
k=1

(
5.X (ω)

3
)k =

1

1− 5.X (ω)
3

.

Se 5.X (ω)
3 < 1, isto é, X (ω) < 3

5 , então

P( lim
n↑∞

Yn(ω) = Y (ω) =
1

1− 5.X (ω)
3

) = P(X <
3

5
) =

3

5

e Yn 9qc Y .
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Observação 2 Seja (an)n≥1 uma sequência de números reais.
Uma condição equivalente para que limn↑∞ an = a é

∀ε > 0,∃n ∈ N | ∀k , k ≥ n, |ak − a| < ε,

que, por sua vez, é equivalente a

∀m ∈ N, ∃n ∈ N | ∀k , k ≥ n, |ak − a| < 1

m
.
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Sejam X uma variável aleatória e (Xn)n≥1, uma sequência de
variáveis aleatórias tais que Xn →qc X . Então

Nc = {ω | lim
n↑∞

Xn(ω) = X (ω)} =

{ω | ∀m ∈ N,∃n ∈ N | ∀k , k ≥ n, |Xk(ω)− X (ω)| < 1

m
} =⋂

m≥1

⋃
n≥1

⋂
k≥n
{ω | |Xk(ω)− X (ω)| < 1

m
}.
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Portanto P(Nc) = 1 se, e somente se,

P(
⋃
n≥1

⋂
k≥n
{ω | |Xk(ω)− X (ω)| < 1

m
}) = 1, ∀m ≥ 1

que é equivalente a

P(lim inf{ω | |Xk(ω)− X (ω)| < 1

m
}) = 1, ∀m ≥ 1

ou

P(lim sup{ω | |Xk(ω)− X (ω)| > 1

m
}) = 0, ∀m ≥ 1.
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Corolário
Sejam X uma variável aleatória e (Xn)n≥1, uma sequência de
variáveis aleatórias, e os eventos

Ak = {ω | |Xk(ω)− X (ω)| > 1

m
}.

Se
∑∞

k=1 P(Ak) <∞, ∀m ≥ 1, então Xn →qc X .

Prova Segue do Lema de Borel Cantelli.
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Exemplo 2
Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d) com distribuição exponencial
padrão. Defina as variáveis aleatórias Yn = Xn

ln n de maneira que

P(|Yn| >
1

m
) = P(| Xn

ln n
| > 1

m
) = P(Xn > (ln n)

1
m ) =

e−(ln n)
1
m =

1

n
1
m

.

e
∑∞

n=1
1

n
1
m

=∞, se m ≥ 1.

Conclúımos, pelo lema de Borel Cantelli, que
P(lim sup |Yn − 0| > 1

m ) = 1 e, portanto, Yn 9qc 0.
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Exemplo 3 Considere o espaço ((0, 1),=,P), onde P é uniforme
no intervalo (0, 1).
Defina a variável aleatória

Xn(ω) = 2n se ω ∈ (0,
1

n
) e 0 c .c .

Observe que,
P(limn→∞ Xn(ω) = 0) = P(

⋃∞
n=1( 1n , 1)) = 1 e Xn →qc 0.
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Contudo

∞∑
n=1

P(|Xn| > ε) =
∞∑
n=1

P(Xn = 2n) =
∞∑
n=1

1

n
=∞.

Mas as variáveis Xn não são independentes pois

Xn = 2n

Xn−1 = 2n−1

e, portanto, o Lema de Borel Cantelli não vale.
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Operações com limites
P.1 - Se Xn →qc X e f é uma função real cont́ınua, então

f (Xn)→qc f (X ).

Prova
O resultado vale, pois

Nc = {ω ∈ Ω | Xn(ω)→ X (ω)} =

{ω ∈ Ω | f (Xn(ω))→ f (X (ω))}

e, portanto, P(Nc) = 1.
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P.2 - Se Xn →qc X e Yn →qc Y , Então

Xn ± Yn →qc X ± Y ;

Xn.Yn →qc X .Y ;

Xn

Yn
→qc X

Y
, quando bem definida.
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Prova
Sejam

Nc
X = {ω ∈ Ω | Xn(ω)→ X (ω)} e Nc

Y = {ω ∈ Ω | Yn(ω)→ Y (ω)},

com P(Nc
X ) = 1, P(Nc

Y ) = 1, o que é equivalente a

P(Nc
X ∩ Nc

Y )) = 1.

Se ω ∈ Nc
X

⋂
Nc
Y ), temos:

(Xn ± Yn)(ω)→qc (X ± Y )(ω);

(Xn.Yn)(ω)→qc (X .Y )(ω);

(
Xn

Yn
)(ω)→qc (

X

Y
)(ω), quando bem definida.


