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32 Lista de Exercicios

Exercicio 1 Considere os pontos do intervalo [—1, 1] dados por z; = cos(jn/n),
0 < 7 < n e defina o produto interno

1 — 1
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Sejam T} os polinémios de Chebyshev. Mostre que < Ty, T; > é igual a:
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Exercicio 2 Considere o problema de se aproximar uma funcao f definida em
[-1,1] por um polinémio g de grau menor ou igual a m, m < n — 1, usando
o método dos minimos quadrados com o produto interno definido no exercicio
anterior. Mostre que a solucao pode ser obtida por

*

g(z) = fco To(x Jchk Ti(x
k=1

onde

= % %m) + nif {cos (”;)] cos (T) 4 %f(—l)cos(lmr) ,

para 0 <k <n-—1.

Exercicio 3 Suponha que a fungao f(z) = sin(x) estd tabelada de 10 em 10
graus, isto é, em pontos equidistantes com espagamento h = 7/18. Desejamos
aproximar o valor do seno em outros pontos usando interpolagao cubica. Ex-
plique como fazer isso de forma a se obter a melhor estimativa de erro possivel
e apresente esta estimativa.

Exercicio 4 Sejam xzg, 1, -+, x, pontos igualmente espacados, isto é, xj =
g + kh com h > 0. Mostre que

Agf(xi)
k! Rk
onde as diferencas simples Ay de ordem k sdo definidas por:

Aof(xi) = f(w),
Aprrf(zi) = Apf(2it1) — A f(xi), k=>0.

fl@i, ®ig1, - Tigr) =



Exercicio 5 Conseguimos a seguinte tabela de uma certa fungao f

z |0 1 2 3 4
y |1 27 531441 387.420489 2824.295365 -

Queremos usar interpolacdo polinomial para aproximar o valor de f(0.5) de
forma a ter a menor avaliagdo de erro possivel. Sabendo que f é de classe C™
e satisfaz |fF)(z)| < 2%e8, Va € [0,4], resolva nosso problema, e dé a melhor
avaliacao que puder para o erro cometido.

Exercicio 6 Condidere o seguinte problema de interpolacao de Hermite: dada
a tabela

f(x) f(ﬂi”)o) f($11) f(;z)
f(z) f'(@1)

onde 2y < x1 < Z9, determine um polindémio p3(x) de grau menor ou igual a 3
tal que ps(x;) = f(x), i =0,1,2, e pj(x1) = f'(21).

a) Prove que o problema tem solucgao e que ela é tnica.

b) Prove que se f € C*([xg,x2]) entdo, dado = € [xg, x2], existe &, € [0, o]
talque
AR

f@) =ps(z) = == (& — zo)(z — 21)?(z — 32).

Exercicio 7 A tabela abaixo descreve a evolugao temporal de uma populagao:

t 1 2 3 4 5 6 7 8
f 15 23 33 45 58 69 79 86

Sabe-se que a curva f(¢) tem um tnico ponto de inflexdo t, a partir do qual
o crescimento desacelera. Uma aproximagao para t pode ser calculada inter-
polando-se a funcdo f(¢) por um polindémio cibico em 4 pontos convenientes, e
determinando a raiz da derivada segunda do polinémio.

a) Construa a tabela de diferengas (usando todos os pontos) até as diferengas
de ordem 2, e use-a para mostrar que t € [4,5]. (Justifique!)

b) Escolha 4 pontos convenientes para a interpolagdo cubica, construa o
polinémio interpolador em relacao a estes pontos e determine a apro-
ximagao para t.

Exercicio 8 Seja f(r) = cos Jx e considere a tabela

z |0 1 2 3
f@y[1 0 -1 0

Construa o polinomio interpolador da tabela na forma de Newton com diferengas
simples e use-o para aproximar cos %Tﬂ' Compare a estimativa de erro com o erro
exato.



Exercicio 9 Sabendo que p(z) = z* — 423 + 22?2 — 2 + 1 é o polinémio de
grau menor ou igual a 4 que interpola uma funcdo f(z) nos pontos x; = i,
1 =0,...,4, determine o polindbmio de grau menor ou igual a 3 que interpola
esta mesma funcao f nos pontos 0, 1, 3 e 4.

Exercicio 10 Considere a seguinte tabela para a fungéo f(z) = sen(x) e a sua
derivada f’(z) = cos(x):

@ 0.5 1.0 1.5
F(z) | 047943 0.84147  0.99749
F(z) | 0.87758 0.54030 0.070737

a) Usando a tabela para (z, f(z)), construa o polindémio interpolador na
forma de Newton e use-o para aproximar sen(0.8). Delimite o erro e
compare a estimativa com o erro exato.

b) Usando a tabela para (x, f(x), f'(x)), construa o polinémio interpolador
de Hermite na forma de Newton e use-o para aproximar sen(0.8). Delimite
0 erro e compare a estimativa com o erro exato.

Exercicio 11 Considere a tabela para a funcao f(z) = sen(fx):

z|-1 —05 0 05 1

y|-1 2 0 L2 1
Construa o spline ctibico natural interpolador e use-o para aproximar sen ().

Exercicio 12 O spline ciibico not a knot S é definido de forma que nos intervalos

[x0, 2] € [Xp—2,2,] S seja um polindémio de grau menor ou igual a 3. Estas

condigdes sao equivalentes (com a notacao usada em aula) a s/’ (x1) = s5'(x1) e

" "

st (xp—1) = s (xp—1). Mostre que
mo=the g, = Pt e
hg h2 hn,1 hnfl
e obtenha o sistema linear para my,...,my_1.

Exercicio 13 Dada uma particio A = {a = 29 < 1 < -+ < z, = b} do
intervalo [a,b], podemos representar um spline ctbico S subordinado a A em
termos dos valores S(z;) = y; e S'(x;) =, 0 < i < n.

a) Usando o polindmio interpolador de Hermite na forma de Newton, mostre
que a restricao s; de S ao intervalo [z;_1, z;] é dada por

si(®) = yicr +vi1(x —@i) + (0 — 1) (@ — xi1)?
7z (% = 20i + vio1) (@ — 2i-1) (2 — @3)
onde h; = a; —xi—1 € & = (Yi — Yi—1)/hi-
b) Mostre que os parametros -y; satisfazem as equagoes
aiYi—1 + 29 + Bivier = 3(id; + Bidiy1), 1<i<n-—1

hit1 L hi 1
ithirs © pi = hithiyr — 1=

onde a; =



