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TEOREMA FUNDAMENTAL DE PL

Dado um problema de PL na forma padrio,

min ¢z
sujeito a Ax = b,
xz > 0.

onde A € R™*™ tem posto m,

1) se existe uma solugdo factivel entdo existe uma solugdo basica
factivel.

I1) se existe uma solugdo 6tima entdo existe uma solugdo 6tima
basica factivel.
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PROVA DE I)

Vamos escrever (a; a i-ésima coluna da matriz A, i = 1,...,n)
I
A= [al an], T =
Ln

onde x é uma solucdo factivel, isto &, Az = b, x > 0. Segue que
Az = z1a01 + ... +xpa, = b

Assuma que exatamente p das variaveis x; s3o maiores que zero e,
por conveniéncia, estas sejas as p primeiras varidveis. Portanto

Az =z101 + ... + 20y = b
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PROVA DE I)

Temos 2 possibilidades:

Caso 1) Assuma que {a1,...,a,} sejam LI (linearmente
independentes). Como posto de A = m, devemos ter p < m. Se

p = m a solucdo atual & basica e a prova esta completa. Se p < m
entdo pode-se achar m — p vetores (entre os n — p vetores a; que
sobraram) tal que o conjunto de m vetores resultantes seja LI.
Atribuindo o valor zero as correspondentes m — p variaveis
obtém-se uma solucdo basica factivel degenerada.
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PROVA DE 1)

Caso 2) Assuma que {ay,...,a,} sejam LD (linearmente
dependentes). Entdo podemos achar constantes yi, .. .,¥,, com
pelo menos uma maior que zero, tal que

y1a1+...—|—ypap:O

Multiplicando por € e subtraindo de z1a; + ... + x,a, = b temos
que

(1 —ey)ar + ...+ (zp —€yplap =1b
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PROVA DE 1)

A equac3o acima é valida para todo € e para cada € as
componentes x; — ey; correspondem a uma solucdo do sistema
Av = b (apesar de que z; — ey; > 0 pode ser violada). Seja

Y1

.
Y= 1o
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PROVA DE 1)

Portanto para qualquer €, z — ey € uma solucdo do sistema Av = b.
Lembrando que pelo menos um y; > 0, definimos

€ =min{=;y; >0} = ~L —¢* >0
Yi Yj

para todo j tal que y; > 0. Logo = — €*y é uma solugdo factivel.
Note que

@ se y; <0entdo z; — €'y; >0

@ sey;=0entdoz; —c'y; >0=2; >0

~ T4

@ sey; > 0entdo z; — €'y; = y](ﬁ —€)>0
Note também que pelo menos un dos x; — €*y; sera igual a zero,
ou seja, £ — €'y tem no maximo p — 1 variaveis estritamente maior
que zero (> 0). Repetindo esse procedimento pode-se eliminar
variaveis positivas até chegarmos ao Caso 1, completando a prova.
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[LUSTRANDO A PROVA DE I)

a=f 19 o= (i) o= )

Logo {a1,az2,as} sdo LD, onde
(2 1 /(0
al - 0 9 a’2 - 1 9 a3 - 1

1 1
Aac:§a1+§a2+§a3:b
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[LUSTRANDO A PROVA DE 1)

Escolhendo

temos que

Ay =ay —2as +2a3 =0
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[LUSTRANDO A PROVA DE 1)

Logo para qualquer € > 0 temos A(x — ey) = b, isto &,
2 1 0 1jg 1 1
011(1/3 _6_2>:3

8/3 2

Temos também que

— min{%;yi > 0} = min{(1/3)/1,(8/3)/2} = %
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ILUSTRANDO A PROVA DE 1)

1/3\ (1 0
x—€ey=|(1/3 == -2 =11
8/3 2 2

que corresponde a uma solucdo basica factivel.
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PROVA DE 1I)

Suponha que x seja uma solucio 6étima factivel e, como na prova
de i), tenha exatamente p variaveis estritamente maior que zero,
por conveniéncia as p primeiras 1 > 0,...,x, > 0. Novamente
temos 2 casos, Caso 1 e Caso 2. Caso 1 corresponde a situacio em
que {ai,...,ap} sdo Ll e & exatamente o que foi visto
anteriormente. Caso 2 considera que {a,...,ap,} sdo LD e segue o
mesmo raciocinio anterior, mas deve-se mostrar que para |¢|
suficientemente pequeno, = — ey é uma solucdo 6tima. Note que

d(x—ey) =z —ecy
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PROVA DE 1I)
Defina

et = min{ﬂ;yi >0} >0, ¢ = min{—ﬁ;yi <0}>0
Yi Yi

Para |e| < min{e™, e} temos que x — ey & uma solu¢do factivel
(isto é, A(x —ey) = b e x— ey > 0). Portanto devemos ter 'y = 0
caso contrario com e com sinal apropriado teriamos

dx—ey)=cz—edy<dz

o que contraria a otimalidade de x. O resto da prova segue a prova

de ii).
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[LUSTRANDO A PROVA DE 1I)

Considere x, y como anteriormente e

Verifique que dx =1/2, e dy = 0.

PTC-3420



CONTROLE OTIMO ESCALAR

Considere o sistema dindmico escalar

ok +1) = %x(k) + du(k), 2(0)=9

Deseja-se obter x(3) = 0 minimizando o esforco de controle, ou
seja,

min |u(0)| + |u(1)] + |u(2)].

Obtenha o controle 6timo.
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