4300259 — Termoestatistica

A Quantizacao da Energia

1) Sistema de Particulas: Energia Mecanica. Na Fisica, estamos frequentemente
interessados em sistemas de particulas que interagem entre si (gravitacionalmente, eletrica-
mente, etc.), porém sem interagir significativamente com o entorno. Em outras palavras, as
interagoes internas (entre particulas do sistema) sdo muito mais importantes que as intera-
gOes externas (entre as particulas do sistema e o entorno). Nessa situagao, é razoavel admitir
a aproximagao de sistema isolado, isto ¢, um sistema cujas particulas nao interagem com a
vizinhanga, podendo apenas interagir entre si. Mencionemos alguns exemplos ilustrativos:
(i) Podemos descrever um atomo como formado por elétrons e pelo niucleo (embora o nicleo
seja formado por prétons e néutrons, em muitas situagoes de interesse é legitimo trata-lo
como um ponto com carga positiva). Sendo os elétrons dotados de carga elétrica negativa e
o nucleo de carga elétrica positiva, ha fortes interagoes elétron-elétron (repulsiva) e elétron-
nucleo (atrativa). Se um atomo estiver suficientemente distante de qualquer outro atomo,
a interacao elétrica entre suas particulas constitutientes serd muito mais intensa do que
a interacao dessas particulas com elétrons ou nicleos de atomos vizinhos. Nesse caso, o
atomo pode ser entendido como um sistema isolado. H& argumentos semelhantes em relacao
a atracao gravitacional, pois elétrons e nucleos tém massa, mas a interacao elétrica entre
atomos ¢ muito mais intensa que a gravitacional.

(ii) Planetas e estrelas sao em geral eletricamente neutros, mas dotados de grandes massas.
Assim, a principal interacao é a gravitacional. As distancias entre os planetas do sistema
solar, bem como destes em relacao ao Sol, sao tipicamente muito menores do que as distancias
entre os constituintes do sistema solar e outros corpos de grande massa. Portanto, em algumas
situagoes poderemos adotar a aproximacao de que o sistema solar ¢ isolado.

(iii) Ao longo da disciplina, bem como na Fisica do Calor, frequentemente adotamos a apro-
ximagao de que as particulas de um gas formam um sistema isolado (o gas ideal é um caso
particular em que também desconsideramos as interagoes entre as particulas do sistema).

Nos sistemas isolados, a energia mecanica serd dada pela soma das energias cinéticas
das particulas contituintes com a energia potencial associada as interag¢oes internas (lembre-
se que tanto a forca elétrica quanto a gravitacional sao conservativas, permitindo definir as
energias potenciais correspondentes). Tanto no caso da forga elétrica quanto da gravitacional,
as particulas interagem aos pares, sendo a magnitude da forga inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre elas. Se uma particula de massa m; estiver localizada na posicao
r;, enquanto a outra de massa m; estiver na posicdo I, a energia potencial gravitacional
associada & interacao sera
iy (1)
onde o modulo da diferenca vetorial |r; — ;| corresponde a distancia entre as particulas, e G
é a constante gravitacional. Da mesma forma, se as particulas tiverem cargas elétricas ¢; e
g;, a energia potencial elétrica poderé ser escrita na forma
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onde k. = 1/(4mep) é a constante de Coulomb. Nao se esquega que as massas m; e m; sao
sempre positivas, ao passo que as cargas elétricas podem ser positivas ou negativas.



Em qualquer situagao poderemos escrever a energia mecénica (F) de um sistema isolado
composto por N particulas na forma

N N i1
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onde o primeiro termo representa a soma das energias cinéticas das particulas que consituem
o sistema, enquanto o segundo termo contabiliza a energia potencial (gravitacional e/ou
elétrica) entre todos os pares de particulas. Perceba que impomos ¢ > j para evitar a
contagem dupla dos pares ((7,7) e (j,4) sdo o mesmo par).

No exemplo discutido acima de um atomo, a energia mecéanica corresponde a soma das
energias cinéticas (nucleo e elétrons) com a energia potencial elétrica associada a todas as
interacoes elétron-elétron e elétron-nicleo. No exemplo do sistema solar, a energia mecanica
¢ dada pela soma das energias cinéticas (Sol e planetas) com a energia potencial associada as
interacoes gravitacionais planeta-Sol e planeta-planeta. Finalmente, no modelo cinético de
um gés contabilizamos apenas a energia cinética (gas ideal) ou a soma das energias cinética e
potencial (gés real). Vale mencionar que em um gés real, a principal interagao entre particulas
(Atomos ou moléculas) é elétrica.

2) Quantizagao da Energia. Vocé ja deve ter ouvido falar na Mecanica Quéantica ou
na quantizagao da energia. Em termos simples, a Mecanica Classica (Leis do Movimento de
Newton) é capaz de descrever um enorme nimero de fendmenos conhecidos, particularmente
se conciliada as Leis de Maxwell do Eletromagnetismo Cléssico. No entanto, a Mecénica Clés-
sica falha na descricao de fenomenos fisicos que ocorrem a grandes velocidades, comparaveis
a velocidade de propagagao da luz no vacuo, ¢ = 3.0 x 108 m/s. Outra falha bem conhecida da
Mecénica Classica diz respeito & descricao de fendémenos em escala microscopica. Ainda em
termos simples, devemos recorrer & Relatividade para descrever os fendémenos que ocorrem
em grandes velocidades v/c =~ 1, e & Mecanica Quéantica para descrever os fendmenos em
escala microscopica. Caso um fenémeno microscopico ocorra em grande velocidade, se fara
necessaria a formulagao relativistica da Mecanica Quantica, mas essa discussao esta muito
além do escopo do curso de Termoestatistica!
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Figura 1: Representagio do movimento de um &tomo (esfera rigida) que colide elasticamente contra

as paredes 1 e 2 da caixa cubica (modelo cinético Kronig-Clausius). Caso a distancia L entre as paredes
seja muito maior que o didmetro da particula (d/L < 1), o movimento constituird um fendémeno em escala
macroscopica (dtomo puntiforme na escala de comprimento do movimento). Caso L seja da ordem do
diametro d, a dimensao atémica nao podera ser desprezada, e 0 movimento constituirda um fenémeno em
escala microscopica.



Qual o significado, no presente contexto, da expressao fendmeno em escala microscopica
(ou simplesmente fendmeno microscopico)? Para responder a essa pergunta, vamos con-
siderar uma particula que se move entre duas paredes, a exemplo do modelo cinético de
Kronig-Clausius discutido anteriormente (Fig. 1). Mais especificamente, iremos admitir que
a particula em questao seja um atomo de hidrogénio, aqui descrito como uma esfera rigida
(nao deformével) com diametro d ~ 1 x1071%m (1 Angstrom) e massa m ~ 2x 10~** kg (vocé
deve saber que o a&tomo de hidrogénio é composto por um elétron e um préton, mas o modelo
de esfera rigida sera suficiente por hora). Vamos supor ainda que a distancia entre as paredes
contra as quais a particula colide, indicadas por 1 e 2 na Fig. 1, seja L = 10cm = 1 x 107! m.
Essa distancia é muito maior que o diametro da esfera, d/L ~ 107% o que permite tratar
0 atomo como um ponto (isto é, um objeto microscopico com dimensdes despreziveis) em
excelente aproximacdo. E nessa situacio que a Mecanica Classica descreve com sucesso o
movimento do atomo, isto é, em uma escala de comprimento macroscopica, muito maior que
a dimensao do atomo, o qual, em qualquer sentido pratico, podera ser tratado como uma
particula puntiforme. Assim, o movimento do a4tomo na escala de comprimento ~ 10cm
(10° vezes maior que a dimensdo atémica) ndo consitui um fendmeno microscdpico. Con-
sideremos, agora, a situacao em que a distancia entre as paredes é comparavel a dimensao
do &tomo, digamos L &~ 1 x 10 m (10 Angstrom). Nesse caso, d/L ~ 1 x 10!, de forma
que a dimensao atomica nao € desprezivel na escala de comprimento definida pela distancia
entre as paredes (a particula ndo pode ser considerada puntiforme). E nesse limite que a
Mecéanica Classica falha, sendo necessario recorrer & Mecinica Quéantica, isto é, quando o
atomo nao pode mais ser tratado como uma particula de dimensoes despreziveis. Assim, a
expressao fendmeno microscopico diz respeito ao estudo de fendmenos que ocorrem em escala
microscopica. E importante enfatizar: o atomo de hidrogénio é algumas ordens de grandeza
menor do que qualquer objeto “ordinario” a nossa volta (digamos, um grao de areia ou de
poélen), sendo nesse sentido um objeto microscopico. Todavia, no exemplo em que a escala
de comprimento do seu movimento ¢ macroscopica (~ 107! m) temos, pela presente defini-
¢ao, um fené6meno macroscopico que pode ser descrito pela Mecanica Cléssica, ao passo que
o movimento na escala de comprimento de ~ 107?m constitui um fendémeno microscopico,
tornando necessario recorrer & Mecanica Quéantica.

Exemplo 2.1: Atomo de Bohr. O atomo de hidrogénio é constituido por um elétron e
um préton, cuja massa é 1836 vezes maior que a massa do elétron. Assim, o centro de massa
(CM) do sistema elétron-proton estd muito proximo do proton, sendo razoével considerar
um referencial no qual o proton esté estacionéario, com o elétron movendo-se a sua volta
(como o elétron exerce for¢a sobre o proton, este s6 permaneceria estacionario caso sua
massa fosse infinitamente maior que a do elétron, mas trata-se de uma boa aproximacao,
pois m, = 1836 m.). Iremos ainda admitir uma orbita circular de raio r para o movimento
eletronico (Fig. 2), de forma que a energia mecanica do dtomo seja dada por

E = ;mevf +V(r), (4)
onde %mevg ¢ a energia cinética do elétron, e V(r) é a energia potencial elétrica associada
a interagao elétron-préoton. O raio da orbita do elétron deve ser consistente com o didmetro
da esfera rigida utilizada no exemplo anterior. Portanto, seu movimento ocorre em escala
microscopica, situagao em que a Mecanica Classica torna-se inadequada. O primeiro modelo
a descrever razoavelmente a energia do atomo de hidrogénio, dada pela eq. (4), foi proposto



Figura 2: Representagao do atomo de Bohr. O proton, com carga g, e massa mp, é muito mais pesado
que o elétron (massa m, e carga ¢.). Assim, admitimos que o proéton permanece (aproximadamente) em
repouso, com o elétron realizando orbitas circulares em sua volta. A 6rbita de menor energia, com raio
r1 = 0.529 x 10719 m, ¢ indicada pela linha cheia. As linhas pontilhadas (raios fora de escala) indicam outras
orbitas possiveis para o movimento eletrénico.

por Niels Bohr em 1913. Nao nos ocuparemos aqui de uma discussao detalhada do modelo de
Bohr, apenas mencionaremos que somente um conjunto de raios discretizados sao permitidos
as orbitas circulares, segundo a expressao

rn=ayn?, comn=1,2,3,---, (5)

onde ap = 0.529 x 107°m ¢é o raio de Bohr. Além disso, cada uma dessas 6rbitas tem uma
energia mecanica caracteristica dada por

En:—i};, comn=1,2,3,--, (6)
onde Egr é a constante de Rydberg, Fr = 13.6eV. Vale mencionar que o eV (“elétron-
volt”) é uma unidade de energia adequada ao estudo de sistemas em escala microscopica:
leV =1.602x 1071 J, de sorte que Er = 2.18 x 107 J. As energias do atomo de hidrogénio,
permitidas no modelo de Bohr, sao £, = —13.6eV, Fy, = —3.40eV, E3 = —1.51eV, etc.,
sendo portanto discretizadas. As energias obtidas do modelo de Bohr concordam com a
energias obtidas para o a&tomo de hidrogénio por meio da Mecénica Quantica, uma teoria que
se notabiliza por energias discretizadas — ou, no jargdo usual, energias quantizadas (nesse
sentido, quantizado é sinénimo de discreto). Isso soa muito estranho? Talvez nem tanto
assim. Ja no Ensino Médio os niveis de energia atdmicos eram discretos (isto é, quantizados),
certo? Isso se deve ao fato de que necessitamos recorrer & Mecanica Quéntica para descrever
a energia dos atomos! A energia E; do modelo de Bohr corresponde ao nivel 1s do 4tomo de
hidrogénio; a energia Es aos niveis 2s e 2p (tém energia iguais); a energia E3 aos niveis 3s,
3p e 3d (todos com energias iguais), e dai por diante.

Exemplo 2.2: Molécula Diatémica. O modelo mais simples para uma molécula diatomica
consiste em descever os atomos como esferas rigidas (uma vez mais!). A interagdo entre
os atomos ¢é complicada, pois na verdade h& um conjunto de elétrons e ntcleos atéomicos
interagindo segundo a Lei de Coulomb. Como descrever essa interagao complicada no ambito



do modelo simplificado no qual “esquecemos” a estrutura interna dos atomos, compostos por
elétrons e nucleos, e os tratamos como esferas?

Figura 3: Representacio de uma molécula diatomica. O painel superior mostra, esquematicamente, dois
atomos cujos nucleos sao separados pela distancia d. A interacdo entre os atomos é essencialmente elétrica
(as demais forgas, como a gravitacional, tém magnitudes muito inferiores), sendo bastante complicada em
virtude do conjunto de interagoes repulsivas ntuicleo-nicleo e elétron-elétron, além das interagoes atrativas
elétron-nucleo. No entanto, a forga elétrica resultante que um atomo exerce sobre o outro tem as seguintes
caracteristicas: é nula em uma dada separacao d = dj, torna-se atrativa para d > dj e repulsiva para d < dj.
A forga elétrica resultante é portanto restauradora (seu sentido tende a restaurar a distancia de equilibrio),
sendo nesse sentido semelhante & forga elastica de uma mola. Assim, representamos a molécula diatomica
por meio de esferas rigidas (dtomos) ligadas por uma mola (interacdo elétrica). O carater restaurador das

forgas sobre os atomos é indicado pelas setas nos painéis inferiores.

Sem entrar nos detalhes da interagao, nos limitaremos a observar que sempre existem
forcas atrativas e repulsivas entre os atomos: os elétrons de um atomo repelem os elétrons do
outro 4tomo, mas atraem seu nucelo positivamente carregado, enquanto os niicleos atomicos
se repelem. A for¢a elétrica liquida (resultante vetorial de todas as interagoes interatémicas
elétron-elétron, elétron-nicleo e nicleo-ntcleo) é repulsiva quando os nicleos estdao muito
proximos; ¢ nula (as forgas atrativas e repulsivas se cancelam) em uma dada separacao entre
os nicleos denominada distancia de equilibrio (dp); e torna-se atrativa quando a distancia
aumenta (aqui nos referimos a incrementos “modestos”, pois quando a separagdo entre os
nicleos tende a infinito, a magnitude das interagoes interatomicas tende a zero). Note que
a situac@o seria semelhante caso as esferas (4tomos) estivessem presas por uma mola ideal
(muito mais leve que os atomos e obedecendo & Lei de Hooke), tal como indicado na Fig 3:
com a mola relaxada, a forga elastica seria nula e teriamos a distancia de equilibrio (d = dp);
caso o0s atomos se aproximassem, (d < dy) a forca elastica da mola tenderia a “empurra-los”
para maiores distancias, sendo nesse sentido semelhante a interagao elétrica liquida repulsiva;
finalmente, caso os atomos fossem afastados além da distancia de equilibrio (d > dp), a
forca elastica tenderia a “puxé-los” para menores distancias, de maneira semelhante a forga
elétrica liquida atrativa. Em resumo, tanto a forca elastica quanto a forca elétrica liquida sao
restauradoras (tendem a restaurar a distancia de equilibrio), fazendo com que a forga elétrica
liquida possa ser representada, em um modelo idealizado, por meio de uma mola entre as



esferas. Isso nao que dizer que existam molas reais nas moléculas. Apenas construimos um
modelo simples no qual o carater restaurador da forca elétrica liquida é representado por uma
mola unindo as esferas rigidas, que por sua vez representam, também de forma idealizada,
0s atomos.

A energia da molécula diatémica, segundo o modelo de esferas e mola, decorreria do
movimento de transla¢do do centro de massa (CM), do movimento de vibracao (deformagao
da mola), e do movimento de rotagdo em torno do CM. Nao iremos considerar o movimento
rotacional, pois a discussao que segue serd baseada no movimento vibracional, descrito por
deformagoes da mola. Além disso, iremos descrever o movimento em um referencial no
qual o CM estéa em repouso, de forma que a energia da molécula diatomica serd puramente
vibracional,

1 1
E = §,uv§ + 5]6682 ) (7)

onde s = d — dy é a coordenada que descreve a deformacao da mola em relacao a distancia
de equilibrio, e k, ¢ a rigidez (constante elastica) da mola, de sorte que (1/2)k.s? ¢ a energia
potencial associada a deformacao da mola. De forma semelhante, vs = ds/dt é a velocidade
associada & coordenada s, e (1/2)uv? a energia cinética associada ao movimento vibracional,
onde p é a massa reduzida da molécula (sendo m 4 e mp as massas dos atomos que compoem a
molécula, = mamp/(ma+mp)). Na Mecanica Cléssica, a energia vibracional da molécula
¢ uma grandeza continua, pois podemos aumenté-la ou diminui-la por quantidades infinitesi-
mais (dF), mas a Mecanica Classica nao se presta a descri¢ao das vibragdes moleculares, pois
o movimento dos atomos (esferas) se d4 na escala de comprimento s ~ 107 m — 107 m.
Estando diante de um fenémeno que ocorre em escala microscopica, serd necessario, uma vez
mais, recorrer & Mecéanica Quéantica.

A discussao do tratamento de osciladores harmonicos no ambito da Mecanica Quéantica
também esta além do escopo deste texto, nos limitaremos a mencionar que a energia vibra-
cional da molécula diatomica, também quantizada, é dada por

1 1
En:hwo<n+2):2hwo+nhwo, comn=20,1,2,3,--- (8)
Na expressao acima, a wg = % ¢ a frequéncia angular do oscilador, e h = h/(27) é a

constante de Plack reduzida, onde h = 6.626 x 1073* Js é a constante de Planck, uma das
constantes fundamentais da Fisica.

Discussao: Por que nao percebo a quantizagao da energia nos fen6menos a minha
volta? Esse é uma pergunta muito importante. A Mecanica Quéantica é uma teoria supe-
rior & Mecéanica Classica no seguinte sentido: a Quéantica sempre concorda com a Classica
quando esta acerta (descreve corretamente os fendomenos fisicos), e a corrige nos casos em
que falha. Dessa forma, utilizar a Mecanica Quéantica nos problemas abordados no curso de
Fundamentos de Mecéanica levaria, quantitativamente, aos mesmos resultados que a Mecanica
Classica.

Para entedé-lo melhor, vamos tomar um objeto microscopico, a molécula de hidrogénio
(Hz), e explorar o modelo proposto na Segao anterior. Com base em dados experimentais, é
razoével admitir wy = 8.30 x 10 rad/s, de sorte que: hwy = 3=hwo = 5-(6.626 x 1073*) x
(8.30 x 10') = 8.75 x 1072° J. Volte a Eq. (8) e perceba que a quantidade fiwy caracteriza os
“saltos quanticos”, isto é, a separagao entre os niveis de energia, F,.1 — E, = hwy. Perceba



também o quio diminutos sdo os saltos quanticos da molécula de Hy (hwy ~ 4 x 10720 J),
se comparados as energias encontradas nos problemas usualmente abordados por meio da
Mecéanica Cléssica. A relevancia quantitativa da separagdo AE = (E, .1 — E,) = hwy pode ser
estimada pela comparacdo com a média entre niveis vizinhos, £ = %(Enﬂ +E,) = (n+1)hw
(verifique este resultado utilizando a Eq. (8)). Portanto,

AE heo 1

E  (n+Dhwy (n+1)’ ©)

Em um gis de Hy & temperatura ambiente, essencialmente todas as moléculas ! estarao nos
niveis de energia n = 0 e n = 1, de forma que AE/FE é da ordem de 1, isto ¢, a separacio hwg
¢ um namero apreciavel na escala definida por E, sendo fundamental levar em consideracio
a quantizagao da energia.

Como se comporta um oscilador macroscopico frente a quantizacao da energia? Tomemos,
por exemplo, duas esferas leves, my = mp = 50¢g, e uma mola ordinaria, k, = 100N/m. A
massa reduzida das esferas é y = 25g, de forma que a frequéncia angular do sistema sera
wp = \/ke/u = \/100/(25 x 1073) = 63.2rad/s. Caso apliquemos uma pequena deformagao
s = 1mm a mola, a energia do sistema massa-mola-massa serd F = (1/2)k.s* = (1/2) x
63.2 x (1073)%> = 3.16 x 107°J. Note que essa energia, da ordem de dezenas de micro-
Joules, é um tanto modesta. Apesar disso, caso apliquemos a Mecanica Quantica ao oscilador
macroscopico, veremos que a separac¢ao entre os niveis de energia, hwy = % X (6.626x1073) x
63.2 = 6.66 x 10733 J & infima, indicando um continuo de energias em qualquer sentido pratico
(a quantizagao é imperceptivel no oscilador macroscopico). Outra forma de perceber essa
fato é explorando a Eq. (8), pois esta permite estimar a qual nivel (n) corresponde a energia
classica obtida acima (E = 3.16 x 107°J):

E 1 316x107° 1
n=_——n_ - 272" _ Z5x10¥.
hwy 2 6.66 x 10733 2
Utilizando a Eq. (9), que manifesta a importancia dos saltos quanticos em relagao a energia
do oscilador, obteremos AE/E = 1/(n + 1) ~ 2 x 1072, isto ¢, a separagao entre os ni-
veis de energia é desprezivel, permitindo tratar a energia como uma variavel continua (nao

quantizada), & maneira da Mecanica Classica.

3. Energia Interna

A energia mecanica de um sistema de particulas isolado, expressa na Eq. (3), pode ser
decomposta na energia associada ao movimento de translagdo do centro de massa (CM),
e na energia associada ao movimento relativo ao CM. Por exemplo, o movimento de uma
molécula diatomica é mostrado esquematicamente na Fig. 4, onde se destacam o movimento
de translagdo do CM, o movimento vibracional (deformagao da molécula que nao altera a
posicao do CM), e rotacional (movimento dos atomos em torno do CM, que também nao
altera sua posigao). As rotagoes e vibragoes sao exemplos de movimentos relativos ao CM.

Iremos definir a Energia Interna de um sistema de particulas isolado como a energia
mecanica do movimento relativo ao CM, isto é, a translacao do CM nao sera contabilizada
como energia interna, embora contribua para a energia mecanica. Tomemos o exemplo do
atomo de Bohr, cuja energia ¢ dada na Eq. (4). Na discussao desse modelo, consideramos
que a massa do préton era tao maior que a do elétron, que a particula pesada permaneceria

1Como veremos adiante na Disciplilna n = 0 ou n = 1, esse fato decorre da Distribuicao de Boltzmann.



em repouso, com o elétron orbitando a sua volta. Em termos mais rigorosos, admitimos a
aproximagao m,/m, — 0, implicando que o CM do sistema recai sobre o proton 2. A escolha
de um referencial no qual o préton estd em repouso é equivalente, portanto, a escolha do
referencial no qual o CM do atomo ¢ estacionério. Dessa forma, a Eq. (4) expressa a energia
associada ao movimento do elétron em relacao ao CM do atomo, constituindo um exemplo
de energia interna. De modo semelhante, a expressao para a energia da molécula diatomica,
Eq. 7, leva em consideracao apenas a energia vibracional, constituindo parte da energia
interna do sistema (ha também uma parcela da energia interna associada ao movimento
rotacional, ndo considerada na eq. (7)).

rotacao

vibr? ‘
’@anslagéo

Figura 4: Movimento de uma molécula diatomica, cujo CM é indicado por uma cruz. As setas distinguem os

movimentos de translagdo do CM (que néo contribui para a energia interna da molécula), rotagao e vibragao.

Como tltimo exemplo, tomemos o gas ideal. O gas é um sistema homogéneo, cuja den-
sidade é uniforme e nao varia no tempo, de maneira que seu CM esté em repouso (no caso
de um recipiente ctbico, por exemplo, o CM do gés coincide com o centro do cubo). Dessa
forma, todo o movimento das particulas se d4 em relacao ao CM, isto é, o movimento de
translagao das moléculas individuais (que nao acarreta translagao do CM do gas), bem como
seus movimentos de rotagao e vibragao, contribuem para a energia interna do sistema.

V(s) = %k’es2 Energia

| J

\ IE4:ghw0:E0+4hwo
E3 = Shwy = Eo + 3hwo
B> = Shwy = Eg + 2hwg

By = 3hwo = Eg + hw
Eq = hw
S

Figura 5: Energia do oscilador harmonico quantico. A curva laranja representa a energia potencial, V (s) =
%k‘esz, onde s é a coordenada que descreve a deformacao da mola. As linhas horizontais indicam os niveis de

energia, E, = hwo(n + 1).

2A posigao do CM ¢ dada por Tom = (me/M)F. + (my,/M)T,, onde M = (m. + m,) é a massa do atomo.
No limite m./m, — 0, teremos (m./M) — 0 e (m,/M) — 1, donde Fom — Tp.
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4) O Oscilador Harmoénico Simples.

Embora ja tenhamos discutido alguns aspectos do oscilador harmonico quantico nas Se-
¢oes anteriores, iremos aborda-lo em maior detalhe, pois seré utilizado na construgao do
modelo de so6lido a ser explorado na Disciplina. Na Fig. 5, a curva laranja indica a energia
potencial do oscilador, V(s) = %kQSQ, onde s é a coordenada que descreve a deformagao da
mola, e as linhas horizontais indicam os niveis de energia, de acordo com a Eq. (8). Perceba
que os niveis sdo igualmente espagados (AE = hwy), como discutido anteriormente, e que a
energia de qualquer nivel de energia, para n > 0, pode ser expressa como F, = Ey + nhw,
onde Fy = %hwo é a energia do nivel mais baixo. A mecanica Classica permite que um
oscilador tenha qualquer energia (0 < E < o0), mas a Mecanica Quantica apenas permite as
energias Fy, F, Es, etc. O “salto” hwy entre niveis de energia vizinhos é usualmente referido
como quantum de energia do oscilador, cujo plural é quanta. Assim, o nivel F; excede a
energia do nivel mais baixo (Ey) por um quantum; Es excede Ey por dois quanta; e assim
sucessivamente.

Outro aspecto a salientar, é o fato de que a energia Ej, embora possa ser importante em
algumas situagoes, sera ignorada aqui. No que segue, sempre iremos expressar a energia do

oscilador em relacao a FEy, isto é,

E, = nhuwy . (10)

Isso significa que F,, dentro da convencao adotada, nao expressard a energia do oscilador
propriamente dita, mas o nimero de quanta de energia acima de Ey. A Fig. 6 ilustra um
tipo de diagrama que serd muito utilizado na Disciplina, composto pela curva de energia
potencial (laranja), pelos possiveis niveis de energia (linhas horizontais) e por um circulo
que indica a energia do oscilador. O oscilador representado pelo diagrama a esquerda esta
no nivel de energia mais baixo, £ = 0, pois o circulo esta colocado sobre a linha do nivel
n = 0. No diagrama central, temos um oscilador com energia £ = FE; = hwy, também
indicada pela posigao do circulo. Finalmente, no diagrama da direita, a energia do oscilador
é F = E4 = 4th.

Figura 6: Diagramas para representagao da energia de um oscilador quéntico, nos quais, a exemplo da
Fig. 5, a linha laranja representa a energia potencial V(s) = (1/2)k.s? e as linhas horizontais indicam os
niveis de energia. O circulo indica a energia do oscilador, isto é, em qual dos niveis de energia o sistema se
encontra. No diagrama a esquerda, o circulo indica que o oscilador esta no nivel de energia mais baixo, que
convencionamos ser £ = 0. No diagrama central, o oscilador estd um quantum de energia acima do nivel
mais baixo, isto é, £ = hwy, enquanto no diagrama a direita o oscilador tem quatro quanta de energia acima

do nivel mais baixo, E = 4hwy.



