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9. Vetores em 2 e 3 dimensoes

9.1 Introdugdo

Muitas grandezas fisicas sdo melhor representadas por vetores: forca, velocidade e
aceleracdo sdo os exemplos presentes no estudo inicial da mecéanica, e muitas outras
aparecerao ao longo do curso de Fisica. Os vetores sao entidades matematicas com
muitas propriedades algébricas, que serdao um assunto recorrente ao longo do curso. A
primeira se¢ao deste capitulo pretende motivar o estudo de varias dessas
propriedades com um exemplo realista.

Aqui, vamos explicar como os prétons e néutrons de um feixe perdem sua energia
quando colidem elasticamente com os atomos do material que eles atravessam;
escolhemos a aplicagcdo da teoria das colisdes ao mundo atémico, pela sua relevancia.
O cdlculo efetuado é longo e os passos escolhidos ndo sdo evidentes; o ponto aqui é
mostrar a importancia de saber lidar com vetores. As demais se¢des tratam das
propriedades e operacdes elementares dos vetores, independente da grandeza que
eles representem. Na descri¢ao do calculo, o texto destacado é um link para a
definicao da operacgao efetuada.

9.2 Motivagao

Descrevendo o exemplo fisico

O néutron e o proton sdo as particulas de massas muito parecidas que formam os
nucleos dos atomos, o préton com carga elétrica e o néutron, sem, e recebem o nome
genérico de nucleon. Os atomos dos elementos de nimero atbmico pequeno, como
Carbono, Nitrogénio, Argonio, sdo formados por um nimero de prétons parecido com
o de néutrons, enquanto que os de numero atémico elevado, como Chumbo e Uranio,
tém cerca de 50% mais néutrons que prétons e massa mais de 200 vezes maior que
um nucleon. Todos os néutrons sao idénticos, assim como todos os prétons, mas
combinacdes diferentes de nimeros de protons e néutrons geram nucleos diferentes.
Tanto um préton quanto um néutron, ao interagir com o nucleo atémico, podem ou
provocar uma reacao nuclear ou mudar a direcdo do movimento em uma colisdo
eldstica, mas com uma diferenca importante: os prétons sdo repelidos eletricamente
pela carga do nucleo e sdo atraidos somente quando muito préximos a ele, enquanto
os néutrons sdo sempre atraidos pela forca nuclear.

Aqui, descreveremos o que acontece quando um préton ou um néutron, de massa m,,
colide elasticamente com um nucleo atémico, de massa A. ! Nesse caso, ndo ha reacdo
e a energia mecanica se conserva, o que nao significa que energia ndo possa ser
transferida de uma particula para outra. O objetivo aqui é calcular a perda de energia
da particula que colide elasticamente e tem a direcdo do seu deslocamento desviada

1 0 nlimero de massa de um nticleo é a soma do niimero de néutrons e de prétons que o comp&em. A
massa atémica é medida em unidades de massa atdmica, abreviadas u ou Da (Dalton). O préton tem
massa 1,007 u, o néutron 1,009 u, e um nucleo de nimero de massa A, aproximadamente A u.
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por um angulo @em relagdo a diregdo inicial; a energia perdida por essa particula
incidente é transferida para o alvo, de maneira que, no total, a energia se conserva,
mas as particulas do feixe tém cada vez menos energia ao se deslocarem através da
matéria. Usaremos nomes genéricos para as particulas e as grandezas envolvidas, a fim
de facilitar o uso do resultado em outros contextos. Nenhuma das passagens
algébricas requer conhecimento avancado, todas sdo operacdes basicas descritas nas
outras secoes. A escolha das etapas pode parecer inesperada, como em muitas das
deducdes em fisica ou matematica, mas é um desenvolvimento padrdo nesse cdlculo.

Relacdes basicas para o calculo

Quando se observa a mesma colisao em um referencial que esta em movimento em
relacdo ao laboratério, as velocidades das particulas sdo diferentes. A regra de
mudanca de velocidade pode ser determinada a partir dos vetores posicao de um
corpo em relagdo aos dois sistemas de referéncia, como vamos deduzir de maneira
genérica aqui. A Figura 1 ilustra um passageiro P que se desloca em um Onibus que se
move em relacdo ao solo. Os referenciais Solo e Onibus tém como origens os pontos S
e O, respectivamente, e os vetores posi¢ao FP(S) e FP(O) marcam a posi¢ao do
passageiro neles. O vetor ?0(5) define, no referencial Solo, a posicdo da origem do
sistema de referéncia fixo no Onibus.
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Figura 1. Representagao dos vetores que determinam a posi¢ao do corpo P em dois sistemas
de referéncia, um deles fixo ao solo (xSy) e outro ao 6nibus em movimento (x'Oy'). Os
vetores estao identificados por simbolos em negrito.

Observando os vetores da Figura 1, conclui-se que

soma de Tp(s) = Tp(0) + To(s) (9.1)
vetores

Derivando ambos os membros dessa equacdo em relacdo ao tempo, t, obtém-se a
relacdo entre as velocidades nos dois sistemas de referéncia,

Up(s) = Up(o) + Vo(s) (9.2)
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Neste problema de colisao, chamaremos o sistema de referéncia fixo ao solo de
referencial de Laboratério (L). A Figura 2 abaixo ilustra o sistema formado por duas
particulas, a e b, antes e depois de uma colisdo em que b esta inicialmente parada no
Laboratério, e nela marcamos o angulo de desvio do movimento da particula incidente
e 0 angulo em que o alvo é projetado. Vamos chamar de ﬁa(L) e ﬁ’a(L) as velocidades
da particula a antes e depois da colisao, respectivamente, e 17b(L) e Tib(L) as de b.

oL
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Figura 2. Esboco do movimento das particulas antes e depois da colisdao, conforme
observado no sistema de referéncia de Laboratdrio. Os angulos sio medidos em relagdo a
dire¢ao do movimento da particula a antes da colisao.

A quantidade de movimento total no Laboratdrio é ﬁ(L),

Multiplicacdo por nimero ﬁ(L) = MyPaqy + MyBpy (9.3)

e a massa total do sistema

M =mg, +m, (9.4)
Analisaremos o processo no sistema de referéncia preso no Centro de Massa e com
origem nesse ponto, o referencial de CM. A velocidade do centro de massa em relagao
ao laboratorio é calculada como

maﬁa(L) + mbﬁ)b(” _ P(L) _ [7 (95)

v =
ML) mg +my M

g -
em que aproveitamos para definir o simbolo V como V¢ (1), uma vez que essa
velocidade entrard em muitas equacdes. As velocidades das particulas no CM podem
ser deduzidas das velocidades no Laboratério usando a relacdo (9.2) com os indices

adequados,
Vawy = Vacem) + Pemy = Vagemy +V (9.6)

Upy = Upemy + Vem) = Upemy TV (9.7)
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Note que a identidade (9.5) implica em que a quantidade de movimento total no CM é
nula,

Vetor nulo ﬁ(CM) =0 (9.8)

Questdo 1. Prove a relacdo (9.8). Sugestdo: Calcule ﬁ(CM) da mesma forma que 13@) da
relagéio (9.3), mas com as velocidades ﬁa(CM) e ﬁb(CM) deduzidas das relagbes (9.6) e
(9.7), e use a definicdo (9.3) para simplificar a equagdo obtida.

A Figura 3 abaixo ilustra a colisdo como é observada no referencial de centro de massa.

Va(CcM) Vb(cm) ub(CM)\J
—6cm

anles depors

Figura 3. Mesmo que na figura 2, mas observado no referencial de Centro de Massa. Aqui os
angulos em que as particulas a e b sao desviados somam 7 rad, necessariamente, para que a
quantidade de movimento total do sistema a+b continue nula, conforme equacdo (9.8).

Como a quantidade de movimento no sistema de CM é nula, as velocidades de a e b,
tanto antes quanto depois da colisdo, tém sentidos opostos. Além disso, quando a
colisdo é elastica,

Médulo de |ﬁa(CM)| = |1_ia(CM)| (99)
um vetor

|‘7b(CM)| = |17b(CM)| (9.10)

Essas duas ultimas equagcGes completam o conjunto necessario para determinar a
grandeza de interesse: a velocidade da particula desviada de um angulo & na colisdo,
medida no sistema de laboratério.
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Desenvolvimento algébrico com o alvo inicialmente parado
Nesta secdo, os resultados estdo restritos ao caso em que o alvo estd parado no
Laboratério,

ﬁb(L) =0
Nessa condicdo, a velocidade do centro de massa é, usando a equacdo (9.5),

Mg (9.11)

V= 13CM(L) = ™ Va()

Vamos usar o simbolo V sem flecha com o significado de médulo do vetor
correspondente,

v=I[V|=0
com a intenc¢do de facilitar a escrita das equagdes.

Comecgamos por determinar a velocidade inicial da particula a no referencial de
CM, que é igual em modulo a velocidade final no CM. O resultado pretendido — a
velocidade final em fung¢ao dos dados do problema e do angulo de desvio — é obtido
transformando essa velocidade final no CM (direcdo e sentido) de volta para o sistema
de laboratdrio.

Usando a férmula (9.3), pode-se expressar ﬁa(CM) tanto em funcdo da

velocidade inicial quanto da velocidade do centro de massa, usando V da equacao
(9.11):

Diferenca 5 _ = = Mgy My, My o (912
entre dois Vacemy = Ya@y =V = Vaq) (1 - W) =y Ve T Mg voen
vetores

Numa colisdo elastica, a velocidade final no CM tem o mesmo mddulo da velocidade
inicial, conforme equacao (9.9), embora a direcdo provavelmente seja diferente, como
ilustra a Figura 3. Assim,

m my —» M
[T = [Faiem| =7 17aw] = m—z | m—z 5-13)
Do ponto de vista da conservacao da quantidade de movimento e da energia
mecanica, a direcdo da velocidade final pode ser qualquer uma, de modo que o valor
de 6.y, precisa ser conhecido para determinar o médulo da velocidade. Uma vez

conhecido o angulo 6., o versor na dire¢ao da velocidade pode ser escrito

versor n=cosOcyT+senbcy J (9.14)
Assim,

= mb - —
Ugcm) = 73 |va(L)|(cos Ocy 1+ senbcy J) (9.15)

por que tem 0 mesmo modulo de ﬁa(CM) e estd na diregdo certa. Transformando essa
velocidade para o referencial de Laboratdrio, pela equacdo (9.3) de novo, mas agora
para a situacdo depois da colisdo:
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- el o |'l_7)a | N R 9'16
Ugr) = Ua(cm) +V = %((mbcos HCM + ma) L+ my sen 9CM ]) ( )
cujo médulo é
. |Paw] (9.17)
|ua(L)| M mj +m2 + 2mg my, cos Oy

A Figura 4 ilustra essa relagao vetorial.

Figura 4. Relagdo entre as velocidades da particula a nos referenciais de Laboratério e CM.

A relagdo entre 6; e O, pode ser obtida pela lei dos senos, mas a forma cldssica
calcula a tangente de 6, a partir do triangulo retangulo da Figura 4 :

Ugcm) Sen Ocy (9.18)

V + ugemy cos Oy

tan g, =

e substituindo VV obtido da equacdo (9.13), chega-se a

sen @ 9.19

tan HL = m—CM ( )
m—z + cos B¢y

Esta ultima equac¢do mais a (9.17) compdem os resultados pretendidos.

Interpretando os resultados

A equacado (9.19) relaciona o angulo de desvio da trajetdria de a no referencial de CM
com o desvio no sistema de laboratdrio. Quando a é uma particula de dimensdes
atdémicas, o dngulo de desvio é chamado de dngulo de espalhamento. Nesse caso, a
interacdo entre ela e o alvo determina os angulos preferidos, mas normalmente n3do
impde limites aos valores possiveis no sistema de centro de massa, de modo que, em
geral, 0 < O,y < m, em radianos. A Figura 5 mostra os valores de 8; em fungdo de
:—‘;. Vé-se na Figura 5b que, no referencial de
laboratério, ha sim limites para os angulos de espalhamento possiveis, em particular,
somente se m;, > m, todos os angulos sdao possiveis. A situagao limite mais facil de

Ocm para alguns valores da razao
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analisar corresponde ao caso em que m, > mg,, que da tan 8; = tan .y, o que,
olhando na Figura 5, corresponde a 6, = 0.y, ou seja, o centro de massa
praticamente ndao se move. Os outros dois casos importantes estdo propostos como

questoes.
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Figura 5. Angulo de espalhamento no sistema de referéncia de laboratério em fung¢do do
a o ~ e sae m
angulo no referencial de CM, para as razdes entre massa do projétil e massa do alvo, —=, que

a . . m
constam nas legendas a direita . a) m—“
b

mp

< 1, mais o grafico de 8; = Oy, em linha tracejada,

que corresponde ao limite em que a massa do projétil pode ser ignorada em comparagao

comadoalvo. b) 22 > 1.

mp
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Questdo 2. Mostre que, em uma colisdo eldstica em que o alvo estd parado e m;, = my:

a)
b)

c)
d)

Ocm
0, =—
L 2

a velocidade do centro de massa no Laboratério é igual, em médulo, as
velocidades das particulas no Centro de Massa.

apos a colisdo, as velocidades do projétil e do alvo formam um angulo de 90°.
0 angulo maximo de espalhamento no Laboratorio € 90°.

Sugestdes: a) expanda as fungbes seno e cosseno de O, da expressdo (9.19) em

fungées de HCTM e simplifique a expressdo resultante. b) Use a relagdo (9.12).

c¢) Examine a Figura 3 e, incluindo a velocidade final do alvo na Figura 4, deduza o
dngulo que ela forma com a velocidade inicial do projétil; vocé vai precisar usar o
resultado do item b para localizar dois triGngulos isdsceles nessa figura e resolver o
problema de geometria. d) Substitua 8.y = 260, = 180° na expressdo (9.17) e
calcule a velocidade final do projétil e o Gngulo formado pela velocidade final do alvo
com a velocidade inicial do projétil.

Questdo 3. A experiéncia de Rutherford foi importante na elabora¢do do modelo do 4tomo

e consistiu na medida do angulo de espalhamento de particulas o pela matéria em laminas
de ouro extremamente finas. Na interpretacdo dos resultados, é fundamental entender o
papel dos elétrons, que pode ser compreendido por meio da equacgdo (9.19) da maneira
explorada nesta questao.

Considere que a colisdo é elastica, o alvo estd parado e m; > m,,.

a)

b)

d)

Laboratorio obedece a equacéo tan 6, = Z— :
a

Use o resultado do item anterior e mostre que, se m, > m,, entdo 6, =

Mostre que o maior angulo de espalhamento possivel no referencial de Laboratério

m

obedece & equacio cos O, = — —2. Sugestdo: calcule a derivada de tan 8, em
a

m,

funcéo de 0., e iguale a zero a expressao encontrada.
Use o resultado do item a) e mostre que o angulo maximo de espalhamento no

b

mp

Mmq

Determine o maior angulo de espalhamento possivel de uma particula o que incide
em um elétron parado (procure as massas dessas particulas na literatura).
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Aplicacdo: escolha do moderador de um reator nuclear

A probabilidade de um préton ou um néutron interagir com um nucleo é inversamente
proporcional a sua velocidade, embora dependa de outros fatores também. Por causa
da repulsdo elétrica, somente protons de energia elevada penetram no nucleo, mas
mesmo néutrons de energia semelhante a de moléculas do ar sdo capazes de provocar
uma reac¢ao nuclear, uma vez que sao atraidos pelo nucleo. Assim, enquanto os
protons precisam de muita energia (portanto velocidade) para penetrar e interagir
com o nucleo, os néutrons podem interagir a baixa velocidade (com pouca energia) e
tém, portanto, probabilidade de interacdao muito maior que os prétons. Tanto um
reator quanto uma bomba nuclear dependem dessa propriedade dos néutrons, uma
vez que esses dispositivos precisam reter as particulas que produzem a reagdo (os
néutrons) no volume em que esta o elemento combustivel, o que é facilitado quando
essas particulas se movem mais lentamente — a probabilidade da colisao é
inversamente proporcional a velocidade do néutron. E claro que os nucleos desse
material combustivel precisam produzir novas particulas ao fissionar, para manter a
reacao em cadeia, mas este assunto esta fora do escopo deste texto; vamos explicar
por que o moderador de um reator é feito de material de baixo nimero atémico.
Assim, o projétil sera um néutron de massa m,, e velocidade ¥, ;) e 0 alvo, um nicleo
de massa m,, e parado.

Usando que 0 < cos Oy < 180° na equacgao (9.17), deduz-se que a velocidade do
néutron apods a colisdo estd na faixa

|mb _mnl

7 |Paw| < [aw| < [Faq]

Como o melhor moderador é aquele que faz com que o néutron tenha a menor
velocidade depois da colisdo, este resultado sugere que o melhor material é aquele
gue tem a massa mais proxima do néutron; o Hidrogénio, com massa muito préxima

do néutron, é capaz de praticamente parar o néutron em uma Unica colisdo, uma vez

|mp—my| , .. , , . , .
que % = (0,001. J4 para o préximo atomo, o Deutério, que é um isétopo do

|[mp—my| ~ p
% = 0,5, com essa razdo tendendo a 1 para d&tomos pesados. Como

Hidrogénio,
hidrogénio é um gas, usa-se agua em muitos reatores; quando a temperatura é mais
alta que a de ebulicdo da agua, o vaso do reator é pressurizado, de modo a manter a
agua em estado liquido. Quando o uso de 4dgua é impraticavel, a escolha acaba
recaindo no Carbono, uma vez que todos os materiais de numeros atdmicos entre 2 e
5 apresentam alguma dificuldade pratica. Quando se quer moderar um feixe de
néutrons de baixa intensidade que ndo chega a aquecer o material, usa-se plastico,
gue sao compostos quimicos ricos em H. Note que, por sorte, em cada kg de um
material de nimero atémico leve ha mais atomos do que em elementos de nimero
atémico grande, o que reforca a capacidade de moderacao dos elementos de baixo
numero atémico.
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Determinacdo do elemento quimico por espalhamento de prétons

Considere um arranjo experimental formado por um feixe de prétons de alta
velocidade, mas bem menor que a velocidade da luz (v < 0,1 c¢), que incide sobre um
material desconhecido em uma camara de vacuo. Dentro dessa camara, instala-se um
detetor de prétons de modo que apenas proétons espalhados em um angulo 8, = 170°
sejam contados; esse arranjo pode ser visto em uma visita ao LAMFI.

Repetimos aqui a equagao que permite identificar o elemento:

|ﬁa(L)| = |V(11V(IL)| \/m,z) + m2 + 2m, my, cos Oy (Cop;éf;;
Chamando r a razao entre as massas,
rzﬂg (9.20)
ma
a equacao (9.17) pode ser reescrita assim:
| (9.21)

[day| = f‘f;l JrZ2+1+4271cosbcy

Dessa equacdo, deduz-se a energia cinética final da particula E; em fungdo da inicial
E;, no sistema de laboratdrio, em que sdao tomadas todas as medidas:

r2+1+2rcosflcy (9.22)
(r+1)2

Assim, para cada valor de 1, resolve-se a equagdo (9.19) para encontrar o angulo 0.y

correspondente a 8, = 170°, que se substitui na equagdo (9.22) para achar Ef. A

Ef:El

Figura 6 mostra o grafico da perda de energia do projétil relativa a energia inicial,

AE _E;—Ef (9.23)
E B
em fung¢do da massa A do alvo, usando o préton e a particula alfa como projéteis. Os
detetores de particulas atuais conseguem distinguir diferencas de 1% na energia
relativa com facilidade. Assim, esse método permite identificar os elementos leves
com facilidade tanto com prétons quanto com alfas, mas para 4tomos pesados, deve-
se escolher particulas alfa como projéteis.

AE/E AEIE
vr 0.30F
08l 0.25¢
- 0.20
6L
0.15
0.4}
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021 0.05F e
—“-““‘“—“T """""""""" : —— o P p—— A — L p _'\ ------- A
50 00 50 200 50 00 50 200

Figura 6. Perda fracionaria de energia no sistema de laboratoério por espalhamento elastico
em fung¢do da massa A do alvo, calculada conforme equagao (9.21). A curva de cima
corresponde ao espalhamento de particulas alfa e a debaixo, de prétons.
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9.2 Definicéo e representacao
Neste texto, vamos nos limitar a lidar com os vetores que representam grandezas
fisicas no espaco de trés dimensdes, aonde o protétipo do vetor é o deslocamento.
Muitas das propriedades que vamos apresentar abaixo se aplicam aos vetores em
geral, mas outras sdo particulares dos vetores em trés dimensdes.

» Caracteristicas gerais e a representagéo por flechas
Vetor é uma entidade matematica que, em trés dimensdes, possui mddulo, direcdo e
sentido definidos e pode, portanto, ser representada por um segmento de reta
orientado, como esquematizado na Figura 7 abaixo. A direcdo da reta indica a direcdo
do vetor e a ponta de seta define o sentido. E habito imaginar uma pena na ponta
oposta aquela em que se desenha a seta, o que permite dar nomes as extremidades do
segmento — ponta de seta e ponta de pena. Para que uma grandeza fisica possa ser
representada por um vetor, é preciso ainda que o resultado da soma de dois
elementos independa da ordem em que é efetuada - a adicdo tem que ser comutativa.

sentido

14 o T
: {
¥
diregio .~ médulo
poit

Figura 7. Representagao de um vetor por uma flecha e a correspondéncia com a
representacao por maddulo, dire¢ao e sentido. O sentido vai da ponta da pena
(ndo desenhada...) a ponta da seta

O modulo de um vetor € o escalar (o nUmero com a unidade fisica adequada) que
da sua intensidade (também chamada magnitude) que, na representacdo por flechas, é

proporcional ao seu tamanho. O simbolo universal para 0 modulo do vetor Aé |/T| ou
seja, as duas barras verticais dizem que somente se considera a intensidade da grandeza.
O modulo também é frequentemente representado pelo mesmo simbolo do vetor sem a
flecha,

4] = 4

Vetores iguais sao aqueles que possuem a mesma direcdo, 0 mesmo sentido e o
mesmo modulo. Dois vetores sdo diferentes quando pelo menos uma das caracteristicas
muda. O vetor que tem a sua ponta de seta coincidindo com a ponta de pena é o vetor
nulo, ou seja, o vetor nulo tem médulo igual a zero.

9.3 Operacgdes basicas com vetores
» Produto de um namero real por um vetor

O produto de um namero real n por um vetor ¥ é o vetor 4 = n v, que
tem as seguintes caracteristicas:
¢ Modulodeu: |u]| = |n]|. |V
¢ Direcdodeu :éamesmade v, desde quen # 0
¢ Sentidodeu :éomesmodev,sen > 0,eopostoaodev,sen <0
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A figura abaixo exemplifica os varios resultados obtidos quando se
multiplica um vetor a por nimeros diferentes.

Figura 8. Representacdo do vetor d e dos trés vetores obtidos pela sua multiplicagdo pelos
numeros -2, -1 e 3.

> Soma de vetores

A adicdo vetorial pode ser feita por meio de dois processos: a regra do
poligono e a regra do paralelogramo.

A regra do poligono deve ser aplicada da seguinte forma: transportam-se
0s vetores de modo que a ponta da seta de um coincida com a ponta da pena do
outro, sem modificar seus madulos, direcbes e sentidos; a soma comeca na ponta
da pena do primeiro e termina na ponta de seta do segundo, veja 0 exemplo abaixo.

1 2
P,

7 a

A / 3
/| // Lrrt—"1
—

o

c‘l\

Figura 9. Soma vetorial s = d + b pela regra do poligono

A soma de mais de dois vetores deve ser feita posicionando os vetores
consecutivamente, isto é, a ponta de seta do primeiro coincidindo com a ponta da
pena do segundo, a ponta da seta do segundo coincidindo com a ponta da pena do
terceiro, e assim sucessivamente; a soma comeca na ponta da pena do primeiro e
termina na ponta de seta do ultimo, veja o exemplo na Figura 10.

o P
R=A+B+C
Figura 10. Soma vetorial pela regra do poligono

A regra do paralelogramo consiste em desenhar flechas paralelas a cada
um dos dois vetores de modo a terem as pontas das penas no mesmo ponto; o vetor
soma sera representado por uma flecha com a pena no mesmo ponto das pontas de
pena dos dois vetores e com a ponta de seta no cruzamento das duas retas paralelas
aos vetores sendo somados, formando assim um paralelogramo, como ilustra a
Figura 11 abaixo.
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—_— —

R=A+B
Figura 11. Soma vetorial pela regra do paralelogramo.

Dois vetores sdo opostos quando eles apresentam a mesma diregdo e 0 mesmo
maodulo, mas sentidos contrarios, veja Figura 12. Assim, dois vetores opostos sempre sao
diferentes, mas nem sempre vetores diferentes serdo opostos.

-
X

e
y

Figura 12. Os dois vetores representados sio opostos.

Quando os vetores sdo opostos, como 0s vetores X e y da Figura 12, concluimos
gue sua soma resulta no vetor nulo:

% + % = 0 com os vetores da Figura 12.

Questo 4. Considere dois vetores % e 3 ndo nulos tais que ¥ + ¥ = 0.
Calcule:
a) 2Xx+y
b) X+ 2y
c) 2x —2y
d —2x -2y
C
e
D

FIGURA 13. llustragao dos vetores das questdes 5 e 6. A figura representa 8 vetores
nomeados em ordem alfabética a partir de d, que tém suas pontas de pena no pequeno
circulo ao centro. As pontas de seta dos 4 vetores que apontam nas diagonais (B ,2 , 7 , h )
formam um quadrado ABCD (em linha pontilhada) e esses 4 vetores tém mesmo maédulo. Os
4 vetores que apontam na vertical ou na horizontal (@, ¢, €, g ) tém o mesmo médulo
(diferente dos outros) e suas pontas de seta estdo nos pontos médios do quadrado ABCD.
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Questdo 5. Considere os vetores representados na FIGURA 13.

Determine as somas abaixo e apresente o resultado de modo que seja apenas um dos
vetores representado na figura ou o vetor nulo:

a) d+¢éd+d;d+8;d+f;d+g
b) b+d;b+é;b+f;b+g;b+h

» Diferenca de vetores

A diferenca dos vetores v, e v; , nessa ordem,

é definida como a soma do primeiro com o oposto do segundo,
d=7v;+(—v)

Para representacdo e calculo do modulo do vetor diferenca ou subtracéo,
deve ser aplicado o mesmo raciocinio da adi¢édo, trocando o sentido do vetor que
sera subtraido, para que possa ser trabalhado tal como uma soma vetorial. Veja a
Figura 14 abaixo.

- > —> — —
a-b=a+(-b)=r
Figura 14. llustragdo da subtragdo de vetores.

Questao 6. Considere os vetores representados na FIGURA 13.

Determine as diferencas de vetores abaixo, de modo que o resultado seja apenas um dos
vetores representado na figura, seus multiplos ou o vetor nulo:

)
)

QD

S
a—h

S

;b—d

O




<“ : Curso de Licenciatura em Fisica Setembro/2020

» A representacdo algébrica

O versor do vetor 4 é o vetor & que tem modulo 1 e aponta na direcdo e sentido de
A, portanto € definido por

|:l>¢
sy

com A+0

)
Il
=

ou seja
A=A.a

Essa é maneira de construir um vetor quando se determina seu médulo
separadamente da sua direcdo e sentido. Note que A tem dimensao fisica, enquanto
que @ é adimensional.

Questdo 7. Determine os versores dos vetores abaixo.

a) 3U+4j
b) 37—4f
c) 37

Vetor unitdrio é todo vetor que tem médulo 1, adimensional; assim, os
versores sao vetores unitarios. Em coordenadas cartesianas, podemos escolher trés
vetores unitarios mutuamente perpendiculares para formarem uma base tal que
gualquer vetor pode ser escrito em termos dessa base, somando multiplos desses trés
vetores unitarios. A escolha normalmente recai nos versores de vetores que apontam
nas direcdes dos eixos coordenados, sempre no sentido positivo.

z

Figura 15. Representagdo dos vetores unitarios i, j e k, que formam uma base do espaco
cartesiano que permite expressar qualquer vetor como uma soma ponderada deles

Assim, qualquer vetor pode ser escrito como uma soma de trés vetores
A=A+ AyJ + Ask

em que Az, A2 e Az séo as projecdes do vetor nos eixos coordenados. Nessa forma, o vetor
é uma soma das suas 3 componentes A,7, A,] e Ask nos eixos Ox, Oy e Oz,
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respectivamente. Como o0s vetores unitarios sdo sempre 0s mesmos, eles ndo precisam ser
escritos em cada equacdo, o que da origem a outra notagdo. No inicio dos célculos,
explica-se que os vetores sdo dados pelas projecbes em 3 eixos, informa-se para que
direcdo aponta cada um dos eixos e escreve-se simplesmente

I‘T = (Al»Az'As)

Nessa representagdo algébrica, o médulo do vetor 4 pode ser calculado a partir da
diagonal do retangulo definido pelas trés projecdes no eixo, portanto

4| = /A{ + A2 + A2
» Vetor posigédo

Localizar uma particula no espago requer a definicdo de um ponto que sirva de
origem ao sistema de referéncia. O deslocamento, a partir dessa origem, que marca a
posicdo da particula é o vetor posicdo. A Figura 16 abaixo representa um vetor posicéo 7,

cuja forma analitica, em termos dos versores i, e k, é
P=xi+yj+zk

ou seja, as projecdes do vetor posicdo sdo as coordenadas da particula. Seu mddulo é a

distancia a origem,
7l = [x2+y2 +2°

P(t)

Trajetdria

=1

L
Referencial

Figura 16. Representagdo do vetor posi¢cdo 7 (esquerda) e exemplo de uso do vetor posi¢ido
para descrever uma trajetdria (direita).

Questdo 8. Em um campo de futebol, a aceleracio da gravidade é g = 10 m/s?.
Nesse campo, uma bola é langada a 20 m/s em um angulo de 30° com o plano
horizontal. Ignore o atrito com o ar, o tamanho da bola e escolha a origem do
sistema de referéncia no ponto de lancamento.

Determine o vetor posi¢do 7(t) que da a posicdo da bola em qualquer instante de
tempo t, durante o qual ela estd no ar.
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» De mddulo, diregdo e sentido para a representacdo algébrica e vice-versa

E sempre possivel determinar a representacdo analitica de um vetor cujo médulo,
direcdo e sentido sdo conhecidos. Aqui, discutiremos essa transformacdo em duas
dimensdes apenas. A figura abaixo representa um vetor em duas dimensdes, cujo
modulo é conhecido, A, e sua diregcao forma um angulo & com o eixo Ox.

&
e

Figura 17. Decomposi¢ao do vetor a partir de sua intensidade, direcdo e sentido, para
determinar sua representagdo analitica.

A projecao do vetor 4 no eixo Ox do plano cartesiano sera dado por 4,1, e sua
projecdo no eixo Oy do plano sera A, j . Na figura, vemos que

A A
cosf == e senf =2
A A

de modo que este vetor pode ser escrito como:
A= Ayi+Ayj=AcosOi+ Asenfj

Apesar da deducdo dessa expressao ter sido baseada na Figura 17, que representa um
vetor no primeiro quadrante, a formula acima vale para qualquer angulo 6, desde que
ele seja medido a partir do eixo Ox e crescente no sentido anti-horario, como indicado
pela flecha no arco da Figura 17. Por exemplo, se o angulo estiver no intervalo 90° <
6 < 180°, a componente x aponta para a esquerda e a componente y, para cima, mas
o cosseno desse angulo é negativo e o seno, positivo, de modo que os sinais
acompanham corretamente os sentidos das componentes do vetor.

Note que os casos: 8 = 90° e 8 = —90° sdo mais simples, uma vez que esses vetores
apontam na dire¢do Oy, portanto correspondem aos vetores Aj e —AJ,
respectivamente.
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Questdo 9. Considere um vetor A cuja direcdo forma um angulo € com o eixo Ox
medido conforme a Figura 17.

Verifique a validade da formula A = A cos 8 + A sen 6] quando

a) 180° <6 < 270°
b) 270° <8 < 360°

A operacdo inversa — da representagao analitica para médulo, dire¢ao e sentido — pode
ser deduzida usando a mesma Figura 17, entendendo que as grandezas conhecidas sao
Ay e A, , das quais se precisa determinar o modulo A e a diregdo e o sentido, ou seja, 0

angulo 6, que pode apontar para qualquer quadrante, quando varia de 0 a 360°.

Notando que A € a hipotenusa do triangulo retangulo de catetos A, e A,, deduz-se
gue o médulo de um vetor na representacdo analitica é

A= /sz +4,°

2y
Ax

Também verificamos que

oS

tan 0 =

Essas expressdes sdo sempre validas e corretas, mas, infelizmente, a ultima delas ndo
permite determinar o angulo 6. A Figura 18 abaixo é o grafico da funcdotanf e a
Figura 19, da funcao arcotangente.

tan(8)

8(radianos)

w
41t

27T =
2

2

Figura 18. Grafico da fungdo tangente.
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6(ragianos)

N

1A

2 2 A 2 2 2 | _— 2 2 A 2 2 2

..............tane
2 4 6 ()

Figura 19. Grafico da fungdo arcotangente.

Note que a fung¢do arco tangente com que construimos a Figura 19 somente devolve
angulos no intervalo —90° < 8 < 90°, enquanto sdo necessarios angulos entre 0° <
6 < 360°. O que acontece é que a fungdo tangente ndo tem inversa, uma vez que
varios angulos dao o mesmo valor da tangente, de modo que sé é possivel definir a
funcdo inversa quando se escolhe um ramo da funcdo em que cada valor corresponda
a um Unico valor de angulo. Os programas de computador escolhem o ramo —90° <
6 < 90°. Note que essa faixa é adequada no caso do desenho da Figura 17 e qualquer
outro caso em que o vetor aponte no sentido do 12 ou 42 quadrantes, e, quando o
vetor aponte no sentido do 22 ou 32 quadrantes, basta usarmos

Ay
0 =arctan—+
Ay

A regra de transformacdo usando o ramo —90° < 0 < 90° para definir a fungdo
arctan x é, portanto,

( A
! arctanA—y se o sentido aponta no 1° ou 4° quadrantes
_ x
0= A

Larctan—y + m se o sentido aponta no 2° ou 3° quadrantes
X

Questdo 10. Determine a representacdo analitica dos vetores:

a) Mddulo 10, diregdo 30° com o eixo Ox, sentido nordeste.
b) Modulo 10, direcdo 30° com o eixo Ox, sentido sudoeste.
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Questdo 11. Determine o mddulo, direcao e sentido dos vetores

a)
b)
c)
d)

141 + 10j
—141 + 10f
141 — 10j
—14{ — 10§

9.4 Operagdes avangadas

Produto escalar

O produto escalar ¢ uma operacao que liga um par de vetores a um escalar.
Definimos o produto escalar como:

A - B=ABcos@

em que 6 é o angulo entre os vetores AeB.Note:se 8 =90°entio 4 - B = 0.

= Propriedades do produto escalar:

1.

6.

Se A = A;i+ Ayj + Ask e B = Byi + B,j + B3k
Entdo,

A.B=A;B; +A,B, +A;B,;

A A=A +A2+A% e B.B=B2+BZ+B?2

SeA.B=0 entdo Aé perpendicular a B

> Produto vetorial

Além do produto escalar entre vetores, define-se também o produto
vetorial. Enquanto o produto escalar de dois vetores € um escalar, 0 produto
vetorial € um terceiro vetor.

Definimos o produto vetorial entre dois vetores & = ui + u,j + uzk e
¥ = ;1 + v,j + v3k como
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ﬁ X 'l_} = (u2U3 - ugvz)i + (u3171 - u1173)j + (u1172 - uzvl)l’e

ou podemos escrever o produto vetorial como

que pode ser calculado pela regra de Sarrus.
Ha um outro simbolo, A, muito usado para definir o produto vetorial,
assim
UANV=U XV
Neste texto, usaremos sempre o simbolo x para identificar essa operagao.
No gréafico abaixo podemos ver a interpretacdo geométrica do produto
vetorial

T

Fig. 15: interpretacdo geométrica do produto vetorial

A norma do produto vetorial entre os vetores 1 e v pode ser interpretada
como a area do paralelogramo cujos lados sdo i e ¥, ou seja, a direcdo do produto
vetorial é ortogonal ao plano gerado por u e v e o sentido é dado pela regra da
mao direita.

» Propriedades do produto vetorial

1. uXv=—-vX1U

N

. (pu+qv) x w=p{ X W) +q(¥ X W)

w

LA xP)U=WUXxD).¥=0
4. U x ?| =uvsin(u,v)

5. det(d; ¥;U x ¥) = uv?sin®*(u, )

Exercicios

1. Considere os vetores @ = 27 + 37 e b = I — 2J, em que T e j s40 vetores unitarios
taisque?-j = 0.
Determine e f (diferentes para cada item) tais que

a) 2l=ad+Bb
b) 2/ =ad+pb
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¢) I+]=ad+pBb
d) —27 a
e) 141

Considere os vetores: @ = 2T+ 3je b = T — 2], em que 7 e j s80 vetores unitarios
taisque -7 = 0.

Determine:
a) O produto vetorial @ x b
b) O produto escalar d - b.
c) Oanguloentre d e b.
d) Oanguloentre ded x b.



