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V.  Mddulo de um Numero Real, |x]|

A Motivagao
Um bloco com massa 7 = 2 kg desliza sem atrito sobre uma mesa horizontal e esta
preso a uma mola de constante elastica £ = 5000 N/m. Inicialmente, a mola esta comprimida
e o bloco esta parado; essa posi¢ao inicial do bloco é escolhida como origem do sistema. O
bloco ¢é, entao, liberado para oscilar harmonicamente, com velocidade maxima de 3 m/s. A
figura ilustra o arranjo e o sistema de referéncia.

Mola comprimida
em 6 cm

\’

Determine:
a) A energia total do sistema.
b) A posicao de equilibrio do bloco.
c) As posi¢des do bloco em que sua energia cinética vale 5 J.

a) Como nao ha atrito, a energia mecanica se conserva, portanto

1 1 1
E=T+U=Emv2+5k(x—x0)2 V-
em que v ¢é a velocidade do bloco e X a posicao de equilibrio. A velocidade é maxima quando
a energia potencial ¢ minima, que corresponde ao ponto em que a compressao da mola ¢é

nula, portanto X = X, e a energia total é
-1 2,1 2 —
E—22X3 +2k(0) =9]

b) Quando o bloco esta parado, a energia total do sistema ¢ a energia potencial da mola,
portanto

E=U=_k(x—2x)*=55x1030-x0)?=9] (V.2)
18
2 _ — x 1 —4
Xo T 10° 36 0
|xg| =6 x 1072 = 0,06 m
X9 =0,06m ou —xo = 0,06 & x5 =—0,06m
A solucdo xg = —0,06 m satisfaz a equagio (V.2), mas corresponde a um ponto mais

a esquerda da compressio maxima, assim é uma raiz espiiria e deve ser descartada. E muito
comum na solucio de equagdes de 2° grau obter solugoes fisicamente inadequadas ao
problema em questao, e sempre precisamos verificar a adequacao de cada uma delas. Assim,
h4 uma tunica solucio fisicamente aceitavel,

x, = 0,06 m.

36



b
Conceitos de Matematica Bésica Moédulo de um numero real marco de 2020 “07

¢) Substituindo T =5 ] na férmula (V.1) acima, usando que a energia total vale 9 | e
chamando de X' o ponto em que a energia cinética vale 5 |,

1
9=5 +§k(x'—x0)2

16 X 107 = (x' — x,)?
|x' —xo] =4 %1072 = 0,04 m
x'—xy=0,04 ou — (x'—x5) =0,04m

Substituindo o resultado do item b, Xy = 0,06 m, chegamos as solugdes:
x'=0,10 ou x' = 0,02 m

Neste caso, ambas as solucdes siao aceitaveis.

A fungdo moédulo foi usada duas vezes neste exercicio, com consequéncias distintas.
Numa, uma raiz da equacao foi descartada, enquanto noutra ambas as raizes foram usadas.
E muito comum tomar a decisio de aceitar ou nio uma solucio sem mencionar o raciocinio
por tras dessa decisdo ou, pior, esquecer de raciocinar acerca da viabilidade ou nao da
soluc¢do, o que dificulta a revisio do problema, pode conduzir a erros e dificulta a
compreensio de quem estuda a solucdo. Noutras palavras, a clareza e a completeza na
explicacao da solucao vao definir se ela sera entendida, aceita e usada por quem precisa dela.

Este capitulo trata da matematica dessa fungao modulo.

B. Definicdo

O conceito de médulo de um numero real esta associado a ideia de distancia de um ponto a
origem de uma reta orientada, quando a grandeza nao ¢é definida positiva. Uma coordenada
pode ser representada por um nimero negativo ou positivo, mas a distancia em relagio a
origem sera sempre representada por um numero igual ou maior que zero, ou seja, um
namero semi-definido positivo.

Matematicamente, essa ideia é expressa da seguinte maneira:

[ x, sex=0 (V.3)
|x] _{—x, se x <0

Na Figura 1, o sistema de referéncia foi orientado para a direita. As flechas que indicam
as coordenadas +06 e -6 estdo orientadas para lados opostos, mas tém mesmo tamanho, que
¢ proporcional a distancia entre o ponto e a origem. Essa figura procura mostrar como a
equagao (V.3) funciona — o moédulo serve para representar grandezas definidas pelo tamanho
e nao dependam de orientagao.

:(:::::l:::::)é:

-1 ] -3 -4 -3 -2 -1 ‘ 0 1 Z 3 4 5

Figura 1. Reta orientada, mostrando que ha duas coordenadas que tém a mesma distancia a origem. O
modulo da coordenada representa essa grandeza semi-definida positiva, que é a distancia.

Na Figura 1, aplicando (V.3),
parax=6— [6=6
parax =—6 — |- 6| =—(—6) =6

Assim, os médulos das duas coordenadas, 6 ¢ -6, sio idénticos.
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O grifico da fun¢io y = |x| estd na Figura 2, junto com o grafico da fun¢do y = x.

(8 1)

Figura 2. Em vermelho, gréafico da fungéo y = |x|, que é uma funcéo par, isto &, tem 0 mesmo valor para x
e —X. Note que o gréfico coincidecomodey = x parax >0edey = —x parax < 0.

A raiz quadrada de um quadrado é um caso importante de aplicagao do médulo, sobre
o qual ha uma convengiao. Define-se

Jx? = |« V.4)
uma grandeza definida positiva, mas note que a equagao do 2° grau,
x% =16

admite duas solucbes, x = +V16 = +4. Assim, ¢ uma convengdo que o sinal que fica de
fora da raiz na equacio (V.4) é positivo, e a escolha que todos fazem é deixar implicito que
o sinal é +. Quando for necessério usar a raiz negativa de x2, deve-se escrever

Note como fica essa convengiao com numeros:

V16 =4e¢—V16 = —4

ou seja, convencionamos que o sinal da

raiz de um numero fica sempre fora da raiz: | Questdo 1. Calcule:
V16 nio tem sinal mal definido, embora a) |-4] |—2-(6)]
. 8
tanto 4 quanto -4 ao quadrado déem 16.
b) |7] h) |a-b|
~ |3
. ) o |a A

C. Equagdes com mddulo
Uma equagio em que se procura o médulo d) 12-(=5)| i) 1_—050
de uma incognita ou de uma grandeza
algébrica corresponde a duas equacoes sem e) 13-(—4)| k) %
esse modulo. Por exemplo, a fim de 9
resolver a equagio f) |-2-(—6)] D 1(=2)-(6)7"]

|3-x| =6

desdobramos o médulo
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(3—x) se x<3
B—x=
—(3-x) se x>3
Assim, para x < 3
3-x=62x= -3
e, para x >3
3+tx=62x=9

Portanto, a equagao |3 - x| = 6 tem duas solugdes, -3 ¢ 9, como pode ser verificado por
substituicio.

Questao 2. Determine as solu¢oes de cada uma das equagoes abaixo.

a) |5—3X| =4
b) |12+2x|=4
9 53X =[3x +17|
9 X +|x-3 =5
N |2x—3| :|4x+5|
1-X_¢
) 4
g
2x -3
h) -1
4% +5]

Questao 3. Faga o grafico de

a) y=|x—5]|
b y=Ix?|
D. Definindo intervalos com a fun¢gdo mdédulo

Um dos usos da fun¢do médulo é descrever intervalos de maneira compacta. Por exemplo,
a expressao

x| <7,x €R
define o intervalo =7 < x < 7oux € |-7;7[ e
x| >7,x €R
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define o par de intervalos desconexos, x < =7 ¢ x > 7.

O moédulo também pode ser aplicado a uma expressao do tipo a — b, com a e b
numeros reais: |@ — b|. Nesses casos, devemos substituir toda a expressio dentro das barras
verticais por X e aplicar (V.3):

a—b se a=b
b—a se b>a

ja— bl = {

Questio 4. Nos intervalos abaixo, as grandezas X e @ sio nimeros reais, com a > 0.

Escreva na forma de desigualdade(s):

a) |x—=7]<?2
b |x—2|<7
o |lx=7[>2
d |x—=2[>7

e) |x—al <2,
) |x+al <2
g |lx—al>a
h) |x—al < 2a
) |x=2|<a
) x| <-—a

E. Propriedades

i.  la-bl=1lal-|bl

a

_lal _ R-1
o jal - 1B

_|b|_

iii. dadoa >0, |x|] > ase, esomentese, x >aoux < —a

iv. |—a + b| pode ser igual ou diferente de |—al| + |b| — depende dos sinais de a
ede b.
F. Exercicios
. x— L .
1. Calcule os possiveis valores de yse ele é y = 1 com X #1, e discrimine o conjunto
X i

de x que da cada resultado.

2. Simplifique
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x-3
a) , sendo x < 3
X—3
b) m+M com (0 <x<4
X x—4’
[x-2]
o 1+ , com x> 2
X—2

3. Mostre graficamente que a equagao da forma
|x —al=»b
em que X, @, ¢ b sao nimeros reais, tem:
a) Duas solugoes, se b > 0
b) Uma solugio,sea =0eb =0

¢) Nio tem solu¢io, se b < 0

4. Facga o graficode y = |x? — 2x — 8|, no intervalo |x| < 5.
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