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Se X~ N(u; oc?), definimos

o] Lembrando!!!
E(Z)=0
Var(Z) =1
oy X~ N(p; o?)
fizk #
Z~N(0;1) a n b
z#
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Testes de Duas Amostras

Testes de Duas Amostras

Média da Média da
populagao, populacio, Proporcdo da
amostras amostras populagao
dependentes independentes
Exemplos:
Mesmo grupo antes Grupo 1 vs. Grupo 2 Proporcao 1 vs.
e depois do independente Proporgdo 2
tratamento
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Amostras dependentes

Teste de Média para 2 Populacdes Relacionadas

amostras . Amostras Pareadas ou combinadas
dependentes . Medidas repetidas (antes/depois)
Usar diferenca entre valores pareados:

d; =% -y;

* Hipoteses:
 Ambas Populacdes sao Normalmente Distribuidas



Estatistica de teste:
Dependent Samples

A Estatistica de teste para adiferenca de média é uma t valor, com

n—1 graus de liberdade:

amostras
dependentes sendo

t—d_DO ] 2.4,

Jn

D, = Diferen¢a de média suposta
s4 = desvio padrao amostral das diferencgas
n = tamanho da amostra (numero de pares)
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Regra de decisao: Pares combinados

Amostras Pareadas ou combinadas

Teste cauda inferior:

Ho: Ky — lJ.yZO
Hy:p— Wy, <0

Teste cauda superior :

Ho: ik — Ky <0
Hy:pe— p, >0

Teste duas caudas:

Ho: Uy — lly=0
Hy:pe— p, 20

Rejeita Hyset<-t,,

Sendo que

Rejeita Hyset>t,, 4

d-D,
©d

Jn

tem n-1 g.l.

'toc/Z J[06/2
Rejeita Hyset<-t,; .

out> 1:n-l, o/2



Exemplo de Pares combinados

Suponha que vocé envie seus vendedores para um
workshop de treinamento de “atendimento ao cliente”. O
treinamento fez diferenca no numero de reclamacoes?
Vocé coleta os seguintes dados:

—_ 2 d,
Numero de reclamacodes:| (2)-(1) d = n
Vendedor Antes (1) Depois (2) Diferenca, d;
=-4.2

C.B. 6 4 -2

T.F. 20 6 -14

M.H. 3 2 -1 S _ \/Z(dl—d)z
R.K. 0 0 0 d— n—1
M.O. 4 0 -4

2 - 5.67




Pares combinados: Solucao

* O treinamento fez diferenca no numero de reclamacoes? (ao nivel

de o = 0.05)?

HO: ux_uy=0
Hy: o —p, #0

a=.05 -4.2

Valor ¢ritico =% 2.776
gl.=n-1=4

Estatistica de Teste:
~d-D, -42-0
s/n  5.67//5

t

Rejeita Rejeita

/2 o/2

-2.776 § _ 2.776

-1.66

- 1.66

Decisao: Nao rejeita H, _
( a estatistica de teste ndo cai na
regiao de rejeicao)

Conclusao: Nao ha mudancga significative
no numero de reclamacgoes.
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Diferenca Entre Duas Meédias

Médias das populagdes, Objetivo: Testar a diferenca entre
amostras independentes RT laci .
duas medias populacionais, p,—u,

* Diferentes populacdes
* Nao relacionadas

* Independentes

* A Amostra selecionada de uma populacao nao tem efeito sobre a
amostra selecionada na outra populacao

e Normalmente distribuida



Diferenca Entre Duas Meédias

Médias das populacoes,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

»| A Estatistica de Teste é um z valor

(cont.)

o,’ e 0,2 desconhecidas

o,” e 0,2 supostas
iguais

o,’ € 0,2 supostas
diferentes

A Estistica de teste é um valor da
distribuicao t de Student




o, € 0,° conhecidos

Médias das populacoes,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,* e 0,2 desconhecidas

Hipoteses:

As amostras sao aleatdrias e retiradas de
forma independente

Ambas as distribuicoes de populacao
Sao hormais

As variancias populacionais sao
conhecidas



.~ €0, Conhecidos

(cont.)

Quando o,? e 0,2 sdo conhecidas e ambas

Médias das populagoes, normalmente distribuidas, a varidnciade X — Y é

amostras independentes

2 X
5 O-_ — = _I_
o,* e 0,2 conhecidas |>k =Y n N

, , _ ...e a variavel aleatdria Z tem uma distribuicao
o,’ e 0,2 desconhecidas normal padrio
y P

7 — (X_y)_(“X_HY)




Estatistica de Teste,
o,” € 0,” Conhecidas

Médias das populacdes, H - _ :D
amostras independentes 0 IJX IJy 0

A Estatistica de Teste pata

o,? e 0,2 conhecidas |>l< IJ'x _ uy e:

o,% e 0,2 desconhecidas 5 ( X— y) — DO




este de Hipotese para

Duas Meédias Populacionais

Duas Médias Populacionais, amostras independentes

Teste de cauda inferior:

HO: HXZ My
Hl: Mx < u-y

i.e.,

Ho: IJ.X—HVZO
Hi: e —py <0

Teste de cauda superior :

HO: My < My
Hl: Mx > u-y
i.e.,

Ho: uik— 1, <0
Hi: HX—HV>O

Teste de duas caudas:

HO: Mx = My
Hl: Mx # u-y
i.e.,

HO: le—lly=0
Hi: =, 20




Regras de Decisao
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Duas Médias Populacionais, amostras independents, Variancias conhecidas

Teste cauda inferior:

HO: HX—HYZO
Hi: p—p, <0

Teste cauda superior:

Ho: uik— 1, <0
Hi: lJ.X—lJ.y>O

Teste duas caudas:

HO: llx—Hy=0
Hi: =, 20

Rejeita Hy if z < -z,

Rejeita Hyif z >z,

-ZOL/Z Zoc/2
Rejeita Hy if z< -z,

orz> Za/z




o,” e 0,” desconhecidas, Supostas Iguais

Médias das populacdes, HipétESESI
amostras independentes

As amostras sao aleatdrias e retiradas de
forma independente

Ambas as distribuicoes de populacao

o,* e 0,2 conhecidas - _
sdo normais

As variancias populacionais sao

o,’ e 0,2 desconhecidas . o
desconhecidas e supostas iguais

o,’ e 0,2 desconhecidas, sk
Supostas lguais

o,’ e 0,2 desconhecidas,
Supostas Diferentes




o,” e 0,” desconhecidas, Supostas Iguais

Médias das populacoes,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o’ e 0,”> desconhecidas,
Supostas lguais

o,” e 0,2 desconhecidas,
Supostas Diferentes

(cont.)

= As variancias populacionais sao supostas
iguais, entao use os dois desvio-padrdes
amostrais agrupados para estimar o

= usarum t value com
(ny + n,—2) graus de liberdade



o,” € 0,° desconhecidas, Supostas Iguais

0,2 e 6,2 desconhecidas A Estatistica de Teste para
My — Hy €.
o,’ e 0,2 desconhecidas, K
Supostas lguais ( vl —)_ ( B )
X=Y)=\Hy =My
o, e 0,2 desconhecidas, t —
Supostas Diferentes 32 32
p 4 P
n, ny

Sendo que t tem (n; +n,—2) g.l,,
e

,_(n—1)s2+(n, —1)s:

Sp

n.+n,6—2
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Regras de decisao

Duas Médias Populacionais, amostras independents, Variancias desconhecidas

Teste cauda inferior:

Ho: My — lJ.yZO
Hl: My — lJ.y<O

Teste cauda superior: Two-tail test:
Ho: lx— Ky <O Ho: ix— Ky =0
Hl:ux_ uy>0 Hl:ux_ lly¢0

Rejeita H, se

t<-t (n1+n2 -2), a

o 'toc/ 2 toc/ 2

Rejeita H, se Rejeita H, se

t> t(n1+n2—2),0c t<-t (n1+n2-2),a/2 OF

t>1 (n1+n2 - 2), a/2



Exemplo: Teste t com variancia agrupada:

Vocé é um analista financeiro de uma corretora. Existe uma
diferenca no rendimento de dividendos entre as acdes listadas
na NYSE e NASDAQ? Vocé coleta os seguintes dados:

NYSE NASDAQ
Numero 21 25
Média amostral 3.27 2.53
Des.Padr amostral 1.30 1.16

Supondo que ambas as populagdes sejam
aproximadamente normal com variancias
iguais, ha diferenca no rendimento médio?
(use oo = 0.05)
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Calculando a Estatistica de Teste

A a Estatistica de Teste é:

- (X1 =Xz )~ (u,—u,)  (3:27-2.53)-0 _ X

[ 1, 1 15021(1+1j
\/Sp[m +n2) \/ ' 21 25

a2 _ (n =S, +(n, —1)S," _ (21-1)1.30% + (25— 1)1.16° 1 5021
P (n,—1)+(n,—1) (21-1)+(25-1)




Solucao

Rejeita Hy

Ho: M- M, =0 He. (1= 1y) Re{eitai
Hitpy- 1 20 dee. (g # W) .
o = 0.05 025 | 025
df=21+25-2=44

Valores Criticos: t =% 2.0154

2.0154 0 20154 ¢

2.040
Estatistica de Teste: Decis3o:
(o 320-293 _59a0] Rejeita Hy at o = 0.05
\/1.5021(1 + 1 j Conclusao:
21 25 Existe evidéncia de

diferenca nas médias.
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o,” e 0,” desconhecidas, Supostas Diferentes

Médias das populacoes,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

Hipoteses:
As amostras sao aleatodrias e retiradas
de forma independente

Ambas as distribuicdes de populacao
Sa0 normais

As variancias populacionais sao
desconhecidas e supostas diferentes

o’ e 0,2 desconhecidas,
Supostas lguais

o’ e 0,2 desconhecidas,
Supostas Diferentes




o,” e 0,” desconhecidas, Supostas Diferentes

Médias das populacoes,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o, e 0,2 supostas
iguais

o,” € 0,2 supostas
diferentes

(cont.)
Estimando intervalo:

= As variancias da populacao sao supostas serem
diferentes, portanto, uma variancia combinada nao é
apropriada

= use um tvalor com v Graus de Liberdade, sendo




Estatistica de Teste,
o,” e 0,” Desconhecidas e Diferentes

_ A Estatistica de Teste para
o,’ e 0,2 desconhecidas L, — M e-
X Y '

o’ e 0,2 desconhecidas,

Supostas lguais t _ ()_( . y) _ DO

o’ e 0,2 desconhecidas, sk

Supostas Diferentes 2 SZ
X y

|
\ny ny

Sendo que t possui v graus de liberdade: |v=

(Szj /(nx—1)+(SyJ in, 1)
n, n,




Duas Proporcdes Populacionais

Objetivo: Testar hipoteses para a

Proporgdes diferenca de proporcoes entre duas
Populacionais ~
populagdes, | P,—P,

Hipoteses:

Ambas amostras sao grandes,

nP(1-P)>5

Estatistica Il



Duas Proporcdes Populacionais

(cont.)

e A variavel aleatodria
Proporcoes

Populacionais

(P, —P,)— (P, —P,)

N N

/=

_I_

n, n,

\/6X(1—6X) p,(1-p,)

E aproximadamente normalmente
distribuida



Estatistica de Teste para Duas
Proporcoes Populacionais

Proporcoes
Populacionais

Estatistica de Teste para
HO: PX - Py - O
é um z valor:

7 =

[f)x _f)y)

Py (1-By) . Po(1-py)
n n

Sendo Py =




Regras de Decisao: Proporcoes

Population proportions

Teste cauda inferior:

Teste cauda superior :

HO: PX—P <

Teste de duas caudas:

HO: PX—Py=O
Hl: PX—Py¢O

o -ZOL/Z Zoc/2

Rejeita Hy if z < -z, Rejeita Hy if z > z,, Rejeita Hg if)rzz<>'zﬂ/%2
(04
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Exemplo:
Duas Proporcdes Populacionais

Existe uma diferenca significativa entre a
proporcao de homens e a proporcao de
mulheres que votarao sim na proposicao A?

* Em uma amostra aleatodria, 36 de 72 homens e 31
de 50 mulheres indicaram que votariam sim

* Teste usando o nivel de significancia de 0.05



Exemplo:
Duas Proporcoes Populacionais

(cont.)

O teste de hipotese é:

Ho: Pm—Pw =0 (as duas Proporcdes sdo Iguais)
H,: Py—Pw #0 (existe uma diferenca significativa entre as proporcoes)

B As propor¢cdoes amostrais sao:

Homens: Py = % = 0.50

Mulheres: py = == = 0.62

= A estimativa para a proporc¢ao geral comum é:
- NPy +NwPw _ 72(36/72)+50(31/50) 67
° N, +Ny 72 +50 122

549
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Exemplo:
Duas Proporcoes Populacionais

(cont.)

»

Rejeita Hy , Rejeita Hy

A estatistica de teste para Py, — Py =0 é:

- 025 025
7 — (pM_pW) :
5. (1=, ) P, (1—p
\/po( Po) , Po(1-P) 196 | 1.96
n1 r']2 -1.31
(.50-.62)

\/(.549(1 __549) . _549(1?4@,)7 Decisao: Nao rejeita H

72 o0 Conclusao: Nao ha evidéncia de diferenc¢a
significativa entre homens e mulheres

=/ —-1.31

sobre as proporg¢oes em que votarao sim
para a proposta.

Valores Criticos= £1.96
Para o = 0.05
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Teste de Hipotese testando Variancias
Diferentes (Pode-se testar qualquer
parametro populacional)

= Objetivo: Teste de hipotese sobre
variancias populationais

Ho: GXZ > 0-y2

Hi: 0,2 < 0, Testg de cauda
inferior

Ho: (0} 2 <0 2

et Teste de cauda

Mo >0, superior

Ho: 0,2 =0,2

Hi: 0,2 # 0,2 Teste de duas
caudas

As duas populacdes sao consideradas
independentes e normalmente distribuidas
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Teste de Hipotese testando Variancias

Diferentes
(cont.)

A variavel aleatdria tem

- _ s2/o?
- s2/o?3
y y

Uma distribuicao F (Fisher) com (n,— 1) graus de
Liberdade no numerador e (n, — 1) no denominator.

Denota um valor F com v, Graus de Liberdade no
numerador e v, no denominador por F

Vu o
7 Z
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Estatistica de Teste

A estatistica de Teste para um teste de hipotese sobre

Teste para o : .
P duas variacdes populacionais é

Duas variancias
populacionais

an
1

U)‘U)

< N[x N

Sendo que F tem (n, — 1) graus de Liberdade no
numerador e (n, — 1) no denominator.
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Regra de decisao: Duas Variancias

Use s,? para descrever a maior variancia. Ho: 62 =02
Hi: GXZ # 0—y2
HO: GXZ < Cyz
Hi: GXZ > Cyz
a/2
L L
0 ~ A R 0 «— e R F
N3o Rejeita H, F Nao Rejeita H,

ioita H rejeita H, F B B
rejeita H, an—1,ny—1,a ny=1,n,-1,a/2

RejectH, if F>F, , e B Regido de rejei¢do para um
teste de duas caudas é:

RejectH, if F>F, i ..

Em que s, é maior das duas
variancias
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Exemplo: Teste F

Vocé é um analista financeiro de uma corretora. Vocé deseja
comparar rendimentos de dividendos entre acdes listadas na

NYSE e NASDAQ. Vocé coleta os seguintes dados:

NYSE NASDAQ
Numero 21 25
Média 3.27 2.53
Des. Pad. 1.30 1.16

Existe uma diferenca nas variancias

entre a NYSE e NASDAQ a o =0.107
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 Formule o teste de hipotese:

este F : Exemplo Solucao

Ho: 0,2 = 0y2 (n3o ha diferenca entre variancias)

Hy:02# 0y2 (ha diferenca entre variancias)

B Encontre o valor critico de F para o =.10/2:

Graus de Liberdade:
= Numerador

(NYSE tem maior desvio
padrao):
n—1=21-1=204d.f
= Denominador:
n,—1=25-1=24df
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F

n,—1,n,-1,a/2

-2.03

= F20,24,o.10/2 =




Teste F : Exemplo Solucao

 The test statistic is:

s? 1.302

=1.256

n
< N|x N

- 1.162

B F=1.256 ndo esta na regiao de
rejeicao, entao nao rejeitamos H,

(cont.)
cn2 =2
Ho: 0,° =0,
c v 2 2
H,: 0, # 0,
o/2 = .05
g
{L
Nao Rejeita H,
rejeita H,

B Conclusao: Nao ha evidéncia suficiente de
diferencas entre as variancias a o = 0.10
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|:20,24,0.10/2 =2.03

F



estes de duas amostras em Stata

For paired samples (t test):

https://www.youtube.com/watch?v=GiDSnufmZg|

For independent samples:

https://www.youtube.com/watch?v=by4c3h3WXQc

For variances...

* Ftest for two variances:
* https://www.youtube.com/watch?v=by4c3h3WXQc&t=255s
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