Teste de Hipotese — Aula 04

Statistics for Business and Economics 7 edi¢do, by Paul Newbold , William Carlson , Betty Thorne (cap.
Hypothesis Testing: Single Population)

Bussab e Morettin (Cap 13 Teste de Hipdtese)

Statistics for Economics, Accounting and Business S;cudies, capitulo 5, Barrow (Cap. 5 Hypothesis
testing

Marislei Nishijima



Se X~ N(u; oc?), definimos

o] Lembrando!!!
E(Z)=0
Var(Z) =1
oy X~ N(p; o?)
fizk #
Z~N(0;1) a n b
z#
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O que € uma Hipotese?

Uma hipotese € uma afirmacao
(suposicao) sobre um
parametro de populacao:

* Média da populacao

Exemplo: a média mensal de gasto com celular numa cidade é de p =$42

* Proporcao da populacao

Exemplo: A propor¢ao de adultos que possui celular numa cidade é
de p=.68
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A Hipotese Nula, H,

* Estabelece a hipotese (numeérica) a ser testada

Exemplo: O mumero médio de TVs nas residéncias
dos EUA é igual a 3 (Ho u=3

* Sempre se refere a um parametro populacional
nunca a amostra.
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A Hipotese Nula, H,

(cont.)

Comece com a suposicao de que a hipotese nula
é verdadeira

Semelhante a nocao de inocente até que se
prove o contrario g

Refere-se ao status quo m

Sempre contém o sinal “=”, “<” ou “>”

<

Pode ou nao ser rejeitado



A Hipotese Alternativa, H,

E 0 oposto da hipdtese nula

por exemplo, o numero médio de aparelhos de TV em
residéncias nos EUA nao é iguala 3 (H1: u # 3)

Desafia o status quo
Nunca contém o sinal “=", “<” ou “>”
Pode ou nao ser suportado

Geralmente € a hipotese que o pesquisador esta tentando
sustentar



Processo de teste de hipoteses

Afirmagao: a

® 6 6 6 6 6 o o
A média de idade
da populagao é 50.
(Hipotese Nula:

Populagao
Ho: n=50)

Selecionar uma
o amostra aleatoria
X=20 € provavel se pu =507 o o

® o o
Se ndo é provavel, Suponha que a -
Média de idade

da amostra Amostra
Hipotese Nula é20: X=20

Rejeite a
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Razoes para Rejeitar H,

Distribuicdo amostral de X

20
1

Se for improvavel que
obtenhamos uma média
amostral deste valor...
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X

... entao rejeitamos a
hipotese nula de que
K =50.




Nivel de significancia, o

Estatistica Il

Define os valores improvaveis da estatistica de
amostra se a hipotese nula for verdadeira

Define a regiao de rejeicao da distribuicao amostral
E designdada por o, (Nivel de significancia)
Valores tipicos sao .01, .05, ou .10

E selecionado pelo pesquisador no inicio
Fornece o (s) valor (es) critico (s) do teste



Nivel de significancia
e regiao de rejeicao

Nivel de significancia= a <<>>Representa
os valores criticos
HO: 94 - 3 wz wz
Hi:n#z3 ‘I A regido de
Teste de 2 caudas v 0 v rejeicao
sombreada
HO: M S 3 Hl: (94
> 3
H Teste .da cauda 0 :Av:
superior

Ho: 23 o
Hi:pu<3

-+

Teste da cauda

Estatistica Il inferior



Erros ao tomar decisoes

* Erro tipo |
* Rejeitar uma hipotese nula verdadeira
* Considerado um tipo grave de erro

* A probabilidade de erro tipo | é a

* Chamado nivel de significancia do teste

* Definido pelo pesquisador com antecedéncia



Erros ao tomar decisoes

(cont.)

* Erro Tipo Il
* N3o rejeitar uma hipotese nula falsa

A probabilidade de erro tipo Il é




Resultados e Probabilidades

Estatistica Il

Possiveis resultados do teste de hipotese

Resultado
(Probabilidade)

Situacao Real
Decisao Hy Verdadeira H, Falsa
Nao
Reiait Nao Erro Erro tipo Il
ejeitar (1-a) (B)
2 0
Rejeitar Erro Tipo | Nao Erro
H, () (1-8)




Relacdo entre os Erros Tipo | e |l

=Os erros Tipo | e Il nao podem acontecer
simultaneamente

Erro Tipo | s ocorre se Hy € verdadeira

Erro Tipo Il s6 ocorre se Hy é falsa

Se a probabilidade do erro Tipo I () t,
entao

a probabiliade do erro Tipo Il (B ) l



Fatores que afetam o Erro

* Tudo o mais constante,

e B ' quando a diferen¢a entre o suposto
parametro e o seu verdairo valor l
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O Poder do Teste

* O poder de um teste € a probabilidade de rejeitar uma hipotese nula
que é falsa

* Por exemplo, Poder = P(Rejeitar H, | H, é verdadeira)

* O poder do teste aumenta a medida que o tamanho da amostra aumenta



estes de Hipoteses para a Média

Testes de
Hipoteses

para u
|

o conhecido o desconhecido




Testes de Hipoteses para a Média (o conhecido)

e Converta o resultado de amostra(x) para um z valor

Testes de
Hipoteses
para u

o conhecido o desconhecido

Considere o teste

Cr A regra de decisao é:
Ho U =W,
Rejeitar Hy se Z = —5—> Z,
(Assuma que a populagao é normal) Vn
Estatistica |




Regra de Decisao

Ho: 1L = o
X — Hi:p>
Rejeitar Hy se Z = 0#0 > Zy B2 Ho
N
Regra Alternativa:
Rejeitar Hy se X > ug + Z, o//n o
< :I: >
Nao rejeita H, ! Rejeita H,
Z 0 Zy
X Mg +2Z 9
IJ'O 0 a \/ﬁ
Estatistica Il Valor critico i



Abordagem de p-valor para teste

* p-valor: Probabilidade de obter uma estatistica
de teste mais extrema ( < ou =) do que a
observada no valor da amostra dado que H, e
verdadeira

* Também chamado de nivel de significancia
observada

* Valores menores de a para que H, possa ser
rejeitada

Estatistica Il



Abordagem de p-valor para teste

(cont.)
Converter o resultado da amostra (ex., X) para a estatistica de
teste (ex, statistica z)

Obter o p-valor X — 1 , ,
p — valor = P(Z > —5—,dado que H, é verdadeira)
Para um teste na e
cauda superior:
X — o
=P(Z>——F5—1|1) = Ko
Vn

Regra de decisao: comparar o p-valor com o
Se p-valor < a, rejeite H,

Se p-valor = a, nao rejeite H,



Exemplo: Teste Z de Cauda Superior
para a media (o conhecido)

Um gerente da industria de telefonia acha que a
conta mensal de telefone celular do cliente
aumentou e agora estd em média acima de US S
52 por més. A empresa deseja testar esta
afirmacao. (Suponha que o = 10 é conhecido)

Formulacao do Teste de hipotese:

Ho: 1 <52 amédia ndo é maior que S 52 por més

Hi:w>52 amédia é maior que S 52 por més
_ (ou seja, existem evidéncias suficientes para apoiar o
reivindicacao do gerente)




Exemplo: Encontre a Regiao de Rejeicao

(cont.)
e Suponha que o = .10 seja escolhido para este teste

Encontre a Regiao de Rejeicao:

. Rejeite H,

.
LIA
VI‘

Nao rejeita H,

0 1.28

I

X — Uo
o/\n

Rejeita H,

Rejeita Hy se Z = > 1,28

Estatistica Il



Exemplo: Resultados da Amostra

(cont.)

Obtenha a amostra e compute o teste estatistico

Suponha uma amostra que resulte em: n=64, x=53.1

(o0 = 10 assumido conhecido)

e Usando os resultados da amostra,

X-H, _ 53.1-52
10

9
Jn V64

=0.88

Estatistica Il



Exemplo: Decisao

Estatistica Il

(cont.)

Tome uma decisao e interprete o resultado:

v

. Rejeita H,

n

P

A

0

»

Nao rejeita H, T Rejeita H,
1.28

z=0.88

n
<« »

Nao rejeita Hy desde que z=0.88 < 1.28

superiora $ 52

ou seja: nao ha evidéncias suficientes de que o a conta média é




Exemplo: Solucao do p-Valor

(cont.)

Calcular o p-valor e comparar com o

(assumindo que u=52)

0

. p-valor=0.1894

P(X >53.1|u=52.0)

: Rejeita Hy

o=.10

: 53.1-52.0
=Pl z>
( 10//64 j

Nao rejeita H,

1.28

.88

Rejeita Hy — P(Z > 088) =1-.8106

=.1894

Nao rejeita Hy, desde que p-valor =.1894 > a = .10

Estatistica Il



Teste de Uma Cauda

* Em muitos casos, a hipotese alternativa foca uma
unica direcao particular

Ho: n < 3 Este € um teste de cauda superior porque a hipotese
m=m) 2lternativa e focada na cauda superior acima da média 3
Hi:pu>3
Este € um teste de cauda inferior porque a hipotese
Hoin 23 alternativa é focada na cauda superior abaixo da
Hi:p<3 média 3
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Teste de cauda superior

Ho:p.S3
Hi:pu>3

m Existe somente um valor
critico, pois a area de rejeicao
esta somente em uma cauda

Ll‘ n
VI‘ »

Rejeita H,

A

Nao rejeita H,

Z 0 Za

“ T

Valor Critico

Xl

X

Estatistica Il



Teste de cauda inferior

m Existe somente um valor
critico, pois a area de rejeicao
esta somente em uma cauda

Ho:p.23
Hi:pu<3

Ll‘

A

"¢
-Z

Rejeita H,

(0

T

Valor Critico

Estatistica Il

Nao rejeita H,

0

L

X

v

Xl



Teste de Duas Caudas

* Em alguns situacoes, a hipotese

. Ho: u=3 Hj:
alternativa ndo especifica uma L3
direcao unica
/2 0.,/2
= Existem dois
valores criticos, —
definindo as duas _ L > e ,
regi(”)es de Rejeita H, Nao rejeita H, Rejeita H,
rejeicio ‘Zoi/z 0 +Zoi/2 ‘
Valor critico Valor critico

inferior superior

Estatistica Il



Exemplo de Teste de Hipotese

Teste a afirmacao de que o numero médio
verdadeiro de aparelhos de TV em residéncias nos
EUA éiguala3. (Assumao =0,8)

Estabeleca as hipoteses nulas e alternativas apropriadas

m Hop:uu=3, Hi:pu#3 (Este é um teste de duas caudas)
m Especifique o nivel de significancia desejado

s Suponha que a = .05 é escolhida para este teste
m Escolha o tamanho da amostra

s Suponha que o tamanho da amostra seja n = 100

Estatistica Il



Exemplo de Teste de Hipotese
(cont.)

m Determine a técnica apropriada
m O é conhecido entao este é teste z

m Estabeleca os valores criticos
m Para o =.05 os z criticos sao £1.96
m Colete os dados e compute os testes estatistico
s Suponha que a mostra resulte em
n=100, x=2,84 (0 =0,8 conhecido)

Ent3ao o teste estatistico é:

Estatistica Il



Exemplo de Teste de Hipotese

(cont.)

* A estatistica de teste esta na regiao de rejeicao?

Rejeita Hy se z < o, =0,05/2 o =0,05/2
-1,96 ou z > 1,96;

caso contrario
nao rejeita Hy

<

\ 4
\ 4

> [
<

Rejeita H, Nao rejeita H, Rejeita H,

-z=}1.96 0 +z=+1,96

—~

Aqui, z =-2.0(< -1,96, pntao a estatistica de
teste recai na regide“de rejeicao

Estatistica Il



Exemplo de Teste de Hipotese

(cont.)

* Tome uma decisao e interprete os resultados

o =0,05/2 a =0,05/2
) Rejeita H, ) N3o rejeita H, T Rejeita H, ]
-z=}1,96 0 +z2=+1,96
-2,0

Como z=-2,0<-1,96, rejeitamos a hipotese nula e concluimos que existe

evidéncia suficiente que a média de numero de TVs nas residéncias dos EUA

nao éiguala3

Estatistica Il



Exemplo: p-Valor

* Exemplo: Quéo provével é ver uma média amostral de 2,84
(ou algum valor diferente da média em qualquer direcao) se a
verdadeira média é u = 3,07

X =2,84 se traduzemz=-2.0

P(z < -2.0)=.0228

P(z >2.0)=.0228

o/2=.025 ;

A

p-value

=.0228 +.0228 = .0456

Estatistica Il



Exemplo: p-Valor

(cont.)
 Compare o p-valor com o
* Se p-valor < @, rejeitar H,
* Se p-valor =2 O, ndo rejeitar H,
Aqui: -valor = 0,0456
R ?; = 0,05 /2= 0,025  a/2=0,025

Como 0,0456 < 0,05, rejeitamos a

i 0,0228
hipdtese nula < >

A

-1,96 0 1,96 1 Z

Estatistica Il



Teste de Hipotese t para a media (o
desconhecido)

* Converta o reultado da amostra (X) para uma estistica t

Estatistica Il

Teste de hipdtese
para n

o conhecido

o desconhecido

Considere o teste

H, :u=W,
H iu>

(Assuma populacao normal)

A regra de decisao é:

Rejeite Hy se t =

X — Uo
S

Vn

> th-1a




Teste de Hipotese t para a media (o
desconhecido)

(cont.)
e Teste de duas caudas:
Considere o teste
H0 ‘M =M, (Assuma populacao normal e
variancia populacional
H1 ‘M #HMg desconhecida)
A regra de decisao é:
X — X —
Rejeite Hy set = Ho < —tn_l% ou set = S.Uo > tn—l%



Exemplo: Teste de Duas Caudas
(o desconhecido)

O custo medio de um ST
quarto de hotel em Chicago .
é estimadoem US S 168 HiEe—
por noite. Uma amostra ] i 115 48¢
aleatodria de 25 hotéis =

resultouem x=S5172,50 e

S =S 15,40. Teste usando Ho: = 168
a = 0.05. Hy: p# 168

(Assuma populacao normal )




Exemplo Solucao:
Teste de Duas Caudas

Hy: =168
H: p=168

- o =0.05
- nN=25

- 0 é desconhecido,
entao, usar

uma testatistica t
Critical Value:

tyy 025= % 2.0639

o/2=.025 o/2=.025
< =|: =|:
Rejeita H, ! Do not reject H, ! Rejeita H,
-t n-1,a/2 0 n-1,0/2
-2.0639 1.4 20639
_ X—-p _ 172.50-168
=g = 15.40 = .
Jn V25

Nao rejeitamos H,: ndao ha evidéncia suficiente de
que o verdadeiro custo seja diferente de $168




TABELA DA DISTRIBUICAO t de STUDENT

¢ 0,50 025 0.10 0,05 0,025 0,01 0,005

1,00000 | 2,4142 | 6.3138 | 12.706, |25,542 | 63,667 127,32
0,81650 | 1,6036 | 2,9200 | 43127 | 62053 | 9,9248 14,089
0,76489 | 1,4226 | 2,3534 3,1825 | 4,1765 | 5,8409 7,4533
0,74070 | 1,3444 | 2,1318 | 2,7764 | 34954 | 4,6041 5,6076

k 1,3009 | 2,0150 | 2,5706 | 3,1634 | 4,0321 4,7733
0,71756 | 1,2733 | 1,9432 | 2,4469 | 29687 | 3,7074 4,3168
0,71114 | 12543 | 1,8946 | 2,3646 | 28412 | 3,4995 4,0293
0,70639 | 1,2403 | 1,8595 | 2,3060 | 2,7515 | 3,3554 3,8325
0,70272 | 1,2297 | 1,8331 2,2622 | 2,6850 | 3,2498 3,6897

10 | 0,69981 | 1,2213 | 1,8125 | 2,2281 2,6338 | 3,1683 3,5814
11 | 0,60745 | 1,2145 | 1,7969 | 22010 | 2,5931 3,1058 3,4966
12 | 0,69548 | 1,2089 | 1,7823 | 2,1788 | 2,5600 | 3,9545 3,4284
13 | 0,69384 | 1,2041 | 1,7709 | 2,1604 | 2,5326 | 3.0123 3,3725
14 0,692 | 1,2001 | 1,7613 | 2,1448 | 25096 | 2,9768 3,3257

16 | 0,60120 | 1,1967 | 1,7630 | 2,1315 | 2,4898 | 2,9467 3,2860
16 | 0,69013 | 1,1937 | 1,7459 | 2,1199 | 2,4729 | 2,9208 3,2520
17 | 0,68919 | 1,1910 | 1,7396 | 2,1098 | 2,4581 2,8982 3,2225
18 | 0,68837 | 1,1887 | 1,7341 2,009 | 2,4450 | 2,8784 3,1966
19 | 0,68763 | 1,1866 | 1,7291 2,0930 | 2,4334 | 2,8609 3,1737

DRNAN HWN -
o
§

20 | 0,68606 | 1,1848 | 1,7247 | 2,0860 | 2,4231 | 2,8483 3,1634
21 | 0,68635 | 1,1831 | 1,7207 | 2,0796 | 2,4138 | 2,8314 3,1352

22 | 0,68580 | 1,1816 | 1,717 2,0739 | 24055 | 28188 3,1188
23 | 0,68531 | 1,1802 | 1,7139 | 2,0687 | 2,3979 | 2,8073 3,1040
24 | 068485 | 1,1789 | 1,7109 | 2,0639 | 2,3910 | 2,7969 3,0905
25 | 0,68443 | 1,1777 | 1,7081 2,0595 | 2,3846 | 2,7874 3,0782
26 | 0,68405 | 1,1766 | 1,7056 | 2,0555 | 2,3788 | 12,7787 3,0669
27 | 0,68370 | 1,4757 | 1,7033 | 2,0518 | 2,3734 | 2,7707 3,0565
28 | 0,68335 | 1,1748 | 1,701 2,0484 | 23685 | 2,7633 3,0469
29 | 068304 | 1,1739 | 1,6091 | 2,0452 | 2,3638 | 2,7564 3,0380
30 | 0,68276 | 1,1731 | 1,6973 | 2,0423 | 2,3596 | 2.7500 3,0298
40 | 0,68066 | 1,1673 | 1,6839 | 2,0211 2,3289 | 2,7045 29712
60 | 0,67862 | 1,1616 | 1,6707 | 2,0003 | 2,2991 2.6603 29146
120 | 0,67656 | 1,1559 | 1,6577 18799 | 22699 | 26174 2,8599
« | 067449 | 1,1503 | 1.6449 | 19600 | 2.2414 | 25758 2,8070

Extraida do livro “Curso de Estatistica™Jairo Simon da Fonseca & Gilberto de Andrade Martins-Editora Atlas
965 x 1328 |



Testes para a Proporcao da Populacao

* Envolve variaveis categoricas

* Dois resultados possiveis

» “Sucesso” (uma certa caracteristica esta presente)
* “Falha” (a caracteristica nao esta presente)

* A fracao ou proporcao da populacao na categoria de
"sucesso" € denotada por P

* Suponha que o tamanho da amostra seja grande



Proporcoes
(cont.)
* Proporcao amostral na categoria de sucesso é

Vo

denominada por p

. |p= X _ number of successes in sample
n sample size

* Quando nP(1-P)>35, f) pode ser aproximado por
uma distribuicao normal com media e desvio padrao

n




Estatistica Il

Teste de Hipotese para Proporcoes

* A distribuicao amostral
dep e
aproximadamente
normal, entao a
estatistica de teste é z
valor:

Teste de

Hipotese para P

nP(1-P)>5

nP(1-P)<5

Nao discutido
agora




Exemplo: Teste Z para Proporcao

Uma empresa de marketing
diz que recebeu 8% de
respostas por correio. Para
testar se a afirmacao é
verdadeira, uma amostra
aleatoria de 500
observacoes e 25 respostas
declaradas como vindo do

Checar:
Nossa aproximacao para P é

correio. Teste ao nivel de 5= 25/500 = .05
significancia de a = 0.05a
afirmacao. nP(1 - P) = (500)(.05)(.95) v

=23.75>5




Teste de Proporcao Z: Solucao

Estatistica de Teste:

H,: P=.08 _
H,: P = .08 s PR 05-08 _ 5,

J— \/P0(1—PO) \/.08(1—.08)

n=500, P=.05 n °00
Valores criticos: + 1.96 Decisao:

Rejeitar Hya a = .05

Conclusao:

Ha evidéncias suficientes para
rejeitar a alegacao da empresa de
taxa de resposta de 8%.




Solucao do p-Valor

(cont.)

Calcule o p-valor e compare com a
(Para teste de dois lados o p-valor é sempre de dois lados)

Nao rejeita H,

RejeitaH, T  Rejeita Hy p-valor = 0.0136:
0/2=.025 . 0/2=.025

P
<«

v

P(Z < -2.47)+P(Z > 2.47)
~ 2(.0068) = 0.0136

—

0068 | .0068

T -1.96 0 1.96 T

Z=-2.47 =247

Rejeita Hy quando p-valor = 0.0136 < oo = 0.05

Estatistica Il



Poder do Teste

* Relembre os possiveis resultados do teste de

hIpOtese Situacao verdadeira
Decisao H, Verdade H, Falsa
Resultado Nao Sem erro Erro Tipo Il
(Probabilidade) Rejeita H, (1- a) (B)
Rejeita H, Erro Tipo | Sem erro
(o) (1-B)

= [ denota a probabilidade do Erro Tipo Il
m 1- édefinido como o poder do teste

Poder =1 — B = a probabilidade que uma falsa nula seja rejeitada

Estatistica Il



Erro Tipo I

Assuma que a populacao é normal com variancia conhecida. Considere o teste

A regra de decisao é:

Ho 1M =Ho
H;1u> Y

RejectH, if z=

X =Wy

o/\/_

or

RejectH, if x

=X, >H, +Z.0/</n

Se a hipoétese nula for falsa e a média verdadeira for u*, entdao a probabilidade de

erro do tipo Il é

B=P(X<X_ |p=p")=P|z<—=—=

v *

X,

o/\/_




Exemplo de Erro Tipo I

* Erro Tipo Il é a probabilidade de falhar em
rejeitar uma falsa H,

Suponha que falhemos em rejeitar Hy: =52
Quando a verdeira media é p* = 50

50 52

< :L
Rejeita E N3ao rejeita
Hoop>52 X, Ho: =52

Estatistica Il



Exemplo de Erro Tipo I

(cont.)

Suponha que nao rejeitemos Hy: L > 52 quando a
verdadeira média é u* =50

i | Esta ¢ a faixa de x em que H,
Esta e a verdadeira i | ndo é rejeitada
distribuicio de x se p =50 :

N

A
v

50 52

< JE, R
Rejeita F Nao rejeita
Hp: n =52 )_( Ho: =52

Estatistica Il C



Exemplo de Erro Tipo I

(cont.)

Suponha que nao rejeitemos Hy: 1L > 52 quando a
verdadeira média é p* = 50

Aqui, B=P(x>X,)se p* =50

50 5 52

Reject Do not reject
Hp: n =52 )_( Ho: =52
Estatistica Il C



Calculando

e Suponhan=64,0=6,ea=0.05

C

Mo — £,

9 _57_1645-2_ _[50.766

(para Hy: n>=52)

Vn V64

Ent3o B = P(X,.>50.766 ) se p* = 50

Estatistica Il

50 50.766 52

e

Rejeita I Nao rejeita

Hp:nu=52 Ho: =52
XC



Calculando

Estatistica Il

e Suponhan=64,0=6 ea=0.05

(cont.)

P(x >50.766 |u* = 50) =

50 766 —50

/r

~P(z>1.02)

=.5-.3461=.1539

/

Probabilidade
do erro tipo Il:

B =0.1539

50

52

-
[
[
[
n
[
[
[
u
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[]
[
[
[]
u

e

VI‘
[
[
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Exemplo de Poder do Teste

Se a verdadeira média é u* = 50,
= A probabilidade do Erro Tipo Il =3 =0.1539
m O poderdoteste=1-3=1-0.1539=0.8461

Situacao real
Decisao H, Verdadeira H, Falsa
Resultado
(Probabilidade) Nao Sem erro Erro Tipo Il
Rejeita H, 1-a=0.95 B=0.1539
Rejeita H, Erro Tipo | Sem erro
o =0.05 1-p=0.8461

(O valor de B e o poder do teste serao diferentes para cada p*)

Estatistica Il



