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Amostras Dependentes

Teste de média de 2 Populacdes Relacionadas

Amostras - Amostras emparelhadas ou combinadas
dependentes . Medidas repetidas (antes / depois)
Use a diferenca entre os valores emparelhados:

d; =% -y;

* Elimina a variacao entre objetos
e Hipotese:
* Ambas populacdes sao normalmente distribuidas



Diferenca de media

A i¢sma diferenca emparelhada é d., sendo

Amostras
dependentes

di =X -y,

-]

A estimative pontual para a
diferenca da média da populacao i

emparelhada é d: a __ _i=1
N
: . n B
O f:leswo padrao da (d 3 d)2
diferenca amostral i
é: S = i=1
d
n—1

n é o numero de pares combinados numa mesma amostra




Intervalo de Confianca para a diferenca de Médias

IC para a diferenca de Médias
Amostras populacionais, W, €
dependentes
— S — S
d d
d - 1:n—1,0(/2 < “d < d+ 1:n—1,0(/2
AN AN

Sendo
n = tamanho da amostra
(nimero de pares combinados numa amostra
emparelhada)



|C para a diferenca de Médias

(cont.)

* Amargem de erro é
Amostras

dependentes

IVIE_tn 1a/2f

* t,.14/2 € 0valor da distribuigao t de Student com
(n —1) graus de Liberdade para a probabilidade

| Q

Plt, >t 1 42)=

2




TABELA DA DISTRIBUICAO t de STUDENT

¢ 0,50 025 0.10 0,05 0,025 0,01 0,005

1,00000 | 2,4142 | 6.3138 | 12.706, |25,542 | 63,667 127,32
0,81650 | 1,6036 | 2,9200 | 43127 | 62053 | 9,9248 14,089
0,76489 | 1,4226 | 2,3534 3,1825 | 4,1765 | 5,8409 7,4533
0,74070 | 1,3444 | 2,1318 | 2,7764 | 34954 | 4,6041 5,6076

k 1,3009 | 2,0150 | 2,5706 | 3,1634 | 4,0321 4,7733
0,71756 | 1,2733 | 1,9432 | 2,4469 | 29687 | 3,7074 4,3168
0,71114 | 12543 | 1,8946 | 2,3646 | 28412 | 3,4995 4,0293
0,70639 | 1,2403 | 1,8595 | 2,3060 | 2,7515 | 3,3554 3,8325
0,70272 | 1,2297 | 1,8331 2,2622 | 2,6850 | 3,2498 3,6897

10 | 0,69981 | 1,2213 | 1,8125 | 2,2281 2,6338 | 3,1683 3,5814
11 | 0,60745 | 1,2145 | 1,7969 | 22010 | 2,5931 3,1058 3,4966
12 | 0,69548 | 1,2089 | 1,7823 | 2,1788 | 2,5600 | 3,9545 3,4284
13 | 0,69384 | 1,2041 | 1,7709 | 2,1604 | 2,5326 | 3.0123 3,3725
14 0,692 | 1,2001 | 1,7613 | 2,1448 | 25096 | 2,9768 3,3257

16 | 0,60120 | 1,1967 | 1,7630 | 2,1315 | 2,4898 | 2,9467 3,2860
16 | 0,69013 | 1,1937 | 1,7459 | 2,1199 | 2,4729 | 2,9208 3,2520
17 | 0,68919 | 1,1910 | 1,7396 | 2,1098 | 2,4581 2,8982 3,2225
18 | 0,68837 | 1,1887 | 1,7341 2,009 | 2,4450 | 2,8784 3,1966
19 | 0,68763 | 1,1866 | 1,7291 2,0930 | 2,4334 | 2,8609 3,1737

DRNAN HWN -
o
§

20 | 0,68606 | 1,1848 | 1,7247 | 2,0860 | 2,4231 | 2,8483 3,1634
21 | 0,68635 | 1,1831 | 1,7207 | 2,0796 | 2,4138 | 2,8314 3,1352

22 | 0,68580 | 1,1816 | 1,717 2,0739 | 24055 | 28188 3,1188
23 | 0,68531 | 1,1802 | 1,7139 | 2,0687 | 2,3979 | 2,8073 3,1040
24 | 068485 | 1,1789 | 1,7109 | 2,0639 | 2,3910 | 2,7969 3,0905
25 | 0,68443 | 1,1777 | 1,7081 2,0595 | 2,3846 | 2,7874 3,0782
26 | 0,68405 | 1,1766 | 1,7056 | 2,0555 | 2,3788 | 12,7787 3,0669
27 | 0,68370 | 1,4757 | 1,7033 | 2,0518 | 2,3734 | 2,7707 3,0565
28 | 0,68335 | 1,1748 | 1,701 2,0484 | 23685 | 2,7633 3,0469
29 | 068304 | 1,1739 | 1,6091 | 2,0452 | 2,3638 | 2,7564 3,0380
30 | 0,68276 | 1,1731 | 1,6973 | 2,0423 | 2,3596 | 2.7500 3,0298
40 | 0,68066 | 1,1673 | 1,6839 | 2,0211 2,3289 | 2,7045 29712
60 | 0,67862 | 1,1616 | 1,6707 | 2,0003 | 2,2991 2.6603 29146
120 | 0,67656 | 1,1559 | 1,6577 18799 | 22699 | 26174 2,8599
« | 067449 | 1,1503 | 1.6449 | 19600 | 2.2414 | 25758 2,8070

Extraida do livro “Curso de Estatistica™Jairo Simon da Fonseca & Gilberto de Andrade Martins-Editora Atlas
965 x 1328 |



Exemplo de amostras dependentes

Seis pessoas se inscreveram

Amostras em um programa de perda de
dependentes peso. yoce coleta os seguintes
dados:
Peso:
Pessoa Antes(x) Depois (y) Diferenca, d
1 136 125 11
2 205 195 10
3 157 150 7
4 138 140 -2
5 175 165 10
6 166 160 6

Estatistica Il




Exemplo de amostras dependentes (emparelhadas)

(cont.)

Amostras

dependentes

* Paraum IC de 95%, o valor t apropriado t € t,; 4/, = t5 025 = 2.571

* OICde 95% para a diferenca de médias, py, €

Estatistica Il

- S — S
d- tn—1,a/ZT; < Mg < d+ tn—1,a/2T;
4.82 4.82

< < 7+(2.571)——
\/6 My ( )

J6
-1.94 <y, < 12.06

7-(2.571)

Como este intervalo contém zero, nao podemos ter 95% de confianca, dados
esses dados limitados, de que o programa de perda de peso ajuda as pessoas a
perderem peso




Diferencas entre duas medias:
Amostras Independentes

Objetivo: Construir um intervalo de
Médias populacao, . .
amostras independentes confianca para a diferenca entre
duas medias populacionais, p, — W,

Diferente fontes de dados
 Nao relacionados

* Independente

* A amostra selecionada de uma populacao nao tem efeito sobre a
amostra selecionada de outra populacao

* A estimativa pontual é a diferenca entre as duas médias
amostrais:

X—Y




Diferencas entre duas medias:
Amostras Independentes

Médias populacao,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

(cont.)

o,’ e 0,2 desconhecidas

o, e 0,2 assumido
serem iguais

» IC usar z,,,

o, e 0,2 assumido
diferentes

IC usar valores da distribuicao t de
Student ou t,.4) o2




o,” € 0,° conhecidos

Médias populacao, HlpOteSES:
amostras independentes
= As amostras sao aleatorias e
independentemente retiradas

o,* e 0,* conhecidas = ambas as distribuicdes de populacdo sdo
normais
2 2 1 ‘A . . . ~
o, e 0, desconhecidas = As variancias populacionais sdo
conhecidas




o,” € 0,° conhecidas

(cont.)

Quando oy e o, sdo conhecidos e ambas

Medias populacdo, populacdes s3o normais, a varidnciade X-Y é

amostras independentes

2 X
5 O-_ — = _I_
o,* e 0,2 conhecidas |>k =Y n N

...e a variavel aleatoria

7 — (X_y)_(“X_IJY)

o,’ e 0,2 desconhecidas

2 2
0) 0)

X + y
r.|X nY

tem distribuicao normal padrao



IC, 0, e 0,” conhecidas

Médias populacao,
amostras independentes

0,2 e 0,2 conhecidas |>k O IC para p, - N e:

o,* e 0,2 desconhecidas

2 2 2 2
(X—=Y)—2Zg, + < My — My < (X=Y)+2Zy, +
nx ny nx ny




o,” e 0,” desconhecidas,
Assumidas iguais

Médias populacao,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o,” e 0,2 supostas
iguais

o,’ € 0,2 supostas
diferentes

Hipoteses:

= As amostras sao aleatodrias e retiradas de

forma independente
= Populacdes sao normalmente distribuidas

= As variacOes populacionais sao

desconhecido, mas supostas iguais



o,” e 0,” desconhecidas,
Assumidas iguais

Médias populacao,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o’ e 0, supostas
iguais

2 2
o,’ € 0,” supostas
diferentes

(cont.)

Criando estimativas por
intervalo:
= asvariancias populacionais sao assumidas

iguais, usar entao os dois desvio-padrao
amostrais e junta-los para estimar o

" use ot valor com
(nx + ny—2) graus de liberdade



o,” e 0,” desconhecidas,
Assumidas iguais

(cont.)

Médias populacao,
amostras independentes

A variancia conjunta é

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o (0 =Dsi+(n, -1)s;

Y
o2e 0,2 supostas |SK n, +n, —2

iguais

o,’ € 0,2 supostas
diferentes




0% € of 2 desconhecidas,
Assumidas i iguais

o,* e 0,2 conhecidas

o’ e 0,2 supostas * OIC para [, — é-

iguais

o,’ € 0,2 supostas

diferentes
L ST L S
(X - y) — 1:nx+ny—2,0(/2 — +— < Hxy—Hy < (X — y) + 1:nx+ny—2,0(/2 —t
nX ny nx ny

(n,—1)s; +(n, —1)s:
n,+n, —2

2 _
Where Sp -




Exemplo: Variancia conjunta

Vocé esta testando a velocidade de dois processadores de
computador. Forme um intervalo de confianca para a
diferenca na velocidade da CPU. Vocé coleta os seguintes
dados de velocidade (em Mhz):

CPU, CPU,
Quant. Testada 17 14
Média amostra 3004 2538
Des-Pad amostra 74 56

Assuma que ambas as populacdes sao
normalmente distribuidas e com variancias
iguais. Use 95% de confianca.




Calculando a Variancia conjunta

a Variancia conjunta é:

o (018740, —18,° (171747 + (14 -1)56°

> (n,—D+(n, 1) (17-1)+(14-1)

=4427.03

O t valor paraum IC de 95% é:

t =159,0005 =2.045

ny+ny—2,a/2

Estatistica Il




Calculando os limites do Intervalo

* 0O ICde 95% é

S S S S

2
P
ny

2
P
If]x

2
P
ny

2
(X=Y) =t in, 202 n—p"‘ <My =My <(X=Y)+1t, 1\ 2an T
X

4427.03 N 4427.03
17 14

4427.03 4427 03

(3004—2538)—(2.054)\/ < My —MHy < (3004 —2538) + 2054)\/

14

416.69 < yy —4, <515.31

Estamos 95% confiantes que a diferenca de media em velocidade de CPU
recai entre 416.69 e 515.31 Mhz.




o,” € 0,” desconhecidas,
supostas diferentes

Médias populacao,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o, e 0,2 supostas
iguais

2 2
o,’ € 0,” supostas
diferentes

Hipoteses:

= As amostras sao aleatodrias e retiradas de

forma independente
= Populacdes sao normalmente distribuidas

= As variacOes populacionais sao

desconhecido, mas supostas diferentes



o,” € 0,” desconhecidas,
supostas diferentes

Médias populacao,
amostras independentes

o,* e 0,2 conhecidas

o,’ e 0,2 desconhecidas

o, e 0,2 supostas
iguais

2 2
o,’ € 0,” supostas
diferentes

(cont.)

Forming interval estimates:

Criando estimativas por intervalo:

= asvariancias populacionais nao sao supostas iguais,
usar entao usar a variancia conjunta nao é adequado.

= use o tvalor com v graus de Liberdade, sendo
2
2 2
S S
() +(7)
n. 'n,

(Szj /(nx—1)+[S§J /(n, —1)
n, n,




Intervalo de Confianca,
o,” e 0,” desconhecidas, supostas diferentes

o,’ e 0,2 desconhecidas

o’ e 0, supostas O IC para _ é-
guais P L —H €

2 2
02 e o2 supostas 3K
diferentes

_ S _ s? s;
X—y)-t X+ < Uy —Hy < (X=Y)+t >+ 2
(X-y) V,a/z\/ - Hx —Hy < (X=Y) V,a/z\/ -t

X y

Sendo v=




Duas Proporcdes Populacionais

Objetivo: Construir um Intervalo de

Proporgoes Confianca para a diferenca de duas

Populacionais . . )
proporg¢des populacionais, P, — P,

Hipoteses:
Ambas amostras sao grandes (geralmente pelo menos 40

observacdes em cada amostra)

A estimativa pontual para a

diferenca é pX — py




Duas Proporcdes Populacionais

(cont.)

e A variavel aleatodria
Proporcoes

Populacionais

(P, —P,)— (P, —P,)

N N

/=

_I_

n, n,

\/6X(1—6X) p,(1-p,)

E aproximadamente normalmente
distribuida



Intervalo de Confianca for duas
proporcoes populacionais

Proporcoes

Populacionais Os limites de confianca para

P,—P, sao:




Exemplo:
Duas proporcoes populacionais

Construa um IC de 90% para a diferenca

entre as proporcoes de homens e mulheres %
gue tem Ensino Superior completo (?i\w

* Numa amostra aleatoria, 26 de 50 homens
e 28 de 40 mulheres obtiveram curso
superior.



Ho

Mulheres: |p, = 20 =0.70

Exemplo:

Duas proporcoes populacionais

mens: |p = % —0.52

X

. 28

(cont.)

)

J

p,(1-p,)  P,(1=Py) _ \/0.52(0.48) , 0.70(0.30)
n n 50 40

X y

=0.1012

Para 90% confianga, Z,/, = 1.645




Exemplo:
Duas proporcoes populacionais

(cont.)

Os limites de confianca sao:

o 5 (1-p.) b,(1-P,) %
<px—py)iza,2Jp( P B2y o

n, n,

=(.52-.70) + 1.645(0.1012)

entaoo ICé

-0.3465 < P,—P, < -0.0135

Como o interval nao inclui zero de estamos 90% confiantes que as duas
proporcdes nao sao iguais.



Determinando o tamanho da amostra

Determinando o
tamanho da
amostra

Populag¢oes Grandes

Para a média Para a proporg¢ao

Estatistica Il



Margem de Erro

O tamanho requerido da amostra pode ser calculado
para alcancar a margem de erro (ME) desejada com
o nivel de confianca de (1 - a)

* A margem de erro também é conhecida por erro
amostral

* a quantidade de imprecisao na estimativa do parametro
populacional

* a quantidade adicionada e subtraida a estimativa pontual
para formar o intervalo de confianca



Determinando o tamanho da amostra

Populacdes Grandes

Para a média

Margem de Erro (Erro
( amostral)

_ O
Xt ME=2z_, —
a \/ﬁ

Estatistica Il



Determinando o tamanho da amostra
(cont.)
Popula¢oes Grandes
Para a média
Resolvendo para Z§/2 02

0]
ME:ZQ/Qﬁ‘ n tem-se: ) N = ME2




Determinando o tamanho da amostra

(cont.)

* Para determinar o tamanho da amostra para a
média, é preciso conhecer:

* O nivel de confianca desejado (1 - o), que determina o

valor z,,,

A margem de erro aceitavel (erro de amostragem), ME

* O desvio-padrao populaciona, o



Tamanho da amostra requerido

Se ¢ =45, qual o tamanho da amostra
necessario para estimar a média dentrode +5
com 90% de confianca?

22, 0%  (1.645)2(45)
ME? 52

n= =219.19

Entao o tamanho requerido é n = 220

(Sempre
arredondado)



Determinando o tamanho da amostra:
Propor¢ao da populacao

Estatistica Il

Populagao grande

Qm p)

Para a propor¢ao

ME

\

T
:ZG/Z\/p( : p)

Margem de Erro (erro
amostral)




Determinando o tamanho da amostra:
Propor¢ao da populacao

Populagcao grande

Para a proporg¢ao

c

ME = Zq/z\/p(1_p)

n

maior que 0.25,
quando P=0.5

[5(1 — [5) ndo pode ser Substituir por 0.25

e resolver para n
) para obter p(1—p)

(cont.)

Estatistica Il




Determinando o tamanho da amostra:
Proporcao da populacao

(cont.)
* As proporcdoes amostral e populacional, p e P, sao em geral
desconhecidas (henhuma amostra havia sido retirada)

e P(1-P)=0.25gera uma margem de erro grande ( entao,
garante que o resultado da amostra atendera o nivel de
confianca desejado)

* Para determinar o tamanho da amostra necessario para a
proporcao, deve-se conhecer:

* O tamanho desejado do nivel de confianca (1 - a), que determina o
valor critico z,,

A margem de erro de aceitacao (margem de erro), ME
e Estimativa P(1-P)=0.25



Tamanho necessario da amostra para a Proporcao.
Exemplo: Proporcao Populacional

Qual o tamanho da amostra seria necessario
para estimar a verdadeira proporcao de
defeitos em uma grande populacao dentro de
+ 3%, com 95% de confianca?




Tamanho necessario da amostra para a Proporcao

(cont.)

Solucao:

Para 95% de confianga, use z; 5,5 = 1.96

ME = 0.03
Estimativa P(1 —P) =0.25

2 2
025 Zon _ (0.25)(1 .92)6) o671
ME (0.03)

Usar n=1068




