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Introducao

Método da Resposta em Frequéncia

@ Andlise do sistema a partir da resposta em regime permanente
quando uma entrada senoidal é aplicada

@ Determinacdo do modelo dindmico de sistemas a partir de
resultados experimentais
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Resposta a Entrada Senoidal

Sistema linear invariante no tempo, estdvel:
e Entrada: u(t)
e Saida: y(t)

Se u(t) é senoidal , a saida y(t) em regime permanente serd
senoidal:

@ Mesma frequéncia

@ Amplitude e angulo de fase diferentes
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Resposta a Entrada Senoidal

Seja:
u(t) = Usen(wt)

sendo U a amplitude e w a frequéncia do sinal de entrada.
Resposta em regime permanente:

yrp = Ysen(wt + @)

sendo Y = U|G(jw)| e ¢ = LG (jw).
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Resposta a Entrada Senoidal

Seja:
u(t) = Usen(wt)

Transformada de Laplace da entrada:

wU

e
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Resposta a Entrada Senoidal

Considere a fun¢do de transferéncia G(s):

b(s) _ b(s)
a(s) (s+tp)(stp2) - (s+pn)

G(s) =

Transformada de Laplace da saida:

Y(s) = G(s)U(s) = Sg;(sﬁiz)

~—
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Resposta a Entrada Senoidal

Utilizando a expansao em fracdes parciais:

a a b1 b2 b,,
— + — 1 + 4+
S+jw  s—jw  s+p s+p s+ pn

Y(s) =

sendo a e b; constantes e 3 o complexo conjugado de a.
Transformada de Laplace inversa:

y(t) = ae 9t 4 36t 4 pre Pt 4 bye P2t 4 ... 4 e Pt
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Resposta a Entrada Senoidal

Para um sistema estavel, a resposta em regime permanente é:
yrp(t) = ae™9t 4 3/

_UG(—jw)

sendo a = G(s) 25 (s + jw)|s=—juw = 57

5242
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Resposta a Entrada Senoidal

Como G(jw) é complexa:

G(jw) = |G(jw)|e”

sendo |G(jw)| o médulo e ¢ o dngulo de fase de G(jw),

Imag[G (jw)]}

¢ = £G(jw) = tan”! [ Re[G(jw)]

Também temos: G(—jw) = |G(jw)|e™7?
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Resposta a Entrada Senoidal

Resposta em regime permanente:

_ UG(_./W) —jwt UG(J(U) jwt
Vip = — % e % e/
o efwtte) _ amj(wite)
=U|G(jw)|

2j
=U|G(jw)|sen(wt + ¢)
=Ysen(wt + ¢)

sendo Y = U|G(jw)| e ¢ = LG(jw).
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Resposta a Entrada Senoidal

Para entradas senoidais:
|G(jw)| = relagdo de amplitudes da saida e da entrada.

ZG(jw) = defasagem da sendide de saida com relagdo a sendide
de entrada.

G(jw) :Fungdo de Transferéncia Senoidal
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Formas de Representacao

Diagrama de Bode ou gréfico logaritmico:
@ Grafico do logaritmo do médulo de G(jw)
e Grafico do angulo de fase de G(jw)

Em funcdo da frequéncia de entrada w em escala logaritmica

Representagdo padrdo: 20/og|G(jw)]
Unidade: dB (decibel)
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Formas de Representacao

Diagrama de Bode
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Formas de Representacao

@ Exemplo:
3

T 21543

G(s)

. 33-w?) . 3w
G(w) = (3 —w?)2 +w? tJ (3 —w?)2 +w?

) 3(3 — w?))? + (3w)?
|G(jw)| = \/( (((3 _ wz)))z :(52)2)
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Formas de Representacao

Diagrama de Nyquist ou gréficos polares:

e Grafico da parte imagindria de G(jw) versus a parte real de
G(jw)
Imag[G(jw)] x Re[G(jw)]

Diagrama de Nichols/Black:

o Gréfico do médulo de G(jw) versus a fase de G(jw)

[GUw)l x £G(jw)
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Fatores basicos de G(jw)

Fatores bésicos de uma fungdo de transferéncia arbitraria G(jw):

e Ganho K
e Fatores integral e derivativo: (jw)T!
e Fatores de primeira ordem: (1 + jwT)T1

o Fatores de segunda ordem:

(1+ 20(jw/wn) + (jw/wn)?) T
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Logaritmo do mddulo:

20logK

Grafico do mdédulo: reta horizontal de valor 20/ogK dB

Grafico da fase: angulo de fase nulo

Variacdo do ganho K: deslocamento da curva do médulo, n3o
afetando o gréfico de fase.
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G(jw) =10

20 log |G(jw)| [dB]
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=1

Fator integral: (jw)

Logaritmo do médulo:

1
20/og “ = —20log w
Jjw

Grafico do médulo: reta com inclinagdo —20 dB/década, cruzando
0dBemw =1

Angulo de fase: constante e igual a —90 graus
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Fator integral:

G(w) =U(jw)

20 log |G(jw)| [dB]
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Fator derivativo: jw

Logaritmo do mddulo:
20/og |jw| = 20log w

Grafico do médulo: reta com inclinagdo 20 dB/década, cruzando 0
dBemw=1

Angulo de fase: constante e igual a 90 graus
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Fator derivativo: |

G(jw) =jw
40
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Fator de primeira ordem: (1 + jwT)™?

Logaritmo do médulo:

= —20log\/1 + w2 T2

1
20/og | ————
Og‘1+ij‘

Para baixas frequéncias (w << 1/T)

—20log\/1+ w?T?2 = —20log 1 =0

Gréfico: reta constante em 0 dB
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Fator de primeira ordem: (1 + jwT)™?

Para altas frequéncias (w >>1/T)

—20log\/1 + w?T?2 = —20logw T

Gréfico: reta com inclinagdo —20 dB/década cruzando 0 dB em
wp =1/ T (frequéncia de quebra)

Grafico do médulo: aproximacgao pelas duas retas assintéticas

Correcdo: —3 dB em wy,
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Fator de primeira ordem: (1 + jwT)™?

O angulo de fase
¢ =—tan *wT

Grafico de fase:
ow=0=¢=0
e w=1/T = ¢ = —45 graus
o w=00= ¢ =—90 graus
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Fator de primeira ordem: (1 + jwT)™?

Gjy) = V(1+jo), T =1, 00 = 1

201og |G(jw)| [dB]

107" 10 10" 10
w[rad/s]

®[graus]

w[rad/s]
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Fator de primeira ordem: 1+ jw T

As curvas do médulo e dngulo de fase do fator 1 4+ jw T sdo
obtidas pelas curvas do fator 1/(1 + jwT) trocando-se o sinal:

20/og |1+ jwT| = 20log\/1 + w? T2

6 =tantwT
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Fator de primeira ordem: 1+ jw T

G(w) =1+jw, T=1, oobzl

20l0g [G(j)| [dB]

®[graus]

w[rad/s]
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Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}

Logaritmo do médulo:

1
1+ 2¢(jw/wn) + (jw/wn)?

w2\ ? w)?
= —20/og (1 + 2> + (2()
w? Wh

20/og
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Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}

Para baixas frequéncias (w << wy)

2\ 2 2
—20Iog\/<1 + w2> + <2§w> = —20log1 =0
w4 Wn
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Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}

Para altas frequéncias (w >> wy)

2\ 2 2 2
20/og\/<1 + wz) + <2Cw> = —20/ogw—2 = —40logi
w Wn Wh Wn

n

Gréfico: reta com inclinagdo —40 dB/década, cruzando 0 dB
em Wp = Wp
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Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}

Frequéncia de Ressonancia: frequéncia na qual |G(jw)| atinge o
valor maximo
_ 2
wr = wp(1l —2¢7)
Médulo do pico de ressonancia M,

1

20y/1— 2

M, = |G(er)’ =

Se(—-0=>M, >
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Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}

O angulo de fase

Grafico de fase:
ow=0=¢=0

o w=uw,=¢=-90+sen (¢/\/1—(?) graus
0 w=uwp= ¢ = —90 graus
@ w=o00= ¢ = —180 graus
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Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}

Glw) =1/(1+2(jw+]j u)),conzl

20 T

=01
\\\ /

=07 N\
_10 |-

2010g [G(jw)| [dB]

-40-
w[rad/s]

Adriano A. G. Siqueira RF, Sensibilidade, MG e MF, Nyquist



Fator de segunda ordem: (1 + 2¢(jw/w,) + (jw/w,)?) ™}
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Determinacao da Resposta em Frequéncia

Reescrever G(jw) como produto de fatores bésicos

Identificar as frequéncias de quebra associadas a cada fator

Desenhar as curvas assintéticas no grafico do médulo

Somar as curvas obtidas para cada fator basico

Efetuar as correcdes necessdrias

Adriano A. G. Siqueira Aula 4 - RF, Sensibilidade, MG e MF, Nyquist



Determinacao da Resposta em Frequéncia

Exemplo:
10(s + 3)

6ls) = s(s+2)(s2+s+2)

Func3o de transferéncia senoidal:
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40

20log |G(jw)| [dB]
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Fator 3: 1+ jw/3, wp, =3

40
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20log |G(jw)| [dB]
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Fator 5: 1/(1 + jw/2 + (jw)?/2), wp = V2

20log |G(jw)| [dB]

40

10°
w[rad/s]
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Assintotas de G(jw)

40

assintotas de G(jw)

20log |G(jw)| [dB]

w[rad/s]
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Curva exata de G(j

40

Curva exata de G(jw)

20log |G(jw)| [dB]

w[rad/s]
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Determinacao Experimental de Funcoes de Transferéncia

Geradores de sinais senoidais convenientes (mecanicos, elétricos ou
pneumdticos)

Faixas de frequéncias usuais:
@ 0,001-10 Hz para sist. com grandes constantes de tempo

@ 0,1-1000 Hz para sist. com pequenas constantes de tempo
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Determinacao Experimental de Funcoes de Transferéncia

A partir das medidas das relacdes de amplitudes e da defasagem
constréi-se o Diagrama de Bode

Procedimento geral para obtencdo de funcdes de transferéncia:

@ Desenhar as curvas assintéticas no grafico do médulo
experimental (assintotas devem possuir inclinagdes miiltiplas
de £20 dB/decada)
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Determinacao Experimental de Funcoes de Transferéncia

@ Variagdo na curva de —20 dB/decada em wy, fator de
primeira ordem 1/(1 + j(w/w1))

@ Variagdo na curva de —40 dB/decada em w», fator de
segunda ordem
1
1+ 2((jw/w2) + (jw/w2)?

@ Fator de amortecimento obtido medindo-se o valor de pico
ressonante proximo a frequéncia wo
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Determinacao Experimental de Funcoes de Transferéncia

@ Ganho determinado pela curva em baixas frequéncias w << 1

K

U= Gy

e A\=0: G(jw) =K

20/og|G(jw)| = 20logK

K determinado pelo valor da reta horizontal (assintota)
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Determinacao Experimental de Funcoes de Transferéncia

e \=1: G(jw) = %

20/og|G(jw)| = 20logK — 20/logw

Assintota possui inclinagdo de —20 dB/década e o valor de K
é igual a frequéncia na qual a assintota (ou seu
prolongamento) cruza a reta 0 dB
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Determinacao Experimental de Funcoes de Transferéncia

o \=2 G(jw)zﬁ

20/og|G(jw)| = 20logK — 40logw
Assintota possui inclinagdo de —40 dB/década e a frequéncia

na qual a assintota (ou seu prolongamento) cruza a reta 0 dB
éigual a VK
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Exemplo: gréfico do médulo

Diagrama de Bode

10

!
o

20log [G(jw)| [dB]

-30

w[rad/s]
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Exemplo: funcdo de transferéncia

Func3o transferéncia senoidal:
0,6 (% +1)

(j )<({‘3)2+2x0,4{‘3+1)

G(jw) =

Func3o transferéncia:

30(s +2)

6(5) = 552 + 85 7 100)
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Exemplo: gréfico de fase
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Malha Fechada

Diagrama de blocos bdsico

Gyls)
r + e u N y
(- K(s) G(s) — —
Yim
MNE
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Malha Fechada: Feedback

Controle
u=K(s)(r—y+n)

Saida

y = G(s)u+ Gy(s)d = G(s)K(s)(r — y + n) + Gy4(s)d

(14 G(s)K(s))y = G(s)K(s)(r + n) + G4(s)d

G(s)K(s) G(s)K(s) Ga(s)

d

n-+

YT 1TG6eKE) T 1 GKE) T 1T G(9)K(s)




Malha Fechada: Feedback

Erro

. -1 o G(s)K(s) ) Gy(s)
1+ G(s)K(s) 1+ G(s)K(s) 1+ G(s)K(s)

e=y—

Fungdo Sensibilidade: S(s) = m
Fun¢do Sensibilidade Complementar: T(s) = %
Saida
y=T(s)r+ T(s)n+ S(s)Gy(s)d
Erro

e=—=5(s)r = T(s)n+ 5(s)Ga(s)d
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Sensibilidade

Funcdo Sensibilidade: S(s) = t¢(yrp

Fun¢do Sensibilidade Complementar: T(s) = %

Propriedade: S(s)+ T(s) =1

Sensibilidade: S(s) = dTG((s))

Adriano A. G. Siqueira Aula 4 - RF, Sensibilidade, MG e MF, Nyquist



Sensibilidade

Exemplo: G(s) = m
K=1
3 249
5(s) = Frfraei
T(s) = s
s3+5242s5+1
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nsibilidade

Bode Diagram
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Malha Fechada: Feedback

Retomando Malha Fechada: Feedback
Funcio Sensibilidade: S(s) = 1¢r

Fun¢do Sensibilidade Complementar: T(s) = %

Saida
y=T(s)r+ T(s)n+ S(s)Gq(s)d

y = r e d atenuado se G(s)K(s) grande

Problema: G(s)K(s) grande = instabilidade

Adriano A. G. Siqueira Aula 4 - RF, Sensibilidade, MG e MF, Nyquist



Estabilidade

@ Sistema em malha aberta:

1
6= e

@ MatLab: sisotool
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Margem de ganho e de fase

@ MG: inverso do médulo |G(jw)| na fregiiéncia onde o dngulo
de fase é -180°. )
MG = ———
|G(jw)
e MG (em dB): diferenca em dB do gréfico do médulo até 0 dB
na frequéncia onde o dngulo de fase é -180°. Positiva se

|G(jw)| em dB < 0 e negativa caso contrdério.
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Margem de ganho e de fase

e MF: 180° mais o dngulo de fase (¢) na freqiiéncia de
cruzamento do ganho (quando |G(jw)| = 0dB).

MF =180 + ¢

e MF: diferenca em graus do gréfico de fase até -180° na
freqiiéncia de cruzamento do ganho. Positiva se ¢ > —180° e
negativa caso contrario.

Adriano A. G. Siqueira Aula 4 - RF, Sensibilidade, MG e MF, Nyquist



Margem de ganho e de fase positivas: sistema estavel

A

0dB

MF>0
180k —————— L Ne
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Margem de ganho e de fase negativas: sistema instével

A

0dB MG<0

v

\4

180 b m e S
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Compensacao em Avanco

@ Compensador da forma

s+ z Ts+1
C(s)=K =Kc-——
(s) s+p ‘aTs+1

@ Avanco: z< poua <1

@ Préximo ao PD: C(s) = K(Tps + 1)

Adriano A. G. Siqueira Aula 4 - RF, Sensibilidade, MG e MF, Nyquist



Resposta em Frequéncia de um PD

PD (K=1,T_ =0.1)

50

20l0g [G(j)| [dB]

®[graus]

w[rad/s]
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Resposta em Frequéncia de um Compensador em Avanco

Avanco (T=1,a=0.1)ou(z=1,p=10)

20 log |G(jw)| [dB]

w[rad/s]

o[graug]

107 10° 10 10
w[rad/s]
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Compensacao em Avanco

e T=1ea=0.1

@ Acréscimo de fase maximo:

l-«o o
Send)max = m = quax =549
@ Frequéncia:
1

max — o= — — 1
w TVa 3.16rad/s
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Compensacao em Avanco

@ Exemplo
1
G(s) = —
() s(s+1)
@ Erro em regime permanente menor que 0.1 para entrada
rampa

@ Sobressinal M, < 25% = MF > 45°
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Compensacao em Avanco

@ Erro de regime

ess = lims_0s[1 — T(s)]R(s)

o Erro de regime para entrada rampa R(s) = 1/s°

. 1 1
ess = lims_0 =

s+ C(s)[1/(s+1)] C(0)
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Compensacao em Avanco

@ Sendo - 1
_ K s+

C(s) =Koy C(0) = K

@ Paraess =01 = K=10

@ sisotool
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Compensacao em Atraso

@ Compensador da forma

s+ z Ts+1
C(s)=K =Kc——
(s) s+p ‘aTs+1

@ Atraso: z>poua>1

@ Préximo ao Pl: C(s) = %(s + %)
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Resposta em Frequéncia de um Pl

PD (K=1,T,=0.1)

20 log [G(joo)| [dB]

w[rad/s]
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Resposta em Frequéncia de um Compensador em Atraso

Atraso (T=0.1,a=10)ou(z=10,p=1)

5 T T
m'
S,
3
=
[OF
o
N
-25 ! ‘
10" 10° 10 10°

o[graug]

10° 10° 10" 10
w[rad/s]
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Compensacao em Atraso

@ Exemplo
1
G(s) = —
() s(s+1)
e K=10
@ sisotool
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Critério de Nyquist

@ Relaciona a resposta em frequéncia em malha aberta com o
nimero de pdlos estdveis do sistema em malha fechada.

e Diagrama de Nyquist ou graficos polares: Grafico da parte
imagindria de H(jw) versus a parte real de H(jw)

Imag[H(jw)] x Re[H(jw)]
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Critério de Nyquist

@ Exemplo:

e H(jw)

Hjw) = 17w 1ro2

@ Partes real e imaginaria

1 w

Real[H(jw)] = 1502
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Critério de Nyquist

@ Principio do argumento: O mapeamento de contorno de
H(s) envolvera a origem se o contorno contém um pdlo ou
zero de H(s)

@ O nimero total de envolvimentos (/) da origem do plano
H(s) no sentido horario, conforme um ponto percorre um
contorno fechado no plano s no sentido horério, é igual a
Z—P.

Z zeros e P pdlos de H(s).
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Critério de Nyquist

@ Funcdo de Transferéncia de Malha Fechada:

KG(s)
T(s)= ———
()= 13 ke (s)
o Equacgio caracteristica:
14+ KG(s)=0
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Critério de Nyquist

@ a(s) = pdlos de 1 + KG(s) e pdlos de KG(s)

@ a(s) + Kb(s) = zeros de 1 + KG(s) e pélos da FT de
Malha Fechada T (s)
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Critério de Nyquist

@ Contorno de Nyquist: contorno no plano s contendo todo o
semiplano direito (SPD)

e Mapeamento de 1 + KG(s) pelo contorno de Nyquist
envolverd a origem se 1 4+ KG(s) contém pdlos e zeros no
SPD.

e Mapeamento de KG(s) pelo contorno de Nyquist envolverd o
ponto —1 se 1 + KG(s) contém pdlos e zeros no SPD.
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Critério de Nyquist

@ P: ndmero de pdlos de KG(s) no SPD

@ Z: nimero de zeros de 1 + KG(s) = numero de pélos de
T(s) no SPD

@ N: ndmero de envolvimentos do ponto —1 no sentido horario
(N > 0) ou no sentido anti-horério (N < 0)

@ Principio do argumento: N =272 - P
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Critério de Nyquist

Critério de Nyquist: Z =N+ P

Para a estabilidade da FTMF: Z =0

@ Se N =0 = P deve ser nulo
e Se N < 0 (anti-hordrio) = P deve ser igual a —N

@ Se N > 0 (hordrio) = instabilidade
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Critério de Nyquist

@ Exemplo 1
1
A Py
@ Exemplo 2
1
G(s) = P
e Exemplo 3
1
G(s) s(s+1)2
@ Exemplo 4
s+3
6(s) = s(s—1)
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