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Resumo

Vamos apresentar uma breve introducdo ao conceito de representacao

de sinais periodicos por meio da série de Fourier, juntamente com as

suas motivacdes, suas principais caracteristicas e as consequéncias

praticas, que sao interessantes para seu uso em Engenharia Elétrica e

ciéncias em geral.



1. Visao Geral

Um sinal em fung¢ao do tempo s(t), periddico com periodo T > 0, tem
representacao em série de Fourier dada pela expressao

a, - 2tnt 2tnt
s(t) =7+Zancos - + b,, sen |
n=

com ay, a, e b, coeficientes reais. Alternativamente, a série pode ser
expressa por?!

- 2tnt
s(t) =Ay + z A, cos = + ¢, |,
n=1

com Ay, A, e ¢,, coeficientes reaise 0 < ¢,, < 2.

1Existe uma terceira forma de representagdo que comentaremos mais a frente, que é mais apropriada para
aplicagbes na drea de estudo de processamento de sinais.



Em outras palavras: um sinal s(t) periddico pode ser escrito como uma soma
infinita (?) de senos e cossenos, ponderados por coeficientes a,, e b,,.

Deve-se notar também que as frequéncias angulares dos senos e cossenos
sao harmonicamente relacionadas. Isto é, dada a sequéncia:

21T 41 61 27N 2TTN

T)T)T)"') T )y non T )

nz1

0 n-ésimo termo se relaciona com o primeiro (chamado de frequéncia
fundamental), segundo a relacao

21N
a)nzT:na)l, n = 1.



Definimos o periodo fundamental da sequéncia harmonicamente relacionada como:

T, =
W1

Por exemplo, um sinal s(t) com periodo T = 0.1s sera dado pela série

a
s(t) = 70 + Z a,, cos(20mnt) + b,, sen(20mnt),

n=1

com os termos de senos e cossenos com frequéncias harmonicamente relacionadas:

2mn
(20m, 40w, 60, ..., 207N, ...) = (W) .
' n=1



Até aqui, definimos o que é a representacao em Série de Fourier de um sinal
s(t) de periodo T.

Mas o que significa tudo isso?
Porque podemos representar s(t) desta forma?

Qual a intuicao por tras da representacao por uma série de senos e cossenos
harmonicamente relacionados?

E, igualmente importante, que interpretacdes podemos tirar representando
um sinal por sua série de Fourier e como isso ajuda o cientista/engenheiro?

Além disso, ha outras questoes mais formais, como “o que € uma série?” e
“o que significa representar uma funcao por uma série?”

A seguir, vamos tentar investigar a intuicao e motivacao por tras dessa visao
geral e procurar responder tais perguntas. Para isto, vamos tomar um

pequeno desvio e estudar um pouco o polindmio e a série de Taylor. Valera a
pena! ;)



2. Buscando intuicao e motivacao: Aproximando
funcdes pelo polinbmio de Taylor
Dada uma funcdo f(t) (vamos considerar fun¢des continuas por

simplicidade), uma boa aproximacao em torno de t = t, pode ser obtida
pela reta tangente no ponto (t,, f (ty)), que é:

g(t) = f(ty) + f'(te)(t — to),

onde f'(t,) é a derivada da funcdo f calculada em t = t,. Esta funcdo é
chamada de Polindbmio de Taylor de Primeira Ordem em torno de t,, e a

aproximacao
f() = g(b),
funcionara bem ao redor de t = t,.



Exemplo: Aproximando f(t) = et em
tornodet = 0.

Temos que f'(0) = f(0) =e® =1,
portanto,

gt)=1+t.
No grafico da Figura 1 ao lado, podemos notar
CoOmo o erro

f@)—g®
se torna menor quanto mais proximo do ponto
(0,1) estivermos. Neste ponto, temos

(@) =g(),
e, portanto, a aproximacdo é sem erros neste
ponto. A medida que nos distanciamos de
(0,1), o erro ao aproximar f(t) por g(t)
aumenta.

—J=¢
—g(t) =1+t
E(t = 1.5) = 1.9817

E(t =1) = 0.7183

E(t =0.5) = 0.1487

0.5 1

1.5

Figura 1: Aproximacdo de f(t) =e! por um

polinbmio de Taylor de

primeira ordem em torno de t = 0. O erro de aproximacdo é mostrado

parat € {0.5,1,1.5}.
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Para melhorar a aproximac¢ao da funcao em torno de t = t,, podemos
acrescentar um termo de segundo grau na expressao da reta tangente

I . 2
h(t)=g(t)+f (to)(zt to) |

onde f''(t,) é a segunda derivada da funcdo f calculadaem t = t,".
Este € o Polindmio de Taylor de Segunda Ordem em torno de t,, e
esperamos que a aproximagao

f () = h(t),
seja melhor que a aproximacdo por g(t) em torno de t = t,.

Para refletir: por que faz sentido utilizar a segunda derivada como coeficiente do termo
quadratico? (Dica: pense porque utilizamos a primeira derivada no caso de g(t)).

10 fator Y. é necessdrio para garantir que as derivadas de segunda ordem da fung¢éo f e da aproximagdo h
tenham o mesmo valor em t = t,. Isto é desejado, pois esperamos que o comportamento de f e de g seja o mais
parecido possivel proximo de t = t.



Utilizando uma aproximacao por polindmio de
Taylor de segunda ordem, isto é
£2

h(t)=1+t+?,

(verifique!), vemos no grafico da Figura 2 ao
lado como ficam o erro de aproximacgao

f(@) — h(d),
e da mesma forma podemos observar que este
se torna menor quanto mais proximo do ponto
(0,1) estivermos. Além disso, a aproximacao
apresenta menor erro que a aproximacao de
primeira ordem.

Adendo: Podemos pensar em uma
aproximacao de ordem zero, que é dada por
z(t) = f(ty), que neste caso se tornaria

z(t) =1,

e esta seria a aproximacgao mais simples de ser
feita em torno do ponto (0,1).

—f(t) =¢
T —gt)=1+1
h(t) =1+t +t°
sl
°r E(t = 1.5) = 0.8567

E(t =1) = 0.2183

=" [E(t =0.5) = 0.0237

L
| | | | | |
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Figura 2: Aproximacdo de f(t) = et por um polinémio de Taylor de
segunda ordem em torno de t = 0. O erro de aproximacdao é mostrado

parat € {0.5,1,1.5}. "



Assim, podemos nos perguntar se é possivel
conseguir aproximacoes melhores

. 201
acrescentando termos de ordem superior ao _0
polindbmio aproximador.
O polinbmio de Taylor de ordem N é a 9
generalizacao do que vimos, e é dado pelo
expressao 101
N
@ |
p() = ) Tt — )", 5
n!
n=0
em que f™ é a n-ésima derivada da funggo f. 1
2 0 2

Observe na animacao ao lado como que a aproximacao para
f(t) = e’ setorna melhor em pontos mais afastados de t, = 0

a medida que N aumenta Fonte: Wikipedia. Autor: Oleg Alexandrov



E se fizermos, com ousadia, N se tornar um numero tao grande quanto
se queira? Em linguagem matematica, o que acontece se fizermos
N — oo no polinbmio de Taylor?

A resposta é que desta ousadia nasce a Série de Taylor (em torno de

to), dada por _
(n) t
T(t) = zf n(, O (¢ o),

n=0
e, se a fungao f é bem comportada e a série acima converge (?),
podemos afirmar com tranquilidade que

T(t) = f(t),Vt € Dom{f}.

Este resultado é bastante forte. Porém, antes de qualquer coisa, o que
€ uma série e o que significa dizer que ela converge?




2.1 Séries: in a nutshell

Uma série é, de forma simplificada, a soma dos termos de uma sequéncia
infinita. Genericamente, dada uma sequéncia

(a)ns1 = (aq,ay, ...,a,,...),a, €ER,

a sua série sera a soma de todos os seus elementos, isto é:

00
n=1

E, se for possivel atribuir um valor finito a esta soma, chamamos este valor
de soma da série. Neste caso (apenas) dizemos que a série é convergente.




Exemplo classico: A série geométrica

A partir da sequéncia
(Gnnz1 = (a,ar,ar?, ...,ar™ 1, .),0 <r <1,

podemos definir a série

0.0) 0.0)
n=1 n=1
gue sabemos (ou deveriamos saber) ter valor finito dado por
J
: n-1 a
S = lim ar = .
j—oo 1—r
n=1

Assim, uma sequénciacoma =1er =1/2 esuasomasera$ = 2.



2.3 Representacao de funcdes por séries

Séries podem ser utilizadas para representar funcdes. Por exemplo, as
seguintes funcoes tem representacao por Série de Taylor (em torno de

t = 0) dadas por:

t2  t3  t? — ¢
t=1+t4+=+—+—+= ) —,
¢ 2 "6 " 24 i !
n=
—_ ] - — ... = 2n
cos) =1ty = L et
oc)n=0
— — I — 2n+1
sen() =t =1+ 517" 2. Gt D
n=0

Achou as representacdes dessas funcdes parecidas? Nao é mera coincidéncia, ja que elas sao relacionadas pela expressao
e/t = cos(t) + jsen(t).



Exemplo: na Figura 3 ao lado, temos as
aproximacGes para a funcdo f(t) = sen(t)
em torno de t = 0. Perceba que quanto
maior o valor de N os polinbmios
aproximam melhor valores mais distantes
do ponto (0,0).
Para N — oo, teremos

t3 >

sen(t) =t—§+a—---

(_1)11 2n+1
. (2n+1)!

n=

N=11

Figura 3: Aproximacgdes para a func¢do f(t) = sen(t) em torno
det=0paral <N < 13.



Até aqui...

Demos uma desviada razoavel da Série de Fourier para a Série de Taylor, mas
ganhamos varias ideias que vao nos ajudar a dar a intuicao necessaria para
entender a primeira. As principais sao:

1. Podemos aproximar uma funcao tem torno de um ponto utilizando um
polindbmio de ordem N.

2. Paravalores maiores de N, esta aproximacao se torna melhor, em termos
do erro cometido. A aproximacao também melhora para pontos mais
distantes do ponto escolhido.

3. Sefizermos N — oo, obtemos a Série de Taylor, e se esta convergir, ela
representa a funcao original em todos os pontos de seu dominio.

Devemos também reforcar que estas aproximacoes permitem descrever
mais facilmente funcoes, facilitando o trabalho do cientista e do engenheiro
em seu trabalho.



3. Representacao de Funcdes Periddicas: a
Série de Fourier

Agora ja sabemos que séries (convergentes) podem ser utilizadas para
representar funcoes, e que essas séries sao generalizacoes de

aproximacoes por funcoes mais simples (polindbmios no caso de Taylor).

Vamos retomar os conceitos que vimos no inicio. Relembrando, a Série

de Fourier € uma representacao para sinais periodicos.




3.1 Sinais periodicos
Matematicamente, uma funcdo s(t) é periodica se
s(t) =s(t+T),

paraum periodo T > 0. Isto que dizer que a funcao apresenta
“copias” de si mesma a cada deslocamento de T no tempo.

Os exemplos mais imediatos de funcdes periodicas sao as funcoes seno
e cosseno, e por diversas razoes, podemos considera-las as funcoes
periodicas elementares?.

Esta ideia de funcao periodica elementar nos ajudara a justificar o
formato da Série de Fourier.

1Por exemplo, lembre que estas fungbes surgem naturalmente como sendo a proje¢éo sobre os eixos x e y da
distdncia de um ponto no circulo trigonométrico em relagcdo a origem, e se esse ponto se desloca
uniformemente na circunferéncia, o valor desta proje¢do definird as fungbes cosseno e seno, respectivamente.



3.1 Sinais peridédicos

Matematicamente, uma
funcdo s(t) é periddica se

s(t) =s(t+T),

para um periodoT > 0.
Isto que dizer que a funcao
apresenta “copias” de si
mesma a cada
deslocamentode T no
tempo.

Figura 4: Exemplo de uma funcao periddica arbitraria com periodo T = 1.
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Figura 4: Exemplo de uma funcao periddica arbitraria com periodo T = 1. Note que o periodo T pode ser
verificado de inumeras formas distintas.



3.2 Tentando aproximar uma funcao “em torno
de seu periodo”

Relembrando, a motivacao por tras do polindmio de Taylor era
aproximar uma funcao ao redor de um ponto. Vamos tentar algo um
pouco diferente para funcoes periodicas: ao invés de fazer isso ao redor
de um ponto, vamos tentar aproximar a funcao “ao redor de um
periodo”.

Incialmente em Taylor, utilizamos a funcao que representava a reta
tangente no ponto escolhido, e neste ponto, a reta e a funcao se
igualavam. Vamos tentar, para a funcao periodica da Figura 4,
aproximar por uma outra funcao com mesmo periodo e que seja “tao
elementar” quanto a reta no caso de Taylor.

A questao é: qual funcao periodica e “elementar” parece ser adequada
para esta aproximacao “por periodo”?



Analizando o grafico da fung¢do na Figura 4, uma escolha razoavel é usar a fungao
seno com periodo T = 1.

A questdo é: gual deve ser a amplitude desse seno? Afinal, € intuitivo imaginar que
algumas escolhas de amplitude serao melhores que outras.

Por exemFIo, uma amplitude de 0.2 parece muito mais razoavel neste caso do que
uma amplitude de 1000. Como fazer esta ideia de escolha da melhor amplitude
precisa e objetiva?

Podemos utilizar o critério do minimo erro quadratico médio?. Primeiro definimos o
erro quadratico, e sendo b; a amplitude do seno, ele é

Eq(t) = (s(¢) — by sen(2mt))?,

e o Erro Quadratico Médio (em um periodo) sera

1 t+T
Bam=7|  FaG)ds. (1)
t

’Este é o mesmo critério que utilizamos quando aproximamos pontos por uma fungdo utilizando minimos
quadrados. Para saber mais sobre o assunto, ver ...



Nao temos a intencao aqui de justificar o porqué de escolhermos o Erro Quadratico
Médio como critério, entao vamos apenas toma-lo como uma escolha razoavel.

Entretanto, é facil visualizar na Figura 5 ao lado N&do tenham medo de Algelin, ela € muito amiga!

porgue o erro quadratico médio faz sentido. Se 2
pensarmos nas funcdes no intervalo [t,t + T] como
vetores num espaco vetorial, podemos pensar no
erro como a diferenga entre os vetores s(t) e

b; sen(2mt). A norma (ou modulo) desse vetor é
dada pela expressao?

t+T
le(®)ll = j e2(t)dt,
t

que é a raiz quadrada do erro quadratico médio
multiplicado por T.

P

bisen(27t) sen(2mt)

3Esta expressdo para a norma depende da definicdo de um produto interno no espacgo vetorial das fun¢ées. Neste
caso, dado duas fungdes f(t) e g(t) ele pode ser dado pela integral de f(t)g(t) calculada no intervalo [t,t + T].



Assim, minimizar a norma do erro e(t) é equivalente a minimizar o erro quadratico
médio. Isso acontece quando s(t) e b; sen(2mnt) sdo perpendiculares!

Desta forma, b; sen(2mt) serd a projecdo de s(t)
sobre sen(2mt).

Vamos pular algumas passagens matematicas (ndo é o
foco neste momento demonstrar todos os passos,
mas encorajamos que a matematica seja verificadal).
A amplitude b, quando queremos a projecdo de s(t)
sobre sen(2mt), é dada por

s(t

t+T
b, = %jt s(t) sen(2rt)dt. (2)

Assim, temos a melhor escolha da

amplitude do seno de periodo T =1, |
segundo o critério do minimo erro bisen(27t) sen(27t)
quadratico médio.

l

-



——0.1821sen(2xt)
s(t)

Figura 5: Fungao s(t) da Figura 4 junto com a fungao 0.1821 sen(2mrt), de mesmo periodo.
A amplitude foi calculada segundo a expressdo (2).



Assim, temos na Figura 5 a fungao 0.1821 sen(2mt) como nossa primeira
tentativa de aproximacgao da fungao s(t), e sabemos que ela minimiza o erro
guadratico médio. Outra forma de visualizar este fato é pelos graficos da
Figura 6, que mostram o erro quadratico médio em func¢ao de b;.

A A
07 | 0.008 |
0.6 0.006 1
0.004
0.5 =
0.002 X:0.1821
04T | | | | Y: 0.002847
\ 03t 0.05 0.05 0.1 0.15 02 025 P
0.002 }
02}
/ 0.004 |
01 ;,/ |
H'"'x.x -
., .-"'-"P.
| | PR | > -0.008 |
08 06 -04 -02 02 04 06 08 b

Figura 6: Erro quadratico médio (calculado por (1) ) em fung¢ao de by, com -1 < b; < 1.0

grafico a direita apresenta um zoom ao redor do valor minimo, cujo valor de b; é dado por (2).



3.3 Melhorando a aproximacao

Agora, vamos usar outra intuicao que tiramos do polindmio de Taylor:
como podemos somar mais termos a nossa aproximacao de forma a
diminuir o erro?

Com o polinbmio de Taylor, adicionamos termos de ordem N que
tinham relacao com as derivadas de ordem N, e sempre a igualdade
entre aproximacao e a funcao no ponto escolhido era mantida intacta.

Lembrando que estamos aproximando funcdes “em torno do seu
periodo”, existem outras funcdes que podemos utilizar mantendo a
aproximacao em torno do periodo intacta, assim como Taylor fazia em
torno de um ponto?



A resposta € sim! Basta que as funcdes sejam harmonicamente

relacionadas!

Na Figura 7 ao lado, temos funcodes
senos harmonicamente relacionados,
isto &, suas frequéncias angulares sao
do tipo
21N
Wy, = ——,

T
paral <n < 5. Podemos perceber

gue existe uma coeréncia entre as
funcdes harmonicamente
relacionadas: elas preservam uma
periodicidade em T = 1s. Isto é, para
um deslocamentode T = 15, as
funcdes serao copias de si mesma.
Ainda mais, estas copias terao um
numero inteiro de periodos.

\

11
11

[

O = w0 ba

'

N

-1.5

-0.5

Figura 7: Gréficos das fungbes f(x) = sen(2nnt), 1 <n < 5.

1.5



Logo, funcodes periodicas harmonicamente relacionadas preservam o periodo
da funcao correspondentean = 1, que é o periodo fundamental T; = T.

Na aproximacgao da func¢ao s(t) da Figura 5, podemos acrescentar mais um
termo na funcao aproximadora

f(t) = 0.1821sen(2mt) + b, sen(4nt),

e sabemos que somando este termo preservamos o periodo de s(t). O valor
da amplitude b, é calculada usando o critério do minimo erro quadratico
meédio, ou seja
2 t+T
b, = —f s(t) sen(4mt) dt.
rJ;
A Figura 8 a seguir ilustra como a aproximacao é modificada com o

acréscimo do termo b, sen(4mt).



1 fi(t) = 0.1821sen(27t)

s(t)

Figura 8: Fungao s(t) da Figura 4 junto com as aproximagdes utilizando termos com aprimeira,
segunda e terceira harmonicas.



Temos a impressao que a aproximacao € melhor utilizando dois senos
harmonicamente relacionados, com n = 1,2. De fato, o erro quadratico
médio diminui com o acréscimo de b, sen(4mt):

Aproximacao f1(t) = by sen(2mt) f>(t) = f1(t) + by sen(2mt)
Erro quadratico médio 0.002847 0.002185

Intuitivamente, podemos ir acrescentando mais senos e calcular os
coeficientes como para valores maiores den

, _zf” ) 2mnt
n_Tt S(t) sin T )

com T = 1s. Afigura 9 a seguir ilustra varias aproximacdes com
acréscimos de senos harmonicos até n = 5, e uma tabela com os
valores do erro quadratico médio (Egm).




Egm
f1(t) 0.002847
f2(t) 0.002185
f3(t) 7,9392.107*
fa(t) 3,7029.107*
f5(t) 0

1821sen(27t)

1(t) + 0.0364sen (4t )

2(t) + 0.0528sen(6mt)

3(t) + 0.0291sen(8mt)

f5(t) = fa(t) + 0.0272sen(10mt)

"-i-"-b-"-h "'-_-"'

T

Figura 9: Fungao s(t) da Figura 4 junto com as aproximagodes utilizando termos com a primeira,
segunda e terceira harmonicas.




Segundo a Figura 9 anterior, paran = 5 a funcao aproximadora iguala
o sinal s(t) e o erro quadratico se anula; isto acontece porque a
expressao de s(t) é justamente

s(t) = 0.1821 sen(2mt) + 0.0364 sen(4mt) + 0.0528 sen(67t) + 0.0291 sen(8mwt) + 0.0272 sen(10mxt) .

Dessa forma, aplicando o método para calcular as amplitudes b,,,
encontramos exatamente os valores do sinal original.

E se quisermos acrescentar mais harmonicas senoidais além den = 5?
Segundo o critério do minimo erro quadratico médio, a expressao

, _ZfHT ) s 2mnt "
=7 s(t) sin | — ,

para s(t) como dado acima, sera nula paran > 5, isto €,

b, = 0,n > 5.




Uma ultima questao: E se tentassemos aproximar s(t) por cossenos da
forma
2ntnt
a, COS (T),n > 1,
utilizando o método do minimo erro quadratico médio? A resposta é
que os coeficientes a,, seriam todos nulos; ou seja, a expressao

2 (T 2mnt
a, = —f s(t) cos dt,
¢ T

T

sera nula paratodon = 1.

A intuicao disso para o cason = 1 pode ser vista na Figura 10 a seguir,
onde temos o sinal s(t) e um cosseno de mesmo periodo e com
amplitude igual a b;. Repare como ha pouquissima correlagao entre os
pontos dos dois graficos para um mesmo valor de t.



Podemos exterder este
argumento para outros
cossenos harmonicamente
relacionados: eles terao
pouca correlacdo com um
sinal que é composto por
soma de termos do tipo

. 2nnt
n SEN 7 .

— (1)

—— 0.1821cos(27t)

4

Figura 10: Fungdo s(t) e um cosseno com mesmo periodo T = 1s e com amplitude

igual a b;.



Exercicio: com o que vimos até aqui, dado o seguinte sinal
r(t) = 0.5sin(4nt) + 0.3 cos(8mt) + 0.15 cos(12nt) + 0.25 sin(16mt) + 0.07 cos(20mt)

determine o periodo fundamental T de r(t) e os coeficientes a,, e b,
paran = 1.

08

0.6 -

0.4/

L2

0.4 -

06

0.8

Figura 11: Sinal r(t)



3.4 Conclusdes até aqui...

Propomos a criacao de um meétodo para aproximar sinais periodicos “em torno de
seu periodo”, utilizando o critéiro do minimo erro quadratico médio para escolher

as amplitudes.

Além disso, aumentando o numero de termos aproximadores, conseguimos
melhorar a aproximacao, ou mesmo igualar no caso que o sinal seja uma soma de

termos senoidais (ou cossenoidais).

Lembrando que isso este procedimento foi inspirado no polindbmio de Taylor e sua

aproximacao em torno de um ponto.



Dessa forma, podemos aproximar um sinal periodico por uma soma de
senos e cossenos harmonicamente relacionados

N
2tnt 2tnt
S(t)zZancos 5 + b, sen ¥
n=

e essa aproximacao pode ser melhor aumentando o numero N de
termos de senos e cossenos.

Uma questdao importante é: e se s(t) tiver valor médio em um periodo
diferente de zero? Esta pergunta é relevante, pois uma soma de senos e
cossenos sempre vai ter valor médio nulo em um periodo.
Solucionamos isso acresentando na aproximacao um termo constante

N

2tnt 2tnt

s(t) = c+ 2 a,, COS + b, sen ,
] T T
n=




Este termo deve ser igual ao valor médio do sinal s(t), logo

1 t+T
= — t)dt.
C Tft s(t)

Acontece que esta expressao pode ser pensada como sendo o calculo de a,
paran = 0 e dividida por 2:

2 t+T 2Nt 2 t+T
a, = —J s(t) cos( )dt - ay = —f s(t)dt = 2c
t r I )

T
Ao
ﬁ C — _.

Assim, temos

N
g 21tnt 21tnt
S(t)z7+2ancos ~ + b,, sen -

n=1




3.5 O exemplo mais célebre: a onda quadrada

Com esta nova ferramenta para aproximar sinais periodicos, devemos
tentar testa-la com sinais mais gerais do que somas de senos e

cossenos. O mais famoso exemplo é a onda quadrada.
A

1

No intervalo [0,1], temos 05|
1, 0<t<05
at) = {—1, 05<t<1 1 s ols g

0.5

Figura 12: Onda quadrada q(t) de periodo T = 1s



Desenvolvendo as expressdes para os coeficientes ag, a,, e b, temos

ap =0
a, =0,vn=1
(4
—, n impar
b, ={nn P
. 0, n par

Os graficos da figura seguinte mostram a aproximacao paran =
1,10,20 e 40. E possivel perceber visualmente que maiores valores de
n melhoram a aproximacao para uma onda quadrada, como
esperavamos.
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Figura 13: Aproximacgdes para a onda quadrada, paran = 1,10,20 e 40.



3.6 A Série de Fourier: o retorno

Da mesma maneira que fizemos com o polinomio de Taylor, fica a
pergunta: e se fizermos n se tornar tao grande quanto se queira. Ou,
rigorosamente, para n — 0o, conseguimos algo como a Série de Taylor?
A resposta é sim, e assim surge a Série de Fourier

00

A 21tnt 21Tnt
S(t) —7 z A COS | — + b, sen b

n=1

gue vimos no inicio deste tutorial. Assim como a Série de Taylor, prova-
se gue uma funcdo periodica e “bem comportada” s(t) tem
representacao em série de Fourier dada acima, ou seja,

s(t) = S(¢t).



Mas o que é ser “bem comportada”? A onda quadrada g(t) que vimos
no exemplo tem representacao por série de Fourier dada por

00

S(t) = z %sen(Znnt}
n=1

Sera que g(t) pode ser considerada comportada o suficiente para
afirmamos que q(t) = S(t) para todo t? A onda quadrada apenas

assumes os valores 1 e -1, mas
(00

5(0.5) = z %sen(nn) = z 0=0.

n=1
Ou seja, a série assume um valor diferente q(t) para t = 0.5s. Isso
ocorre devido a descontinuidade da onda quadrada em torno de
t = 0.5s.



3.7 Outras formas de representar a Série de
Fourier

Vimos no comeco deste tutorial uma outra forma de represetacao da
Série, dada por

et 2nnt
s(t) =Ay + z Ancos< + gbn>,
n=1

T

com Ay, A, e ¢,, coeficientes reaise 0 < ¢ < 2m. Esta representagao é
equivalente a que temos trabalhado até aqui, com a seguinte relacao

entre os coeficientes

a, b

Ay =—,4A, = \/a,% + bZ e ¢,, = arctan (—n)
2 An




Este formato da série de Fourier é util em engenharia elétrica, pois

trabalha com amplitudes e fases de cossendides, o que torna facil sua

descricdao em termos de fasores®.

Se quisermos retornar desta segunda representacao para a primeira, a

relacao é dada por

ap, = 24y, a, = A, cos(¢p,) eb,, = A, sen(¢,).

1Se vocé ainda ndo sabe o que é um fasor, ndo se preocupe, eles ainda serdo parte da sua graduacdo.



Existe uma terceira representacao da série de Fourier, que € dominante
na area de Processamento de Sinais, que é
0.0)

S(t) = Z c T

n=-—oo
com coeficientes c¢,, complexos. A relacao entre esta representacao e a

primeira € dada por
ao .
Co = 7,cn =a, + jb,.

Esta é a represetacao complexa da Série de Fourier: tem varias
facilidades e permite intuicdes mais profundas de seu significado.



