CALCULO VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA
Luiz Francisco da Cruz — Departamento de Matematica — Unesp/Bauru

CAPITULO 4
PRODUTOS

Nos capitulos anteriores os conceitos foram introduzidos para duas regides
geométricas também chamadas de Espagos Vetorias: o Plano Geométrico,
representado pelo % (sistema de coordenadas cartesianas no plano) e o Espagco
Geométrico, representado pelo % (sistema de coordenadas cartesianas no
espaco). No entanto, os proximos conceitos que serdo introduzidos sé tem
significado geométrico para vetores no Espaco (R3). Apesar de alguns serem
validos também para vetores no plano, mas nem todos. Portanto, no que segue
estaremos considerando somente vetores no espaco. Oportunamente, quando for o

caso, voltaremos a considerar os vetores definidos no plano geométrico.

1 Produto Escalar

Definigdo: Sejam os vetores u e v. O produto escalar entre esses vetores,

denotado por u-v, € um numero real determinado por 4-v =|u]|-|V]|-cos®, onde

0<6<n éoanguloentre u e v.

Propriedades

1) U-v =0 se, e somente se, um deles for o vetor nulo ou se U e Vv sdo ortogonais,
ou seja, 6 = 90°.

2) Comutativa: u-v=v-u

3) G-u=|df

4) (mu)-(nv) =(m-n)-(U-v), vm,n € R

5 (U+V)-W=U-W+V-

=

1.1 Expressao Cartesiana do Produto Escalar

3

Sejam Ui=Xyi +Yy1j +2;K € V=X5i +Yy5j + 2ok, dois vetores do %3 Por

definicdo temos: u-v =|u|-|Vv|-cos8. Pela lei dos cossenos temos:

CLUR _IGR _1uR
Ju+Vv " —Jul” - |V]

cosf = —
2 uflv]

. Substituindo, temos:

SO R AR 1o R SR _1GR v
Ju+Vv " —Jul” -|v]| oo _lurvIt-Jult -V

: L = U0-V= =
2ul|v] 2

u-v=lul-|v]
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%) (i yal (21 +2)° - +yi ) - (x5 y5+25)

u-v
2
2 2 2 2\ . (2 2 2 2.2 2 2.2
G.v o X+ 2X9X +X5) + (VT +2y3Yp +¥5) +(2] +221Zp +25) ~ (X] +YT +27) ~ (X3 + Y5 +2))
2
2 2.2 2. 2.2 2 2.2 2. 2.2
Gy o XIHYI+21)+ (X3 +y5 +25) + 2(XXp + Y1yp +23Zp) = (X] + YT +27) ~ (X5 + Y3 +23)

2

U-V=XXp +Y1Y2 + 2123

Exemplo (1): Sejam u=(-2,3,8),v=(0,2-1) e w=(1,-21).

V.

cl

a) Determine
b) Os vetores u e w sdo ortogonais?

Solucao:

a)li-V=-2-0+3-2+8-(-1)=0+6-8=-2 = -V =-2

b) Para que os vetores U e w sejam ortogonais é necessario que u-w = 0. De fato,

u-w=-2-1+3-(-2)+8-1=-2-6+8=0.

Exemplo (2): Os vetores 4, V e W, com |i|=4e |V|=15, determinam o

triangulo abaixo. Determine o produto escalar entre os vetores e w.

Solugdo: Pela figura temos que U+W=V e o angulo entre Gev é 0=60°.
Multiplicando escalarmente pelo vetor U ambos o lado desta igualdade vem que:

G~(G +W):G-\7. Aplicando a definicdo do produto escalar e suas propriedades

+C|-w:|C||~|\7|~cose =

temos: D-C|+U-w:|l]|~|\7|~cose =

jof

G-w=|a|-|V| cos60° -|a|* = G~\7v:4-15~%—42 — 0 W=14

1.2 Interpretacdao Geométrica do Médulo do Produto Escalar

Sejam dois vetores U e v, sendo |uU|=1, ou seja, U €& um versor. Sejam

ainda, aeb ortogonais entre si, com v=a+b. Vamos projetar o vetor v na

direcao do vetor u.
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u projg

Na figura acima, temos que a projecdo do vetor v na direcdo do vetor u é

denotada por projg, a qual é igual ao vetor é:projg. Como a é paralelo a u,

entdo a=oau. Sendo b é ortogonal a u, entdo b-u=0. Multiplicando escalarmente

_ . - = = S ooy = - ~ u-v
por u a expressao v=a+b temos: u-v=a-(u-u)+b-u. Entao o=—. Logo:
|ul

a g aﬂ:al;z\?ﬂ = projg =(U-V)-u. Portanto, |projl‘;’ =|@-v)-d=a-v-|q

:>|proj§ =1G-v|.

Isso significa que o produto escalar, em moddulo, entre os vetores U e v, é 0
tamanho da projecdo do vetor v na diregdo do versor u.

Para dois vetores U e Vv, quaisquer, podemos definir a expressdo da projecdo

<l

L v u-v -
de um vetor na diregao do outro como sendo: pI’OJg = -u. Note que o resultado

2

[u

desta expressdao é um vetor, o qual é a projecao do vetor v na diregcdo do vetor u.

1.3 Angulo entre dois vetores
O éangulo entre dois vetores U=ABev=CD, ndo nulos, € o angulo
0 =ang(y,v) =BPD entre os segmentos orientados que representam os vetores,

com a restricdo 0° <0 <180°, quando os vetores sdo transportados para um ponto
P, de tal forma que suas origens coincidam com este ponto P.

D

D

cl

A——»B -
\Y u 0
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Podemos determinar o angulo 6 entre os vetores u e v através da expressao

do produto escalar. Da expressdo u-v =|u|-|V|-cos® segue que cosO =

—| !

-V
G-V

Logo, 6 = arccos (fj—\/_j .
[ul-|v]
Exemplo (3): Dados os vetores u=(2,-1,3) e v =(-2,1,2). Determine:

a) O dnguloentre uev.

b) A projecdo do vetor u na direcdo do vetor v.

Solugao:
a-v 2. (-2)+(-1)-1+3.2 -4-1+6 1 J14

a) CosO=— — = C0S0O = = = = .

lal-|v] Jar1i:9.Jar1+4 J1a.do 312 42
Como cos9 = —‘4124, o0 angulo 6 ndo é um arco notavel. Entdo, 0 = arccos(—ﬁ} .

G UV o i —4-1+6 1

b) projt = Y.y = proj = —=—=F2 (1212)==.(-2,1,2).
) projg T = projg =—— . ( )=5( )
Portanto: projg = —E,l,z .

v 9°9°9

Exemplo (4): Determine um vetor unitario e ortogonal aos vetores u=(3,1,-1) e
v=(-111).

Solugdo: Seja w=(x,y,z). Como w € unitario, entdo |w|=1. Como w &
ortogonal aos vetores U e v, tem-se: w-U=0e w-v =0. De onde vem:

w-u=0 = (x,¥,2)-31,-1)=0 =>3x+y-z=0

w-v=0 = (x,¥,2)-(-1,11)=0 = x+y+z=0

{3x+y—z:0

. Da primeira equacao vem que z=3x+Yy (*). Substituindo na
-X+y+z=0

segunda equacdo temos que -x+y +3x+y =0 = x = -y. Substituindo x = -y em

(*)Yvemque z=3(-y)+y = z=-2y.

|W|:sz+y2+zz:J(_y)2+y2+(—2y)2:1: 6y? =1 :y:i@.Fazendo:
A6
X=-y=X=-
para y=+—6 = y ?/_ = Wz[—ﬁ,ﬁ,—ﬁj ou
6 z:—Zy:z——?6 66 3
J6
X=-y=Xx=23
para y=—£ = Y ?/— = W=(ﬁ,—ﬁlﬁj
6 z:—2y32:36 6 6 3
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Exemplo (5): Determine um vetor U tal que G-V=U-w=1 e |i|=+22, onde
v=(110) e w=(21-1).
Solugdao: Seja u=(x,y,z). Entdo: u-v=(xv,2)-11,0)=1 = x+y=1 e

X+y=1

. Da
2x+y-z=1

ad-w=(Xv,2)-21,-1)=1 = 2x+y-z=1. Dai vem que: {

primeira equacao vem que X =1-y (*). Substituindo na segunda equagao temos

que 2(1-y)+y-z=1 = z=1-y. Como |U|=+22 = |C||=1/x2+y2+22=«/22
o Aoy Y2+ @-y)? =22 = 3y2-dy+2-422 = 3y2-4y-20-0.

Resolvendo a equacdo do 2° grau determinamos as suas raizes y=-2 e y':%.

Fazendo:

X=1-y=>x=3

= U =(3-2,3) ou
z=1-y=2z=3

para y:—Zz{

X=1-y=x=- - ( 7 10 7)
S l=|-=,—=,—=|.

'~ 10
para y 3:{ 333

WN W

z=1-y=>z=-

Exercicios Propostos:
1) Determine a projecao do vetor u = (-2,3,1) na diregcao do vetor v = (1,1,2).

(L1
2 2

2) Sejam os vetores a=(1,-m,~3), b=(m+3,4-m,1) e ¢=(m,—-2,7). Determine m

<icl

Resp: proj

para que seja verdadeira a expressdo a-b = (é + 5)- C. Resp: m = 2

3) Dados |U|=4,|V|=3 e W um vetor unitario com: U ortogonal a v, o angulo
- - , T A - - / 21‘C — — — 2

entre (u,w) é 3 e o0 angulo entre (v,w) e =5 calcule J[u-v+w|[°. Resp:

33

4) Dados U=(-12,-3)ew=(2,1,-1), determine os vetores aeb tais que:

a//W,bLlwel=a+h. Resp: a= l,l,—l b= —2,3,—5
2" 2 2" 2

5) Os mddulos dos vetores a e b sdo, respectivamente, 4 e 2. O angulo entre eles

é 60°. Calcule o angulo entre os vetores a+bea-b. Resp:

0-arccos 21
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6) Demonstre, vetorialmente, o Teorema de Pitagoras.

2 Produto Vetorial

Definigdo: Sejam os vetores u e v. O produto vetorial entre esses vetores,
denotado por ux v, € um vetor com as seguintes caracteristicas:

i) Médulo: |uxv|=|u]|-|Vv]|-senB, onde 0 é o angulo entre u e v.

ii) Direcdo: normal ao plano que contém u e v.

iii) Sentido: regra da mao direita.

<i
X
cl

A regra da mao direita diz, no quadro 1, que com a palma da mdo estendida na
direcdo e sentido do vetor v, fechado os dedos na direcdao do vetor u (linha
tracejada), o polegar ficard apontado para cima, indicando o sentido de v xu. No
quadro 2, com a palma da mdo estendida na direcdo e sentido do vetor u,
fechando os dedos na direcdo do vetor v, o polegar ficard apontado para baixo,

indicando o sentido de UxV . Podemos notar que vV xu = -UxV. Portanto:

Taxv

1

o
X
cl

Propriedades

1) uxv =0 se, e somente se, um deles é o vetor nulo ou se 4 e Vv tém a mesma
direcdo. Consequentemente Uxii=0.

2) Anti-comutativa: uxv = -vxu (ndo vale a comutativa: uxv = vxu)

3) (M) x(nv) =(m-n)-(UxV)

a direita: (U+V)x

4) Distributiva ] L
a esquerda: wx(U+V)=wxU

S
Il
cl
X
s
+ +
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(UxV)xW=(Uu-w)v-—(v-wu

5) Duplo Produto Vetorial: 2l oo Ll
Ux(Vxw)=(u-w)v-(u-v)w

2.1 Expressao Cartesiana do Produto Vetorial
Sejam U= Xy +Y1j + 21K € V=Xoi +y5j + 25k, dois vetores do ®>. Temos

X

X

x Entd0:  UxV = (Xq1 +Y1] +2Z1K) x (X210 + Y2] + Z5K) .

—K X

que: (*):

Nloa =

Il
) o= X

—_ Nl
Il
A

el —

X

X

Aplicando a propriedade distributiva, teremos:
axv=(xle)(TxT)+(51{2)(Tx5)+(xlgz>(?xﬁ>+ ) ) o
(Y1x2)(Ix 1)+ (y1Y2)(3 x 3) + (Y122)(J xK) + (z1x2)(k x 1) +(21Y2) (K x J) + (2122) (K x k)
Da definicdo de produto vetorial e de (*), tem-se:

UV = (x1%2)(0) + (x1y2)(K) + (x122)(=3) + (Y1X2)(-K) + (Y1Y2)(0) + (y122) (1) +
+(21%2)(3) +(21Y2)(-1) + (2122)(0)

Ux V= (Y12 — Y221)i + (X221 — X125)] + (X1y2 — X2y1)K . Note que a expressdo anterior

i ik
é o desenvolvimento do seguinte determinante: uxv =|x; Yy; 23
X2 Y2 22

Exemplo (6): Sejam u=(2,1,-1) e v=(5-2,1). Determine ux V.

ik i j k
Solugdo: GixV =[x; y; zi|=ixv=2 1 —-1=i-5j-4k-5k-2i-2j=
X2 Y2 Zp 5 -2 1

UxV =-i-7j-9.

2.2 Interpretacao Geomeétrica do Médulo do Produto Vetorial
Sejam dois vetores U e v, ndo nulos e ndo paralelos. Logo eles determinam

um paralelogramo. Area do paralelogramo: Ap =bxh, onde:

beul|e senO:L:hzl\“/l-sene

v

Logo, Ap =|u|.|V]|-sen6 = Ap =|uxV|

Pela figura podemos ver que, metade do paralelogramo é um triangulo
determinado pelos vetores U e v, portanto a area do triangulo é dada por:
[axV |

A:
T 2
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Exemplo (7): Determine o vetor v do R* que satisfaga as seguintes condi¢des:
V-(3i+2j)=6 e Vx(2j+3k)=2i.
Solucao: Seja v = (x,v,z). Entao:

V-3 +2))=6 = (x,Y,2)-(320)=6 = 3x+2y=6 e Vvx(2j+3k)=2i =

ik
(x,,2)x(0,2,3)=(2,0,00 = |x y z[=(2,00) = By-22)i -3xj+2xk =(2,00) =
0 2 3
Jy-2z=2
(By - 2z,-3x,2x) =(2,00) = -3x=0=x=0. Logo temos o sistema
22=0=>x=0
3y-2z2=2=12 :%
x=0 . Portanto o vetor procurado é v = (0,3,%].

3X+2y=6=>y =3

Exemplo (8): Os vértices de um tridngulo sdo os pontos A(-1,2,4), B(3,-3,4) e
C(-1,6,1). Determine a altura relativa ao vértice B.

Solugdo: A area At do tridngulo pode ser escrita de duas formas:

B
b-h |ABxAC AC|h |ABxAC AB
p-Bh LRBXAC| | 1ACIN _|RB<AC %\
A

— » C
7B« AC A "
ho|ABXACT  2BxAC=|4 -5 of=15i+12j+16k =
| AC 0 4 -3

|ABxAC|=4152 1122 +162 =25 e |AC|=y0%+42+(-3)2=5. Portanto,

| AB x AC | 25
=— =

h — h=— = h=5uc
| AC | >

Exemplo (9): Demonstre vetorialmente que a area de um tridngulo equilatero de

ladom é A:@mz.

[uxv|

Solugdo: Vetorialmente a area de qualquer triangulo é dada por: At = >

onde U e v sdo os dois vetores que determinam o triangulo. Como o tridngulo é
equilatero seus lados sdo todos iguais e seus angulos internos todos iguais a

0 =60°. Entdo: |U|=|V|=m. Por definicdo temos:
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T Y, T . Y, . o
AT:|u><v| :ATzlul | v]-sen60
2
m-m-g 3 2
Af=——=%— = Ay =—m
T > = AT 2

Exercicios Propostos
1) Sejam A(1,3,-4), B(5,-3,2) e C(3,1,0) vértices de um triangulo ABC. Sejam P e
Q pontos médios dos lados AB e BC, respectivamente. Determine a area do trapézio
3411

2

2) Sejam os vetores u=(,20),v=(311)ew=(-12-2). Os vetores

APQC. Resp: A =

u.a.

{u,uixv,wx(ixV)} séo LI ou LD? Resp: LI

3) Dados os vetores u=(3,-1,2) e v=(2,3,0), determine um vetor w tal que

wW-u=-2 e wxV =(3,-2,-3). Resp: w =(1,3,-1)
4) Calcular a area do paralelogramo ABCD, sabendo-se que suas diagonais sdao os
vetores AC = (-1,34) e BD = 1,-12). Resp: A = «/ﬁu.a.
5) Determine o valor de z, sabendo-se que A(2,0,0), B(0,2,0) e C(0,0,z) sdo
vértices de um triangulo de area igual a 6. Resp:
z=%4

6) Demonstre as formulas do duplo produto vetorial

{a) (UxV)xw=(U-w)v—(vV-wu
b) Ux (VxW) = (U-W)V—(U-V)W'

(sugestao: Para demonstrar (b), suponha verdadeira (a) e vice-versa)

7) Mostre que | UxV [P=| G 2| V |? —(G-V)?
3 Produto Misto

Definigdo: O Produto Misto entre os vetores U,v e w € um numero real, denotado

e definido por [U,V,W] =U-(V xW).

3.1 Expressao Cartesiana do Produto Misto
Sejam G =Xqi + Yy1j + 21K, V = Xo1 + Y5 + 25K € W = X3i + y3] + z3k . Entdo:
VX W =(Yaz3 - Y322)i + (X322 — X0Z3)] + (Xay3 — X3y2)K

[U,V, W] = G-(VxW)= (X1,Y1,21) (Y223 — Y322)i + (X323 — X223)] + (XY3 — X3y K =
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= Xq-(Y2Z3 - Y32Z2) + Y1 - (X325 — X5Z3) + Z1 - (X2Y3 — X3Y>2) . Esta expressdo é igual ao

X1 Y1 741
desenvolvimento do determinante: [U,v,w]=|X> Y, Z|.

X3 Y3 Z3
Propriedades
1) [U,v,w]= 0 < um deles é o vetor nulo ou se os vetores sdo coplanares.
2) [4,v,wW] =-[V,U,w] =+[V,w,U]=...
3) [U+a,v,wW]=[U,V,wW]+[3aV,W]

4) [aal \7/ V—V]:OL ’ [al \7/ W]

3.2 Interpretagcdao Geométrica Médulo do Produto Misto

Sejam 4,V e W. Entdo [4,V,W] = U4-(VxW) = |U|-|VxW]|-cos®, onde 6 é o
angulo entre os vetores U e Vvxw. Na figura abaixo temos um paralelepipedo
determinado pelos trés vetores Uu,v e w. Vamos calcular o volume deste

paralelepipedo denotado por Vp.

I3

O produto misto [u,v,w] de vetores LI é igual em mddulo ao volume do

paralelepipedo cujas arestas sao os vetores u,v e w. O volume Vp = Ab-h, onde

~

area da base Ab é um paralelogramo determinado pelos vetores v e w. Entdo:
Ab =|vxw]|. No triangulo retangulo da figura temos: cos@:%. Logo,
u

h=[G|-cos6. Portanto: Vp =|G|-|VxW|-cos6, ou seja, Vp =|[G,V,W]|. Note que os

. . , . . 1
vetores u,v e w, determinam também um tetraedro, cujo volume é V1 = ng, ou

seja, VT = M
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Exemplo (10): Determine o volume do tetraedro de vértices A(2,1,3), B(2,7,4),
C(3,2,3) e D(1,-2,3).

Solugao: Os trés vetores que determinam este tetraedro poderiam ser

AB,AC e AD.
. _ . [AB, AC, AD]
Como AB=(06,1), AC=(110), AD=(-1-30) e Vi = 5 , entdo;
0 61 5 )
[AB,AC,AD]=( 1 1 0=-2 zVTzu:VTz—u.v.
-1 -3 0 6 3

Exemplo (11): Um tetraedro ABCD tem volume igual a 3 u.v. Sendo A(4,3,1),

B(6,4,2) e C(1,5,1), determine o vértice D que pertence ao eixo Ox.

Solucao: Como D é um ponto do eixo Ox, entdo D(x,0,0). Sejam ﬁ,ﬁf e AD os

vetores que determinam o tetraedro. Como ﬁ:(z,l,l), E:(—3,2,0),

_ [AB, AC, AD]
AD =(x-4,-3,-1) e V1 = — - 3 vem que:
2 1 1

[AB,AC,AD]=| -3 2 o [AB, AC, AD] = -2 + 10 =

x-4 -3 -1
-2x+10 =4
vy :JT+l 35 —2x+10 = +18 = {X e Portanto, D(-4,0,0) ou
X =
D(14,0,0).

Exemplo (12): Seja um tetraedro de vértices A(2,0,2), B(0,4,2), C(2,6,4) e

D(4,4,0). Determine a altura relativa ao vértice C.

Solugdo: Os vetores que determinam o tetraedro sdo AB , AC e AD. Da teoria de
geometria espacial temos que o volume de um tetraedo é dado por Vg =%Ab -h,

onde Ab é area da base do tetraedro e h a sua altura. Como a area da base é um

| AB x AD |

triangulo determinado pelos vetores AB e ﬁ, entdo Ab = . Do Calculo

— C
I[AB, C,AD]I
Vetorial temos que V1 = 3 .
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I [A_B’I _(:’I Hj]I 1 [A—B)I EI E] 1 A—é X E
Entdo: Vg = 5 :gAb~h = =3 h =

6 2
|[A—B’,H:,A_D’]| AB = (-2,4,0)
hZT. Como AC=(0,6,2) =
|ABxAD| AD = (2,4,-2)
-2 4 0 i j kK
[AB,AC,AD]=| 0 6 2/=56 e ABxAD=|-2 4 0 = ABxAD=-8i-4j-16k.
2 4 -2 2 4 -2

56 2421

Logo | AB x AD |=+/336 = 44/21 . Portanto: h:m: h==3

u.c.

Exercicios Propostos

1) Determine os valores de m de modo que o tetraedro determinado pelos vetores
a=(2,-3,0),b=(1,m,~1) e ¢ =(3,0,-1), tenha volume igual a %

Resp:r m=1oum-=25
2) Sendo A(0,0,0), B(3,0,0), C(0,5,0), D(3,5,0) e E(3,5,5), determine o volume da

figura abaixo. £
A C Resp: V = 25 u.v.
B D
3) Determinar o valor  de R = C|~(\7><\7v)—[\7-(C|+\7v)+5C|-W] para
u= (112/3)1\7 = (21410) S W = (—1,3,—1) .

Resp: R=0

4) Determine o vetor u=(m-1,m,m+1), para que os vetores {u,v,w}sejam
coplanares, onde v =(0,3,3) e w = (4,1,-1). Resp: U = (-2,-1,0)
5) Sejam u=(2,2,1),v=(-2,0,-3) e w=(1,-2,3). Verificar a dependéncia linear dos
vetores {U,V, W]- (U + V), [0, W, V]- (U + W), [W, T, V]- (V + W)} Resp: LI

6) Provar que [u+V,V+w,u+w]=2[4,v,w]

COMENTARIOS IMPORTANTES

1) SO existem trés operacgdes basicas aplicadas aos vetores que sdo: adicdo,
subtragdo e multiplicacdo por escalar, como vimos no capitulo 2. Os produtos
estudados neste capitulo sdao importantes, mas ndao confundir com as operacées
basicas, ou seja, ndo existe multiplicacdo entre vetores, logo também ndo existem
a divisao, potenciacao e radiciagdo de vetores.
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2) Nao confundir produto por escalar com produto escalar. Apesar de usarmos
o mesmo simbolo (e) para as duas operacées, eles tém significados diferentes, ou
seja: a eV (produto por escalar ou multiplicacdo por escalar, cujo resultado é um
vetor) e UeV (produto escalar, cujo resultado € um nimero real).

3) O mesmo cuidado devemos ter com o produto vetorial. Sabemos que ndo existe
multiplicagdo, nem divisdo e muito menos potenciacdo entre vetores. Logo, ndo

2

. o v - o~ n i -
existem as notagdes — ou v- =v-v. Nao confundir o produto escalar (v-u) ou
u

produto vetorial (vxu) entre dois vetores com multiplicacdo entre vetores.
Portanto, V-V = V xV = V2, pois, V-V =|V[*, VxV =0 e V2 ndo existe.

4) No inicio deste capitulo foi informado que alguns conceitos ndo sdo aplicados e
ndo podem ser interpretados geometricamente para vetores do plano (%?) e que,
de agora em diante, eles serdo introduzidos somente para vetores do espago (R°).
Pois bem, o produto escalar € um conceito que se aplica aos vetores do plano, da
mesma forma como é aplicado aos vetores do espago, mas o mesmo ndo acontece
com o produto vetorial e o produto misto, os quais ndo tem interpretagao
geométrica no plano. (verifique!)



