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Capitulo 1

Leis de Newton

1.1 Introducao

Que é uma lei (ou principio)? No que diz
respeito as leis da natureza, o dicionario nos
diz que uma lei (da natureza) é “aquilo que
se impoe ao homem por sua razao, consci-
éncia ou por determinadas condicoes ou cir-
cunstancias”. Em outras palavras, uma lei
fisica é uma afirmacao fundamental, passivel
de verificacao, formando a base de uma teo-
ria. Portanto, uma teoria ¢ um conjunto de

leis.

E importante fazermos um paralelo entre
Fisica e Matematica. Em Matemaética, o pos-
tulado é o equivalente de uma lei em Fisica,
porém com uma diferenca muito importante:
um postulado nem sempre esté sujeito a veri-
ficacao. Por estarem sempre sujeitas a verifi-
cacoes, as leis fisicas estao sempre em estado

de alerta.

A histoéria tem nos mostrado que uma lei
fisica nao é imutavel. Basta uma tnica expe-
riéncia bem sucedida que mostre claramente
a violacao de uma determinada lei para que
ela seja abandonada ou corrigida. Por exem-
plo, até a década de 60, acreditava-se que um
processo fisico e a sua imagem (como num

espelho) fossem idénticos, isto é, produzis-

sem os mesmos resultados. Esta lei ficou co-
nhecida como a lei da conservacao da pari-
dade (sem distingao entre direito e esquerdo;
similaridade). Todavia, dois jovens fisicos,
C. N. Yang e T. D. Lee, fizeram em 1956
uma previsao (ou observagao) onde esta lei da
conservacao da paridade pudesse ser violada
em processos de desintegragio nuclear (decai-
mento beta). Esta previsao foi confirmada em
1957 em um belissimo experimento conduzido
por Madame Wu (C. S. Wu). Neste caso, a
conservacao da paridade foi descartada como

uma lei.

Um outro exemplo: a teoria Newtoniana
da gravitacao é capaz de explicar razoavel-
mente bem, o comportamento mecanico do
nosso sistema solar, ou seja, reproduz as leis
de Kepler. Todavia, existem alguns efeitos
minuciosos que a teoria Newtoniana da gra-
vitagdo nao consegue explicar (reproduzir).
Dois deles, o desvio da luz ao passar pro-
xima de um corpo estelar como o nosso sol e
a precessao do periélio do planeta Merctrio,
quando calculados com a teoria Newtoniana
nao concordam plenamente com as observa-
coes. A reconciliacdo entre teoria e experi-
mento s6 é possivel no contexto da Relativi-
dade Geral de Einstein (1915). Neste caso, a
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teoria Newtoniana foi corrigida pela relativi-
dade geral. A relatividade geral nos revelou
que a matéria (e/ou energia) diz ao espago-
tempo como se deformar (curvar e torcer) e,
por sua vez, o espaco deformado dita a ma-
téria como ela deve se mover. Mesmo as leis
de Newton para o movimento translacional
que estamos prestes a discutir valem somente
para velocidades baixas em comparacao com
a velocidade da luz. Para velocidades com-
paraveis a da luz, a Mecanica Newtoniana é
corrigida pela Mecanica Relativistica (Eins-
tein, 1905), como veremos mais tarde. Além
de corrigir a Mecanica Newtoniana, a Relati-
vidade Especial de Einstein nos revelou a fu-
sdo entre espaco e tempo (o tempo nao é ab-
soluto como na Mecéanica Newtoniana) bem

como entre energia e massa (AE = Amc?).

Sabemos construir a trajetéria de um ponto
material usando curvas espaciais em um es-
paco Euclidiano tridimensional. Também sa-
bemos determinar velocidade e aceleracao,
bem como o espago percorrido, em qualquer
instante de tempo. Portanto, é hora de pas-
sarmos ao estudo das leis fisicas que determi-
nam e controlam o movimento de corpos ma-
croscopicos (que ndo sejam muito mais mas-
sivos que o Sol) com velocidades muito infe-
riores a velocidade da luz no vacuo (aproxi-
madamente 300000 km/s). Estas leis sao co-
nhecidas por “leis de Newton” do movimento.
As duas restrigdes mencionadas (corpos ma-
croscopicos de baixa massa e com baixas ve-
locidades) sao importantes, pois as leis New-
tonianas deixam de ser validas em trés oca-
sides: (1) no mundo microscopico de dimen-

soes atomicas (neste caso as leis Newtonia-

nas sao corrigidas pelas leis da Fisica Quan-
tica), (2) quando as velocidades envolvidas
sao comparaveis a velocidade da luz no vacuo
(neste caso as leis Newtonianas sao corrigidas
pelas leis da Relatividade Especial de Eins-
tein) e (3) para corpos extremamente massi-
vos , como estrelas de néutrons (neste caso as
leis Newtonianas sao corrigidas pela Relativi-
dade Geral de Einstein).

1.2 Experimento

Imagine trés objetos completamente isolados
e que podem movimentar-se livremente num
plano. Cuidadosamente, observa-se a colisao
entre os trés pares possiveis. Seja vU; as ve-
locidades de cada objeto (i € {1,2,3}) antes
da colisao e u; as velocidades apés a colisao.
Como estes objetos estao isolados e interagem
somente no momento da colisao, os vetores
velocidades mudam apenas durante a colisao.
A direcao e a rapidez (modulo) de cada ve-
tor velocidade sao anotadas e analisadas cui-
dadosamente. Apo6s uma analise meticulosa,
verifica-se que ha uma combinacao linear en-
tre os vetores velocidades, particular de cada
experimento, que se mantém a mesma antes
e depois da colisao,

(1.1)

Ui(t) + pigs(t) = Ui (t) + pajtis (1),

onde p;; sao nlimeros reais e positivos. Para
cada colisao existe um tunico valor de p;; que
torna verdadeira a igualdade acima. Outro
resultado surpreendente: os valores dos pa-

rametros u;;, determinados em cada experi-
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mento, satisfazem

Higptozptzr = 1. (1-2)

Como veremos a seguir, a analise deste ex-
perimento nos permite extrair dois principios
equivalentes as trés leis de Newton, bem como

o conceito operacional de massa (inercial).

1.3 Os principios

Principio 1. Existem certos referenciais, de-
nominados de inerciais (no sentido de inca-

pacitados), com as sequintes propriedades.

1. Cada corpo isolado move-se em uma li-

nha reta neste referencial inercial.

2. A nocao de tempo pode ser quantificada:
uma unidade de tempo pode ser definida
através do movimento uniforme de um

corpo isolado neste referencial inercial.

3. Cada corpo isolado move-se com uma ve-
locidade constante neste referencial iner-

cial.

Estas trés propriedades definem um refe-
rencial inercial. Note que um corpo isolado
nao tem aceleracao em um referencial iner-
cial. Assim, podemos definir, pelo menos ope-
racionalmente, tempo como sendo um para-
metro t proporcional ao comprimento s da
trajetoria de um corpo isolado (velocidade

constante) em um referencial inercial:

At
As(t) :/ vdt =vAt
0

— At =

%. (1.3)

Naturalmente, qualquer outro parametro t’
definido como tempo, usando um outro corpo
isolado, estara relacionado de forma linear
com o primeiro parametro t, pois os com-
primentos de duas trajetorias quaisquer sao
sempre proporcionais. Note também que po-
demos medir apenas intervalos de tempo, pro-
porcionais ao comprimento da trajetoéria, e
nunca os valores absolutos do “tempo”.
Como vimos anteriormente, o comprimento
de uma trajetoria é calculado através de uma
integral. Assim, usar o comprimento de uma
trajetoria para medir intervalos de tempo nao
¢ pratico. Desde ha muito tempo, temos
usado o movimento de rotacao da Terra em
torno de seu proprio eixo, praticamente cons-
tante, como um instrumento (relogio) para
medir intervalos de tempo. Qualquer pro-
cesso repetitivo, com uma frequéncia pratica-
mente constante, pode ser usado como um re-
logio. Os reldgios mais precisos que dispomos

no momento sao os chamados °

‘relogios ato-
micos”, baseados na impressionante regulari-
dade de certos processos nucleares (portanto,
pertencentes ao dominio da fisica quantica).
Em um relogio destes, o erro é de apenas um
segundo em um milhao de anos. Um fato im-
portante: embora nao sabemos exatamente o
que é o tempo, sabemos operar com ele, isto
é, sabemos medir intervalos de tempo. Em
geral, escolhemos um intervalo padrao como
unidade de tempo e todos os demais interva-

los sao medidos por comparagcao.

Principio 2. Considere trés corpos isolados
sendo observados em um referencial inercial.
Estes corpos podem interagir apenas entre si,

sempre aos pares. Sejam U;(t), i € {1,2,3},
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seus vetores velocidades e t o tempo. Entao

as duas propriedades sequintes se verificam.

1. Existem experimentos envolvendo a co-
lisao entre dois corpos cujos resultados
podem ser erpressados como

Ui(t) + piU;(t) = Py, (1.4)
onde os escalares j1;; e 0s vetores Py; sao
constantes, isto €, sao independentes do
tempo. As constantes vetoriais Py;: elas
dependem do experimento, do referencial

inercial e dos dois corpos envolvidos.

2. As constantes escalares p;; > 0 sao posi-
tivas e nao dependem do experimento e
nem do referencial inercial. Elas depen-
dem apenas dos dois corpos envolvidos e
satisfazem

Hazptosptzr = 1. (1.5)

Algumas observagoes sao necessarias. Ob-
serve que devido ao fato das constantes ji;; >
0 obedecerem a condicao (1.5), elas podem ser
escritas numa forma racional p;; = m;/m;,
com m; > 0 (faga o Exercicio 1). Em termos
destas novas constantes, os resultados experi-
mentais em (1.1) podem ser re-escritos como

A quantidade vetorial

m;U;(t) = pi(t) (1.7)
¢ denominada de momentum linear (ou quan-

tidade de movimento) do i-ésimo corpo. Note

que (1.7) é uma definicdo. A constante veto-
rial pi; = pi(t) + pj(t) € o momentum linear
total dos dois corpos envolvidos em cada ex-
perimento e é uma constante quando estes
dois corpos interagem entre si via uma coli-
sao. A constante m; > 0 é denominada de
carga inercial (ou massa inercial, ou simples-
Note

que apenas a razao (;; ¢ determinada pelo

mente massa, por razodes historicas).

experimento. Portanto, podemos determinar
apenas as razbes ji;; = m;/m,; entre massas.
Isto significa que temos de eleger um corpo
padrao, cuja massa deve ser assumida como
uma unidade de massa, digamos m; = 1 Kg.
Entao a massa m; = p;; € determinada univo-
camente do experimento. Novamente, mesmo
nao sabendo o que é massa, somos capazes de
operar com ela, escolhendo um padrao e rea-

lizando comparagoes.

1.4 As leis de Newton

E as famosas trés leis de Newton para o mo-
vimento? Onde estao? FElas estao contidas
nos dois principios apresentados. A primeira
lei de Newton, ou lei da inércia esta contida
no Principio 1. Uma particula isolada em um
referencial inercial ou esta em repouso ou esté
em movimento uniforme. Note que nao esta-
mos usando o conceito de for¢as no Princi-
pio 1. Nao devemos esquecer que o Princi-
pio 1 também nos d4 uma definicao operaci-
onal de tempo.

A segunda lei de Newton estd contida no

Principio 2,

FR:_p7 p=muv,
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onde ﬁ = ma para massas constantes. Em
geral, a forca resultante F'r é conhecida inde-
pendentemente do momentum linear, ou seja,
a segunda lei de Newton nao ¢ uma mera de-
finicdo de forca e nem de massa. FEla repre-
senta um fato experimental: uma forca muda
o estado de movimento de uma massa m de

acordo com a expressdao em (1.8).

De fato, como nestes experimentos de co-
lisdo o momentum linear total p;; = p;(t) +
p;(t) é constante, entao, derivando no tempo
os dois lados desta expressao, assumindo que
as massas m,; sejam constantes, temos

m;d;(t) + m;d;(t) = 0. (1.9)
O que esta expressao nos revela. Apesar dos
dois corpos estarem isolados, eles interagem
entre si no momento da colisao. Esta intera-
¢ao produz mudangas nas velocidades (ou na
quantidade de movimento) acarretando na re-
lagao (1.9). Naturalmente, as acelera¢oes em
(1.9) sdo diferentes de zero apenas durante o
(curto) intervalo de tempo da colisdo. Como
temos apenas dois corpos, isto significa que
cada parcela em (1.9) deve ser idéntica a inte-
racao sofrida por um dos corpos no momento
da colisao. Esta interacao entre estes dois
corpos, capaz de mudar o vetor velocidade,
denominaremos de forca. Forca é um vetor.
Assim, podemos concluir que uma forca ﬁz(t)
agindo num objeto de massa m; (constante)

altera seu movimento de acordo com

_ d

= (1.10)

No nosso experimento, esta é a forma com que

a forca devida ao j-ésimo objeto atua sobre

o0 1-ésimo objeto durante a colisao. Aprende-
mos com estes experimentos que é necessario
um agente fisico (for¢a) para alterar o estado
de movimento de um corpo material e que
esta forca é a taxa de variacao do momentum
linear (segunda lei de Newton). Ao contra-
rio da definicdo (1.7) do momentum linear,
a Eq. (1.10) nao ¢ uma defini¢do de forga e
nem de massa. A segunda lei de Newton é o
resultado de uma observagao experimental.

Desta forma, o resultado experimental
(1.9) pode ser re-escrito como

Fr = Fy(t) + Fj(t) = 0. (1.11)
Note que F’ij(t) = m,a;(t) é a forga que o
corpo j faz no corpo i e ]*?’ﬂ(t) = m;a,;(t) é
a forca que o corpo ¢ faz no corpo j, por-
tanto elas atuam em corpos diferentes. Ainda
mais, a soma vetorial nula em (1.11) im-
plica em |F’w| = |F’ﬂ| e ]*j’ij /] — ﬁjl— (vetores
anti-paralelos). Consequentemente, (1.11)
expressa a terceira lei de Newton (agao e rea-
¢ao). Portanto, a terceira lei de Newton tam-
bém esta contida no Principio 2.

Vimos nestes experimentos com colisoes,
através do Principio 2, que tanto o momen-
tum linear total em (1.4) quanto a forca
total (ou resultante) em (1.11) sao obtidos
somando todas as contribuicoes individuais,
soma esta que é uma combinacao linear de
vetores. Em Fisica, quantidades que sao de-
terminadas através de combinacoes lineares
de outras sao ditas satisfazerem o principio de
superposicao.

E importante frisar que todas as medidas
(experimentos) estdo sendo realizadas em um

referencial inercial. Caso contrario, a segunda
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lei de Newton (1.8) ndo ¢ valida, ou seja, em
um referencial nao-inercial a segunda lei de
Newton precisa ser corrigida (veremos isto
ao estudarmos as leis que governam o mo-

vimento rotacional).

1.5 Leis de conservacao

Dada e relacao entre o momentum linear e
forca na segunda lei (1.8), se a for¢a é nula,
entao o momentum linear é constante. Uma
quantidade constante no tempo é denomi-
nada de quantidade conservada. Entao temos

nosso primeiro teorema,

Teorema 1 (conservagdo do momentum li-
near). Se a for¢a resultante em um sistema
fisico € nula em um referencial inercial, en-
tao o momentum linear total deste sistema é

conservado (ndao varia no tempo).

A utilidade de uma quantidade conservada
reside no fato dela possuir os mesmos valores
em tempos diferentes. Por exemplo, a quan-
tidade de movimento total pj;(¢) em (1.4) é
conservada no nosso experimento. Entao, se
denotarmos por ¢; um tempo antes da colisao
e por to um tempo depois da colisao, teremos
Dij(t1) = pij(t2), a qual pode ser usada para
determinar alguma quantidade desconhecida
contida nela (faca o Exercicio 2).

Naturalmente, o momentum linear tem um
papel importante na Mecanica Newtoniana.
Esta importancia é devida a propria segunda
lei e também ao Teorema 1 sobre a conserva-
¢ao do momentum linear. Portanto, podemos
dizer que a sua defini¢do em (1.7) esta plena-

mente justificada pelo seu contetdo fisico.

1.6 Massa inercial

Qual é a importancia da massa m que apa-
rece na quantidade conservada em (1.4)? La,
o experimento nos revelou que o momentum
linear total do sistema (isolado) formado ape-
nas pelos corpos ¢ e j é constante. Se fizer-
mos m; = 0, entao resulta que 7; é tam-
bém uma constante, ou seja, o corpo i esti
em movimento uniforme. No entanto, se este
mesmo corpo ¢ também tivesse uma massa
nula, m; = 0, entao a sua quantidade de mo-
vimento seria nula. Isto nos sugere que é ne-
cessario que um corpo tenha massa nao-nula
para poder ter uma quantidade de movimento
nao-nula. Desta forma, podemos afirmar que
a condicao de estar em movimento uniforme
em um referencial inercial depende exclusiva-
mente de ter uma massa nao-nula.

Vale mencionar que até a época de Newton
(até o Séc. 16, portanto um pouco mais de
2000 anos depois de Aristoteles) acreditava-se
que era necessario uma for¢a para manter um
corpo em movimento, mesmo em movimento
uniforme. Assim, a massa m em (1.8) passou
a ser conhecida também por massa inercial.
Considerando massas constantes, F = ma.
Vemos que aumentando a massa (através de
uma troca de objetos), devemos aumentar
também a intensidade da forca para manter
a intensidade da aceleracao no mesmo valor.
Isto significa que temos de esforcar mais para
mudar o estado de movimento de um corpo
com uma maior massa. Esta resisténcia em
mudar o estado de movimento é quantificada
pela massa inercial. Em outras palavras, a
massa inercial mede a resisténcia de um corpo

em mudar seu estado de movimento. A massa
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inercial é uma propriedade intrinseca de qual-

quer objeto.

1.7 Exercicios

Exercicio 1. Escreva as constantes p;; > 0
numa forma racional j1;; = m;/m;, comm; >
0 e mostre que elas satisfazem a relag¢ao (1.5).
Estas constantes positivas m; > 0 sao deno-

minadas de “massas’.

Exercicio 2. Sabendo que as quantidades f’,-j
em (1.6) sdo conservadas, determine as cons-
tantes p;; em termos das velocidades antes e
depois das colisoes, as quais sao medidas (co-
nhecidas). Sugestao: se uma quantidade (ve-

torial ou escalar) A(t) € conservada, entdo

A(tl) = A(t2)7 para tl 7& tQ.



Capitulo 2
Segunda lei

2.1 Introducao

Em geral dada uma forca resultante F agindo
em um objeto de massa inercial m, dadas
a posi¢ao inicial 7(ty) e a velocidade inicial
U(tp), queremos determinar a posigao 7(t)
desse objeto em qualquer instante de tempo
t posterior ao instante inicial ¢yo. Determinar
trajetorias criadas por forgas resultantes é o
objetivo basico da Mecanica. A implemen-
tacao desse objetivo é feita pela segunda lei
(1.8).

Para compreendermos como a segunda lei
fornece trajetorias, vamos considera-la com a

massa inercial constante,

(2.1)

O lado direito da segunda lei é proporcional
a aceleracao, a segunda taxa de variacao do
vetor posicao, o qual representa a trajeto-
ria na forma paramétrica. O lado esquerdo
da segunda lei é proporcional a forca, uma
expressao matematica da interacao mantida
pelo objeto de massa m. Em principio, es-
tes dois vetores, forca e aceleragdo, possuem
naturezas completamente distintas. A igual-

dade entre eles na segunda lei somente é pos-

sivel com a presenca da massa inercial. As-

sim, as dimensoes de forga sao

(2.2)

Em geral, a forca deve ser determinada ex-
perimentalmente, ou por conjecturas, e po-
dera depender da posicao 7 e da velocidade
7 Em algumas ocasioes raras, a forca podera
depender da aceleracao e do préprio tempo.
Considerando F = F(7,7), a segunda lei as-

sume a forma

= dr d*r
F(r,—) =m— 2.3
3 =™ (2:3)
ou, em coordenadas,
R dr d2ZEZ’ 5
Fi(r’ E) - mﬁ’ r= (1’17$27x3)' (24)

Portanto, do ponto de vista operacional, a
segunda lei ¢ um conjunto de trés equagoes,
tendo como incégnitas as componentes x; do

vetor posi¢ao 7.

No entanto, estas nao sao equacgoes con-
vencionais, pois as incognitas z; sao funcoes
do tempo t, x; = x;(t). Além disso, apa-
recem nestas mesmas equacgoes, as derivadas

primeira e segunda destas mesmas incogni-
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tas. Uma equacao deste tipo recebe o nome
de equacdo diferencial ordinaria (ou simples-
mente EDO). Um pouquinho sobre nomencla-
tura. As equagOes horarias z; = x;(t) sdo
as variaveis dependentes (as incognitas). O
Todas

as derivadas numa equacao diferencial ocor-

tempo ¢t é a varidvel independente.

rem em termos das variaveis independentes.
Quando temos apenas uma variavel indepen-
dente, como nesse caso, a equagao diferencial
¢ dita ser ordinaria (EDO). Quando ha mais
de uma variavel independente, a equagao di-
ferencial é dita ser parcial (EDP). A ordem
de uma equagao diferencial é dada pela or-
dem da derivada mais alta. Na segunda lei,
a derivada mais alta ¢ de ordem dois. Assim,

nossas EDOs serao todas de segunda ordem.

Teorema 2 (EDO de segunda ordem). A so-
lugao f = f(t,c1,¢2) de uma EDO de segunda
ordem contém duas constantes arbitrdrias c;

€ Co.

Esse teorema exige que disponibilizemos
duas informacoes adicionais para que uma
equagao horédria determinada pela segunda
Es-

tas informacoes adicionais serao dadas pela

lei, através da EDO (2.4), seja tnica.

posi¢do inicial x;(to) e pela velocidade inicial
#;(to), denominadas de condic@es iniciais. O
instante inicial ¢, pode ser escolhido conveni-
entemente.

Entao estamos numa posicao bastante con-
fortavel. Dado a forca resultante F e as
condicoes iniciais, 7(tg) e ¥(ty), usamos as
EDOs fornecidas pela segunda lei F = ma
para determinamos a trajetoria 7(t) e, con-
sequentemente, o vetor velocidade ¥(t). O

vetor aceleracao ja estd dada pelo segunda

lei @ = ﬁ/m Isto significa que podemos
prever todo o comportamento do nosso sis-
tema em qualquer instante de tempo ¢t > t.
Esse é o programa Newtoniano para determi-
nar trajetorias. Desta forma, podemos afir-
mar que a Mecanica Newtoniana é comple-
tamente deterministica.
resolver EDOs!

Preco: aprender a

2.2 Introito

Uma equagao diferencial ordinaria (EDO),
como o primeiro nome diz, ¢ uma equagao.
Esta equacao relaciona termos conhecidos e
desconhecidos compostos por funcoes e suas
derivadas. A brincadeira consiste em deter-
minar as fungdes mais gerais que respeitem
as equagoes nas EDOs. Caso ainda nao teve
contato com equacgoes diferenciais ordinérias
(EDOs) mas teve contato com derivadas e in-
tegrais, entao ja fez uso de EDOs mesmo nao

sabendo que estava.

Vejamos um exemplo simples. Suponha
x(t) uma funcdo (desconhecida) do tempo ¢
satisfazendo a seguinte EDO de primeira or-

dem:
dx

= E pu—
onde a é um parametro (constante) real. Per-

i a, (2.5)

gunta: quem ¢ a funcao x de t que derivada
uma vez resulta numa constante? Essa per-
gunta é a verbalizacao da EDO dada. Esta
EDO é tao simples que a funcao procurada,
x(t), pode ser encontrada usando o teorema

fundamental do calculo,

z(t) = at + 5, (2.6)
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onde [ é outra constante. A verificacdo é
imediata: basta tomar a derivada primeira.
O resultado ja é a propria EDO dada. Note
que fizemos uso apenas do teorema funda-
mental do calculo. No6s adivinhamos a solu-
cao usando apenas nossos conhecimentos de
derivadas e integrais das funcoes elementares.
E uma adivinhacio educada.

Vejamos outro exemplo simples. Suponha
x(t) uma funcdo (desconhecida) do tempo ¢
satisfazendo a seguinte EDO de segunda or-
dem:

(2.7)

T =aq,

onde o ¢ um parametro (constante) real. Per-
gunta: quem ¢ a funcao x de ¢t que derivada
duas vezes resulta numa constante? Nova-
mente, usando nossos conhecimentos de deri-
vadas e integrais das funcoes elementares, a
solucao deve ser um polindémio quadratico,

(0%

x(t) = 2t2 + Bt + 7, (2.8)

onde [ e v sao constantes. A verificagdao é

imediata:

T=aot+p, &=a. (2.9)
A propésito o teorema fundamental do cal-

culo:

Teorema 3 (Teorema Fundamental). Seja
f(t) uma funcdo continua e F(t) a sua in-

tegral (indefinida),

/ F(#)dt = F(8). (2.10)
Entao, p
CF(H) = (). (2.11)

Sob a luz deste teorema, a EDO de pri-
meira ordem (2.5) pode resolvida formal-
mente. Basta integrar no tempo os dois lados
desta EDO,

/x‘dt:/adt s o(t) = at+ 8, (2.12)

e usar o Teorema Fundamental no lado es-
querdo e resolver a integral do lado direito.
Note que precisamos conhecer o integrando
para resolver a integral do lado direito. Esta
¢ uma técnica conhecida por separacio de va-
riaveis, onde h& uma separagao completa en-
tre as variaveis dependentes e independentes.
Aplicando esta técnica duas vezes, resolvemos
a EDO de segunda ordem (2.7) no segundo

exemplo (verifique).

Todo processo dinamico, em todas as areas
do conhecimento, é controlado por equacoes
diferenciais. O estudo de equacoes diferenci-
ais é uma das areas mais importantes do co-
nhecimento cientifico. Aprenda o que puder

sobre equacoes diferenciais.

2.3 Gravidade

A gravidade é a forca que a Terra exerce so-
bre qualquer objeto nas proximidades de sua
XVII) foi o pri-

meiro a propor um modelo matematico para

superficie. Newton (Séc.
a gravidade, principalmente baseado nos tra-
balhos de outros cientistas-filosofos como Ga-
lileu e Kepler (ambos do Séc. XVI). A gra-
vidade Newtoniana estabelece que um objeto

de massa (inercial) m acima da superficie ter-

10
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restre fique sujeito a uma forca da forma

—

Iy

—mg*, g=9,8 m/s? (2.13)
onde o versor 7 esta orientado do centro da
Terra para a sua superficie (em relagao ao ni-
vel do mar). Portanto, a for¢a da gravidade
¢ atrativa e radial. Pela intensidade dela ser
a mesma numa superficie esférica concéntrica
com o centro da Terra, a gravidade é uma
forca com simetria esférica. A constante g
foi medida por Galileu, um século antes de
Newton. Na verdade g varia com a distancia
ao centro da Terra, mas é praticamente cons-
tante para alturas em torno de alguns quilo-
metros acima da superficie média da Terra.

Em Sao Carlos, SP, g ~ 9,9 m/s?.

A presenca da massa inercial na expressao
da forca da gravidade Newtoniana é uma no-
vela interessante per si. Newton imaginou
que objetos tinham algum tipo de carga gra-
vitacional que permitia a interacao atrativa
com a Terra. Newton denotou esta carga gra-
vitacional por m,. Esta ideia é baseada na
existéncia de cargas elétricas como responsa-
veis pela forga Coulombiana (de atracao ou
repulsao). Entdo, visto que existe uma atra-
cao de objetos pela Terra, é imediato supor
a existéncia de um novo tipo de carga res-
ponsavel por esta atracao gravitacional: a
carga gravitacional. Segundo o proprio New-
ton, esta forca gravitacional tinha que ser da
forma

—

Fy=—mygrt. (2.14)

Esta era a forma que reproduzia os resultados
de Kepler (as leis de Kepler para o movimento

dos planetas no sistema solar). Newton ja

11

havia estabelecido sua segunda lei. Portanto,

de acordo com a segunda lei,

—

F,

g

= —myg T = m;d, (2.15)
onde m; é a massa inercial. Ao medir o mo-
dulo a da aceleracao de um objeto em queda
livre, Galileu identificou um resultado surpre-
endente: a =~ ¢g. Newton realizou uma série
de experimentos que confirmaram o resultado
de Galileu. Desta forma, levando este fato ex-
perimental a segunda lei, a conclusao ¢ uma
identificacdo entre carga gravitacional e carga
inercial, my = m,. A ideia de carga gravita-
cional iniciou e terminou com Newton. Hoje
falamos apenas em termos da massa inercial,
simplesmente denotada por m. Einstein ex-
plorou este fato curioso para a elaboracao de
sua Teoria geral da Relatividade, a qual cor-
rige a gravitacao Newtoniana.

Alguns sistemas mecanicos tendo a gravi-
dade como a forca motriz serao discutidos nas

subsecoes seguintes.

2.3.1 Queda livre

Solte do repouso, numa altura H acima do
solo, um objeto de massa m. FKEste objeto
esta sujeito a acao da forca da gravidade F;,
dirigida ao solo. O solo estd no plano XY.
Como podemos verificar facilmente, a trajeto-
ria deste objeto seré retilinea e vertical (eixo
Z), na qual o objeto atingird o solo depois
de algum instante. Esse fato nos sugere o sis-
tema de coordenadas mostrado na Figura 2.1,
onde escolhemos o eixo 7 na direcao da traje-
toria retilinea. Esta escolha ¢ a mais simples

possivel.
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[
—

<
Bl

o Solo

Figura 2.1: Queda livre: um objeto, sob acao
da gravidade Fy, solto do repouso de uma al-
tura H.

A Figura 2.1 mostra o eixo temporal (me-
ramente ilustrativo) em seu lado direito. No
instante inicial ¢; = 0, o objeto esta na altura
z(t;) = H, com velocidade nula, ©(t;) = 0.
Quando o objeto é solto, ele entra em mo-
vimento (de “queda” ao solo). A Figura 2.1
mostra também a posi¢ao z(t) do objeto num
Quando o ob-
jeto atinge o solo, num instante ¢, (tempo de

instante ¢ > t; qualquer.

queda), naturalmente z(¢,) = 0. Este sistema
mecanico é denominado de “queda livre”. A

tnica forca presente é a gravidade.

Estabelecido o melhor sistema de coorde-
nadas (mostrado na Figura 2.1) e nomeado
todos os parametros e quantidade vetoriais
pertinentes, devemos escrever todos os veto-
res em coordenadas. Iniciando pelas condi-

¢oes iniciais (t; = 0),

e a forca da gravidade,

F,=—mgk, g=9,8 m/s%. (2.17)
Em seguida precisamos das quantidades cine-

méaticas num tempo qualquer ¢ > 0,

7(t) = 2()k, T(t) = 2(O)k, at) = 2(t)k.
(2.18)
Hora de usar a segunda lei ﬁg = ma (massa

constante) na forma de coordenadas,

—mgk=mitk = i=—g, (2.19)
a qual implica em uma EDO facil de ser re-
solvida. Esta EDO foi discutida na Secao 2.2.

Sua solucao é

1
2(t) = co + ert — —gt?,

5 (2.20)

cuja verificagdo ¢ imediata (verifique). As-
sim, a componente Z do vetores velocidade e

aceleracao sao
v,(t) =2(t) =1 —gt, a, = v, = —g. (2.21)

As constantes ¢y e ¢; sao determinadas pelas
condigoes iniciais dadas em (2.16), substitui-
das em z(t) e v,(t),

v,(00=c=0 = ¢, =0, (2.22)
2(0)=co=H = ¢y = H. (2.23)

Desta forma, a trajetoria é a reta 7(t) =

12
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=(t) k, com a equacio horéria

1
2(t) = H — §gt2. (2.24)
O tempo de queda ¢, ¢ dado pelo condicao
(verifique)
1 2H
(2.25)

No momento em que toca o solo, a compo-

nente Z da velocidade do objeto é (verifique)

v,(ty) = —/29H.

Esta é uma o6tima oportunidade para checar

(2.26)

o esquema de calcular o comprimento da tra-
jetoria entre os instantes inicial t; = 0 e final

tq, 0 qual sabemos ser H,

t

t=tq
t=tq
As = /|vz(t)|dt: gtz —H, (2.27)
t=
t=0

0

como esperado (verifique). Note o detalhe na
simplificacao do médulo do vetor velocidade
T(t) = v.(t)k (verifique),

o(t) = [li(0)| = V7 =
(2.28)

Exercicio 3. Detalhe todas as passagens si-

nalizadas por “verifique”.

2.3.2 Lancamento obliquo

No lancamento obliquo, um objeto de massa
m, sob agao da gravidade F;, dirigida ao solo,
¢ lancado com uma determinada velocidade

inicial 7. O experimento mostra uma traje-

Vi(t) = |v.(t)] = gt

toria plana com curvatura. Sendo plana, po-
demos colocé-la no plano YZ, por convenién-
cia, com o eixo Z perpendicular ao solo (plano
XY). Essa ¢ a melhor escolha para o sistema
de coordenadas nesse caso, a qual esta ilus-

trada na Figura 2.2.

tangente

v

Solo

Figura 2.2: Lancamento obliquo: um objeto,
sob acao da gravidade F}, lancado com uma
determinada velocidade inicial vy.

A Figura 2.2 exibe o vetor velocidade ini-
cial 7p = ¥(t;), o qual faz um angulo 0
(0 < 6 < 7) com o eixo Y (no solo). Por
conveniéncia, escolheremos o instante inicial
como sendo zero, t; = 0. Também por conve-
niéncia, escolheremos a origem como a posi-
¢do inicial, 7(¢;) = 0. A Figura 2.2 exibe tam-
bém o vetor posicdo 7(t) no instante ¢ > t;,
bem como o vetor velocidade neste mesmo
instante. Lembre-se que a velocidade é sem-
pre tangente a trajetoria (mesmo que a curva
representando a trajetoria ainda nao seja co-

nhecida).

Escreva todos os vetores em coordenadas.
Usando o sistema de coordenadas mostrado

na Figura 2.2, temos a gravidade

—

E,=—mgk, g=9,8 m/s®, (2.29)

13
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0 vetor posicao

F(t) = z(t)i + y(t)] + 2(t)k, (2.30)
o vetor velocidade

F(t) = #(t)i + §(t)] + 2(t)k, (2.31)
e o vetor aceleracao

a(t) = ()i +ij(t)7 + 2(t)k. (2.32)
Finalmente, as condigoes iniciais,

z(0) =y(0) = 2(0) =0 (2.33)

(0) = 0,9(0) = vo cos b, 2(0) = vy sen 6.
(2.34)

Momento de usar a segunda lei F, = ma

(massa constante) na forma de coordenadas,
—mgk = mi(t)i+mi(t)]+mit)k, (2.35)

a qual implica em trés EDOs (a igualdade ve-
torial implica na igualdade entre coordenadas

em cada eixo; verifique),
(2.36)

Essas EDOs sao, essencialmente, do mesmo
tipo: derivada segunda igual a uma cons-
tante. De acordo com a Secao 2.2, cada equa-

cao horéria serd um polinémio no tempo ¢

(verifique),
LL’(t) =C + Czt, 237)
y(t) = c3 + cqt, (2.38)
1
Z(t) =c5+ C6t — §gt2 (239)

As seis coordenadas serao determinadas pelas
condigbes iniciais (verifique),

(2.40)

cg=c3=c¢5=0,

o =0,¢c4 =wvgcosh,cg =vgsend. (2.41)
Desta forma, esta trajetoria é representada
pela curva cuja forma paramétrica é dada pe-

las equagoes horarias

z(t) =0, (2.42)
y(t) = vy cos Ot, (2.43)
z(t) = vosenft — %th. (2.44)

Esta curva é uma parabola no plano YZ. Con-
sequentemente, as componentes do vetor ve-

locidade sao,

v, (t) =0, (2.45)
vy (t) = vy cos b, (2.46)
v,(t) = vosen — gt. (2.47)

O modulo desse vetor velocidade, necessario
para calcular o comprimento da trajetoria, é

(verifique)

<y

Vv2(t) =T U =vi — gsen20t+ (gt)*. (2.48)

Como o comprimento da trajetoria é a inte-

14



Capitulo 2. Segunda lei

2.4. Oscilador harmonico

gral do médulo do vetor velocidade

t=tg

As = /v(t)dt:f(H),

t=0

(2.49)

ele se torna uma funcao do angulo 6 de langa-
mento. Assim, o maior comprimento ocorre
para um angulo 6,, quando esta fungao f(6)
passa pelo seu maximo (um dos extremos),

satisfazendo (verifique)

4

i (2.50)

70
= 0 — QTTL = —
0=0m, 2
Esse também ¢é o angulo para o qual o alcance
¢ maximo (verifique). Dica: use o fato da
derivada de uma func¢ao composta (como a
raiz quadrada) ser proporcional a derivada de

seu argumento.

Modelagem. Apenas observando o experi-
mento é impossivel afirmar que a trajetoria
de um objeto lancado obliquamente ¢ uma
parabola. Mais dificil ainda identificar o an-
gulo para o qual o alcance (e o comprimento
da trajetoria) é maximo. Quando o sistema
mecanico é simulado por um modelo matemé-
tico, previsoes podem ser feitas sem a neces-
sidade de experimentos. Como a forca resul-
tante é paralela ao eixo vertical, o eixo Z, a
segunda lei nos diz que o momentum linear
¢ conservado nas demais dire¢oes (onde as
componentes da for¢a resultante sdo nulas).
A conservacao do momentum linear no eixo
No

entanto, a conservacao do momentum linear

X é trivial, pois nao ha movimento IA.

no eixo Y, mais uma previsao do modelo ma-
tematico, somente pode ser observada apos

uma série de medidas cuidadosas da veloci-

dade neste eixo. Outro resultado que jamais
poderia ser percebido somente pela experi-
mentacao: a trajetoria nao depende da massa
do objeto. Isto significa que as trajetorias de
uma bola de gude e de um fusca serao idén-
ticas quando lancados sob as mesmas condi-
¢oes iniciais. Este modelo (ainda) nao leva
em consideragio a presenca da atmosfera (se

houver).

Exercicio 4. Detalhe todas as passagens si-

nalizadas por “verifique”.

2.4 Oscilador harmoénico

2.4.1 Lei de Hooke

Por volta de 1660 Hooke descobriu experi-
mentalmente o comportamento da deforma-
¢ao de objetos. Quando deformado, compri-
mido ou esticado, o objeto tende a se restau-
rar. Para pequenas deformagoes, a restaura-
¢cao é proporcional a deformacao. Essa é a
lei de Hooke. Na mesma época, Newton es-
tava estabelecendo suas leis do movimento,
bem como a teoria da gravitacao. Hoje pode-
mos parafrasear a lei de Hooke em termos de
forcas, as mesmas que aparecem na segunda
lei: a forca restauradora produzida por uma
pequena deformacao em um objeto é propor-
cional a deformagao e estd na mesma dire-
cao da deformacao. A lei de Hooke permitiu
a construcao de molas com as mais variadas
capacidades restauradoras e formatos. A ca-
pacidade de restauracao de uma mola é dada
pela chamada constante de mola k, determi-

nada experimentalmente.
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2.4.2 Forga elastica

A Figura 2.3 mostra uma mola de constante
k > 0, em forma de uma espiral. Uma das
extremidades estd presa no suporte mantido
fixo (lado esquerdo). Na outra extremidade
da mola ha um objeto de massa m, o qual é
permitido movimentar-se na dire¢ao da defor-
macao. Esse sistema mecanico é denominado
de massa-mola. O sistema de coordenadas
mais adequado estd mostrado na Figura 2.3,
onde a deformacao estd em um dos eixos e
a origem O corresponde a uma deformacgao
nula na mola. Desta forma, a posicao = do
objeto de massa m também indica a deforma-
cao aplicada a mola. Para = > 0 a mola esta
esticada (situagao indicada na figura). Para
r < 0 a mola estd comprimida. Assim a lei
de Hooke toma a forma

E. = —kaxi. (2.51)
Note esta forca elastica é dependente da posi-
cao x da massa presa & mola e sempre oposta
a deformacao (|x|) gragas ao sinal negativo
presente nela (verifique). A constante de

mola k é sempre positiva.

mola k m

suporte fixo

i

0 il

Figura 2.3: Massa-mola: um objeto de massa
m preso a uma mola de constante k.

2.4.3 Fatos experimentais

A observacao cuidadosa do sistema massa-

mola exibido na Figura 2.3, completamente

isolado, revela os seguintes fatos.

1. A massa m executa um movimento osci-
latorio, limitado a uma certa regiao reti-
linea de comprimento 2A. A quantidade

A é denominada de amplitude.

2. Esse movimento oscilatério tem uma
frequéncia (fixa) que depende apenas da
massa m e da constante de mola k. A

frequéncia nao depende da amplitude.

3. Na auséncia de outras for¢as, esse movi-
mento oscilatério é permanente, harmo-
nico. Porém, na presenca da atmosfera,
a qual contribui com uma forca viscosa,

esse movimento cessa.

2.4.4 Segunda lei

A Figura 2.3 representa a massa sujeita a
forca elastica F. num dado instante de tempo
t ap6s o momento inicial ty. Neste instante
t, a massa m encontra-se numa determinada
posicao especificada pelo vetor posicao 7, cuja
tinica componente é x (sabemos que a trajeto-
ria sera retilinea). Portanto, os vetores cine-
maticos, escritos em coordenadas, no mesmo
sistema de coordenadas O em que a forca

elastica foi escrita, sao

F=ai, G=121, d@=ii. (2.52)
desta forma, a segunda lei F, = p = ma
(massa constante), com a forca elastica F,

dada em (2.51), fornece a seguinte EDO (ve-
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rifique):

—kr=mi =

- > k
T=—-wyx| wo=

m

(2.53)

Note que a constante (ou pardmetro) wy tem
dimensoes de frequéncia (inverso do tempo;

verifique),

M 1

k] = T [wo] = T (2.54)

2.4.5 Equacao horaria

A EDO em (2.53) estd nos perguntando se
conhecemos “uma funcao cuja derivada se-
Note

que essa constante de proporcionalidade é es-

gunda é proporcional a ela mesma’.

tritamente negativa, —w3. Sim, conhecemos
as fungoes trigonométricas (seno e cosseno).
Assim, a equagao horaria pode ser da forma

x(t) = AcosO(t), (2.55)
com A constante e 0(t) uma fungio ainda des-
conhecida do tempo. O argumento 6 de uma
funcao trigonométrica é denominado de fase.
Lembre-se que o cosseno é uma fungao trans-
cendental e, como tal, seu argumento deve ser
[z] = L. To-

memos a derivada segunda (verifique) dessa

adimensional. Portanto, [A] =

equagao horaria (proposta de solugao), sem
esquecer que as fungoes trigonométricas sao

funcoes compostas,

i = —Afsen (2.56)

i=—A0%cos0 — Afsend. (2.57)

Momento de substituir (verifique) a derivada
segunda na EDO (2.53),

i=-—wiz =

0% cosf + fsenf = w2 cosh. (2.58)

Este resultado pode ser reescrito numa forma
mais organizada, coletando os termos em cos-

seno e seno, (verifique)

(0% —w?) cosf + B Asend = 0. (2.59)
A trigonometria nos ensinou que uma fun-
¢ao trigonométrica nao pode ser escrita como
multipla da outra, ou seja, as funcdes cosseno

e seno sdo linearmente independentes,
acosf+bsenf =0 = a=>b=0. (2.60)

A expressao que obtivemos anteriormente,
decorrente da substituicao da equacao ho-
raria proposta na EDO do sistema massa-
mola, ¢ justamente uma combinacao linear
de duas funcoes linearmente independentes.
Portanto, cada coeficiente nesta equacao deve

ser nulo (tinica solugao possivel),
(2.61)

A ultima dessas duas EDOs para a funcao
6(t) implica que ela seja uma fungao linear

do tempo (verifique; veja a Secao 2.2),

=0 = 0(t) =p+wt —
f=w, (2.62)

com @ e w constantes. Substituindo esse re-

sultado na outra EDO para 6, encontramos
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(verifique) o valor da constante w,

2 2

QQ—W(Q):O — 92:ww0 —

(2.63)

w = £wy.

Como as funcgoes trigonométricas possuem
paridades bem definidas (o cosseno é uma
fungdo par e o seno é uma fun¢do impar) e
A e @ sao arbitrarias (o que significa que po-
demos reescrevé-las como —A e —¢), pode-
mos ignorar (verifique) o sinal o negativo em
w = Fwp. Assim, a equagao horaria z(t), so-

lucao da EDO do sistema massa-mola, é

2

I=-wyr| =

x(t) = AcosO(t), O(t) = ¢ + wot|.

(2.64)

Por razoes obvias, a constante A é denomi-
nada de amplitude,  de constante da fase e wy
de frequéncia (angular) natural. Essa EDO do
sistema massa-mola aparece em muitos ou-
tros modelos em diversas areas do conheci-

mento. Ela deve ser memorizada.

2.4.6 Condigoes iniciais

As duas constantes A (amplitude) e ¢ (cons-
tante da fase) devem ser determinadas pelas
condigoes iniciais. Por exemplo, suponha que
no instante inicial ¢, = 0 a massa m seja solta
do repouso, portanto com velocidade inicial
nula, ©(0) = 0, na posicao z(0) = 1 (uma
unidade de comprimento). Impondo que a
velocidade inicial seja nula (repouso), deter-

minamos a constante da fase,

#(0) = —wpAsenp =0 = ¢ =0. (2.65)

Com a constante da fase determinada, ¢ = 0,

a posicao inicial determina a amplitude,

z(0)=Acos(0)=1 = A=1. (2.66)
Escolhendo wy = 1 (inverso da unidade de
tempo), a equagao horaria correspondente a
este exemplo é z(t) = cos(t) (em unidades
de comprimento). O movimento da massa
m forma uma trajetoéria retilinea e oscila-
Esse sistema massa-mola também é

O adje-

tivo harmonico vem da presenca de uma fun-

toria.

conhecido por oscilador harménico.

¢ao trigonométrica elementar (periodica) na

equacao horéaria.

2.4.7 Modelagem

Naturalmente, a concordancia entre a pre-
visao feita pelo modelo matemético para a
frequéncia de oscilacao,

k

f:27rw0, W = —,

- (2.67)

e o valor medido experimentalmente é exce-
lente, perfeita. Note o fator 27 na frequéncia
que é medida no laboratério. A inclusao de
uma for¢a viscosa, produzida por um fluido,
como a atmosfera ou 6leo no caso de amorte-
cedores, leva a industria bilionario dos amor-

tecedores.

Exercicio 5. Detalhe todas as passagens si-

nalizadas por “verifique”.
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