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Escolha problemas somando NO MÁXIMO 10 pontos.
Justifique todas as suas afirmações.

Problema 1 (2 pontos) Mostre que, se a � �1 é um
número real n é um número natural, então vale a desigualdade:
(1 + r)n � 1 + nr.

Problema 2. (2,5 pontos) Imagine 100 armários numer-
ados de 1 a 100, e 100 pessoas. Suponha que a primeira pessoa
passa e abre todos os armários. Em seguida a segunda fecha a porta
dos armários com números pares. Depois disso, a terceira passa e
troca o estado das portas dos armários cujos números são múltiplos
de 3 (isto é, fecha os abertos e abre os fechados com numeração
múltipla de 3). Esse procedimento (isto é: a n-ésima pessoa troca
o estado das portas dos armários cujos números são múltiplos de
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n) é repetido até a centésima pessoa. Quais dos armários ficarão
abertos?

Problema 3. (2,5 pontos) Considere um tetraedro reg-
ular. Sejam r1 o raio da esfera inscrita no tetraedro, r2 o raio da
esfera que tangencia as arestas do tetraedro e r3 o raio da esfera
circunscrita ao tetraedro. Demonstre que r1, r2 e r3, nesta ordem,
estão em progressão geométrica.

Problema 4. (2,5 pontos) Uma aranha vivia na superf́ıcie
do cubo. Estando um dia sobre uma das faces, percebeu que na face
oposta estava pousada uma mosca, conforme indicado na figura.
Qual deve ser o trajeto da aranha, de modo a atingir a mosca,
percorrendo a menor distância possıhvel?

Figure 1. Aranha

Problema 5. (2,5 pontos) Quantas são as soluções inteiras
positivas da equação: x + y + z = 20?
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Problema 6 (3 pontos) Mostre que só existe um número
finito de soluções inteiras para a equação
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PÉ
A prova será feita por indução finita

Em MEEIN .

• vaso inicial (n= 1) : (Itr) 171 t tu é uma desigualdade
⑦nítida .

a. Vamos supor que , sem
= Ah
,
(Itr) " 71T kr seja verdade .

a. Veremos o que acontece com a desigualdade considerando o
sucessor de K :

(Itr). µ tr)
" 71ft krl . ( Itr)

⇒ ( Itr) k
"
71 te + kr t Ré

⇒ ( Itr)
htt

7 1 t (RtDr tkr

Aqui a prova já está no fim , pai⑦ é válida por hipótese e
multiplicamos ambos os lados da desigualdade por lttr) ⇒oµ -1), o
que torna

( Itr) k
"

# 1 t 1kt 1) R
verdadeira { pois ,

como Ki 70 ,
1 tlktbr L It that 1) IR t krt )

como conclusão e embasados pelo PIF, podemos afirmar que a

desigualdade é válida para todo me N .
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probiema
Sabemos que a menor distância possível entre

dois pontos é uma reta .

Nesse caso
, podemos planificar o cubo e alta :

•µÀ

Fonte : O Autor
, produzido com

geogelra 3D .

Vamos supor que a aranha esteja no ponto A e
a mosca no ponto M .

O segmento AÃ acima
,
em vermelho, é o trajeto

que a aranha deve percorrer para andar a menor

distância até a mosca . Como o segmento está



contido na planificação, o percurso estaria contido na

superfície do sólido
.

As distâncias percorridas na planificação e nasuperfíciedo cubo serão as mesmas , pois é possível fazer
uma planificação apenas usando isomãhias ( rotação ,

translações e etc .) convenientes .
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probiemas
Podemos pensar que temos 2 separadores e

2O bolinhas . Conforme a ilustrada :

O O O a. . . O O O O O O O O
-

20 bolas
Ou seja , se temos a salmão

X ⇐ 11 , y = 5 e Z ⇐ 4

podemos representá- la por :

⇐IDO o o o opo o o o
tio bolas

X =3 , Y ⇒1 , EIe poderá ser representado por :

O O ODODO o o o o o . . . O
-

e assim por diante . 16 balas

Ou seja , o total de soluções pode ser obtido pela
contagem de quantas permutações noí podemos fazer com
esses 2h objetos . Entretanto , há um detalhe nesse

Entretanto
,
como so pum m m menos,

"



raciocínio , pois , da forma representada acima
, as rotinas

em que eu X , ou y , ou Z não zero estão englobadas .
Devemos descartar tais solução em que alguma das

incógnitas vale zero .

60 soluções precisam ser descartadas , pois assducãr
que contêm zero são da forma :

da ou Z=⑦
Há dt possibilidades para cada uma das tres naíáneü.

( 0
, 00,20 ) ( O

, o , 20 ) ( 20, O , o)
( O , 1,19) ( 1 , 0,19 ) ( 19 , 1 , 01

. : :
A

0
e

( o § , 1) 119 , o , 1) ( 1 119 , o )

( 0 , ao , o) ( d ① ,
O , o ) ( 0,20 , O /

Ou seja , 63 soluções com zeros . Porém , há três
soluções que estão sendo contadas em duplicidade .

Elas são as soluções ( o , 0,20 ) , ( 0,20 , 01 e 11201901 .

Por fim , temos então que descontar 3.21-3 ⇒ 60 salmões .
Isso quer drjr que o número de soluções é :

t.io! - 60 = 17L
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Probtemal

A afirmação é tals . Por exemplo,
se × ⇐ 1000 e y =

- ZZ , há infinitas soluções

para a equação .
Agora , se fossem considerados os casos apenas em que x,

y ez não positivas , é possível ver que :
Vamos analisar primeiramente a equação

+ + É koo
e vamos supor que × e y .

Sendo assim,

1 E X €200 .
Se assim não fosse , teríamos que

y 7 X > 2000 e ¥1 *§ ¢ É .

Certamente os casos em que × >y são semelhantes etambémfazem um número finito de sabões para a equação.

Portanto , as soluções são da forma lx.gl € Nd ,
tal

que 1 E × E dooo e 1€ y se dooo . Ou seja , as sohuç

alpereir
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Vi tão mamária 2000 . dooo = 4. 1106 ; portanto finitas .
Note que esse procedimento pode ser generalizado para toda
a ele tal que :

É * f- ⇐- a terá uma quantidade finita de

soluções .

Agua ao problema original :
semelhantemente ao que foi devido acima, podemos

supor que X E y E Z ( os outros casos são semelhantes

a esse e , se esse for finito, todos serão ) .

É possível ver que 1H E 3000 . Se assim não

fosse , então y , Z 7 X > 3000 e

É * É * É ' É
Ou seja lá pinta valores possíveis para x . sim

Xn , Xp, . . . Xn esses valores .

Seja a ⇐% -É .



Para cada um desses xi , podemos ver que há um
número finito de solução para , como visto acima

,

§ t te * xti ⇐ Ão
⇒ ¥ *E ⇐¥. - ¥ ⇐ a

Como há uma quantidade finita para os xi,
a quantidade de triplas ordenadas ( x , y , z) quesatisfazema qnaaáo são tambem finitas .




