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Resumo

GUIDO, F. P. Estudo de uma conceituagao geométrica para os logaritmos. 2017.
118 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2017.

Este trabalho tem como objetivo principal contribuir para o aperfeicoamento do professor
de matematica seja ele em formacao ou em atuacao. Buscamos oferecer um material que
possa servir de referéncia técnica, histérica e epistemologica para o estudo do Logaritmo
Natural. Discutimos aqui o conceito de Conhecimento Especializado do Conteido, cunhado
por pesquisadores da Universidade de Michigan e liderados por Deborah Ball. Em seu artigo
Content Knowledge for Teaching : What Makes It Special? (2008), eles levantam a questao
“Qual matematica o professor deve conhecer para dar cabo do trabalho de ensinar?”, dado
que o conhecimento matemético necessario para o docente difere do conhecimento matema-
tico requerido em outras profissoes. Fazemos aqui uma analise critica da abordagem utilizada
para o tema em alguns livros didaticos de Ensino Médio, descrevemos de modo detalhado
a construgao da Funcao Logaritmica como realmente ocorreu no século XVII, ou seja, por
meio de areas de regioes sob a curva xy = 1, e definimos a fungao exponencial como a inversa
dela, enfoque esse com carater fortemente geométrico e que deu origem & noc¢ao de integral
definida. Mostramos também a estreita relacao existente entre as Progressoes Aritméticas,
(Geométricas, Trigonometria e o préprio tema principal. Obtemos ainda a formalizagao do
numero irracional e tanto pelo método tradicional usado em livros de Calculo e Anéalise como
a decorrente da teoria apresentada. Por fim, apresentamos algumas situacoes curiosas que
envolvem direta ou indiretamente essa constante e que podem ser trabalhadas com alunos

da Educacao Basica.

Palavras-chave: Logaritmo Natural, Namero e, Hipérbole, Conhecimento Especializado do

Conteudo.
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Abstract

GUIDO, F. P. Study of a geometric conceptuation for logarithms. 2017. 118 f. Dis-
sertagdo (Mestrado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2017.

The main objective of this work is to contribute to the improvement of the mathematics
teacher, whether in training or acting. We seek to offer a material that can serve as a tech-
nical, historical and epistemological reference for the study of the Natural Logarithm. We
discuss here the concept of Specialized Content Knowledge, coined by University of Michigan
researchers and led by Deborah Ball. In your article Content Knowledge for Teaching: What
Makes It Special? (2008), they raise the question “What mathematics does the teacher need
to know for teaching?”, since the mathematical knowledge required for the teacher differs
from the mathematical knowledge required in other professions. Here we present a critical
analysis of the approach used for the subject in some high school textbooks. We describe in
detail the construction of the Logarithmic Function as actually occurred in the seventeenth
century, that is, through areas of regions under the curve xy = 1 , and we define the expo-
nential function as the inverse of it, a focus with a strongly geometric character that gave
rise to the notion of definite integral. We also show the close relationship between Arithme-
tic, Geometric, Trigonometry and the main theme itself. We also obtain the formalization
of the irrational number e, both by the traditional method used in Calculus and Analysis
books and by the theory presented. Finally, we present some curious situations that direc-

tly or indirectly involve this constant and that can be worked with Basic Education students.

Keywords: Natural Logarithm, Number e, Hyperbole, Specialized Knowledge of Content.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos logaritmos, assunto que desempenhou papel primordial em tempos passados,
enfrenta hoje um grande desinteresse por parte dos alunos, principalmente os da Educagao
Basica que, nao vendo a importancia que o assunto desempenhou em geracoes passadas, re-
cebem esse ensino como algo sem utilidade e permeado de contextos e exemplos que em nada
estimulam o aprender. Conforme Elon Lages Lima, os logaritmos tiveram trés séculos de va-
lorizacao, isso por facilitar operacoes complicadas, porém atualmente nao se da importancia
a esses estudos pela facilidade das calculadoras (Lima, 2009, p. VII). Por que deveriamos gas-
tar dispendioso tempo com manipulacoes algébricas, tediosos calculos ou ainda complicadas
tabelas, quando para isso dispomos de maquinas que rapidamente resolvem tais problemas?

Outro ponto que causa forte estranheza nos estudantes é o momento no qual é introduzido
o logaritmo de base e ou, simplesmente, logaritmo natural. Por que deveriamos aceitar que
existe um namero mais natural do que 10 (base da nossa numeragao) para compor a base
de um logaritmo? E mais ainda, se buscamos algo que seja “natural”, por que aceitar um
niamero irracional como 2,71828... (conhecido como €) que nem sequer conseguimos registrar
em sua totalidade no sistema decimal?

Talvez apenas aqueles que optarem por um curso de exatas e cursarem pelo menos um
semestre de Célculo, recebam uma resposta convincente e s6 entao percebam de forma plena
a importancia e beleza do famoso logaritmo em sua base natural. Muito provavelmente,
nesses estudos serao introduzidas ideias basicas para o entendimento de

[...] crescimento populacional, desintegragao radiativa, velocidade de reagdes qui-
micas, circuitos elétricos e muitos outros fenémenos da Fisica, Quimica, Biologia,
Geologia e virtualmente qualquer ciéncia que utiliza métodos quantitativos [...]
(Simmons, 1987, p. 351).

A experiéncia, como docente e aluno, possibilitou-me observar que alguns materiais didaticos,
como livros e apostilas, trazem outro entrave de graves consequéncias, além dos obstaculos
acima apresentados. A maneira como ¢ definida, pela inversa da funcao exponencial, requer
que sejam estudadas anteriormente todas as suas propriedades, e que se dé sentido para
expressoes do tipo a® sendo a positivo quando x é um ntmero irracional, fato que, apesar
de extremamente comum, é normalmente omitido aos alunos com a finalidade de “facilitar
o ensino”. E possivel notar que em geral, nos exemplos iniciais apresentamos a = 2, 3, 5
ou 10. Entretanto, ao passar para o estudo dos logaritmos, descobrimos que essas bases
nao sao tao importantes em comparacao ao chamado logaritmo de base natural, ou seja, o
logaritmo cuja base é o niimero irracional e. Tal abordagem acaba por reforcar ainda mais a
repulsa pelo niimero e nos alunos, devido ao modo artificial como esse niimero é introduzido
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em substituicdo aos corriqueiros 2, 3, 5 e 10. Notamos ainda que existe certa “preferéncia”
dos alunos da Educacao Bésica por exercicios em que predominam o uso de técnicas de
manipulacao e uso de “regras” em detrimento dos que necessitam uma maior compreensao
conceitual ou da competéncia em aplica-lo em situagoes contextualizadas.

Por outro lado, é preciso notar que a abordagem dada aos logaritmos nos cursos de Licen-

ciaturas e de formacao continuada em geral, nao se ligam a abordagem utilizada no Ensino

Médio. Os logaritmos aparecem no curso de célculo diferencial e integral definidos como
X

Inx = n dt, que evidentemente, extrapola o nivel basico, ainda que, historicamente te-

nha ocorrido de forma inversa. Ou seja, a concepcao de logaritmo como area é que precedeu
a nocao de integral na Histéria da Matematica, sendo a primeira ideia que deu origem a
altima.

Por fim, uma questao que julgo de extrema importancia, diz respeito & quais sejam os conhe-
cimentos sobre logaritmos cujo dominio possa permitir ao professor uma maior autonomia e
capacidade na tomada de decisoes e elaboracao de suas aulas, no sentido de dispor de recur-
sos para fornecer motivagoes, tanto do ponto de vista historico como de aplicagoes, além de
poder articular a tematica com outros campos da Matematica ou outras areas do conheci-
mento. Enfim, melhor adequar suas aulas sobre o tema aos seus alunos, e consequentemente
favorecer seu aprendizado.

Partindo dessas observagoes nosso objetivo com este trabalho é apresentar um texto am-
plo e abrangente sobre logaritmos e exponenciais que possa ser utilizado em atividades de
formacao inicial ou continuada de professores. Esta dissertacao busca um resgate historico
e epistemologico da nocao de logaritmos como area abaixo da curva de equacao xy = 1.
Apresenta ainda resposta & questoes como: o porqué dessa abordagem, para que foi cri-
ada e como se desenvolveu. Tal abordagem para os logaritmos nao é muito difundida na
Educagao Basica ou mesmo em cursos de Licenciatura em Matematica, ainda que tenha
sido a primeira registrada na Historia da Matematica. Ela se apoia fortemente em concei-
tos geométricos, enquanto a abordagem mais utilizada nos livros didaticos possui carater
quase que exclusivamente algébrico. Posteriormente formalizamos aqui muitos dos conceitos
usualmente apresentados por meio do calculo e da anélise real.

Do ponto de vista dos conhecimentos pedagogicos voltados ao ensino dos logaritmos e ex-
ponenciais, tecemos criticas as abordagens adotadas por alguns livros didaticos utilizados
no Ensino Médio e aprovados no PNLD 2015. Apontamos eventuais falhas na apresentagao
de conceitos e a falta de clareza no tratamento dado a alguns temas relativos ao assunto,
principalmente sobre o logaritmo natural e a base e para as exponenciais. Tomando por base
o artigo Content Knowledge for Teaching : What Makes It Special? de Deborah Ball, Mark
Thames e Geoffrey Phelps (2008), buscamos identificar os conhecimentos especializados so-
bre logaritmos e exponenciais que possam ampliar o repertorio dos professores, por meio
de sugestoes de diferentes abordagens de alguns tépicos do tema, potencialmente tteis na
elaboracao e proposicao de atividades a seus alunos em sala de aula na busca de favorecer a
atribuicao de significado sobre o assunto em foco.

Desse modo, no capitulo 2 fazemos um levantamento de como os livros Matemdtica: Ensino
Médio de Katia Smole e Maria Ignes Diniz, publicado pela editora Saraiva, Matemdtica
ciéncia e aplicagoes de Gelson Iezzi... [et al|, publicado pela editora atual e Matemdtica de
Manoel Paiva, publicado pela editora Moderna definem os logaritmos, e destacamos alguns
pontos que podem deixar dividas nos alunos na construcao de seus conhecimentos sobre o
tema.
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Posteriormente, fazemos uma revisao tedrica sobre o conceito de conhecimento especializado
dos contetidos, proposto por Ball, Thames e Phelps no artigo anteriormente citado.

A seguir, no capitulo 3, trazemos um levantamento historico acerca das principais ideias que
envolveram o desenvolvimento dos logaritmos, incluindo suas ligagoes com as progressoes,
juros compostos e interpolacao linear.

Nos capitulos 4 e 5 apresentamos a construcao dos logaritmos e suas propriedades utilizando
area de figuras planas e geometria analitica. Especificamente, discutimos procedimentos para
o calculo da area abaixo da curva de equacao zy = 1.

No capitulo 6 mostramos um pouco da teoria concernente ao niimero irracional e, para no
capitulo 7, apresentarmos a ligacao entre os logaritmos e a exponencial.

O capitulo 8 contém algumas sugestoes curiosidades e indicagoes de assuntos relacionados
aos temas abordados.

Por fim, no capitulo 9, colocamos algumas consideragoes finais obtidas a partir do desenvol-
vimento dessa dissertacao.

Antes porém que vocé inicie sua leitura, gostaria de tecer algumas palavras sobre o texto
que ir& encontrar.

Na medida do possivel, ele foi escrito de modo a conversar com o leitor, pois sabemos ser
a esséncia da matematica ideias e nao simbolos desprovidos de significados, isto é, nogoes
em vez de apenas notagoes. No entanto, nao podemos esquecer que a linguagem utilizada
para expressar a maior parte dos fatos cientificos é a matematica, devido a sua precisao
incomparavel e por eliminar as ambiguidades naturais da linguagem corrente. Além disso,
evitamos considerar qualquer fato ou passagem matematica como trivial, trazendo em vérios
momentos os pré-requisitos necessarios para uma boa compreensao. Procuramos detalhar os
raciocinios feitos nos trechos mais técnicos e quando achamos que fugisse do contexto do
trabalho, indicamos boas fontes de consulta. Por outro lado, também sabemos que Matemé-
tica nao se aprende simplesmente ouvindo, por mais organizadas e concisas que sejam essas
informacoes ou por mais que se compreenda todo o exposto. Em geral, para uma apropriagao
significativa dos contetdos especificos, é necessario repassar as informacoes ouvidas, estu-
dando do seu proprio jeito. De igual modo, merecem ser tratadas as informagoes contidas
em um texto matematico. A simples leitura linear certamente ajudari na compreensao dos
fatos, mas é provavel que nao seja suficiente, sendo necessario, sempre que possivel, uma
pausa pra refletir sobre o que foi lido. Muitas vezes isso demanda uma producao do leitor,
seja uma figura, um grafico, um diagrama, calculo ou simplesmente refazendo o passo a passo
de uma demonstragao. Em um primeiro contato com o trabalho, caso queira uma leitura
mais fluente, pode-se omitir os topicos 4.2, 4.3, 5.3 e 6.2 (de carater mais técnico) bastando
que se aceite os resultados ali mostrados. Entretanto, sao topicos de extrema importancia
na construcao e comprovacao do tema, e em algum momento merecem ser lidos. Nao es-
peramos um leitor passivo, que apenas receba informagoes, mas ao contrario, que a todo o
momento levante questoes e, sempre que julgar apropriado, va além desse texto, quica de
nossas sugestoes e referéncias.

A titulo de motivacao, trouxemos varios apontamentos historicos e epistemologicos, porém,
nao se deve confundir a historia e desenvolvimento das ciéncias com um simples conjunto de
fatos, contos e anedotas. Seria importante que eles viessem permeados de contextos, sejam
eles politicos, sociais ou mesmos pessoais, caso contrario passariamos a interpretar a historia
por um viés pseudoimparcial, totalmente livre de influéncias externas, o que sabemos nao
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ser verdade. No entanto, se fossemos apresentar tal rigor historiografico, poderiamos por
vezes nos distanciar do foco principal do trabalho, qual seja, a apresentagao de uma teoria
para os logaritmos em particular de base e. Dessa forma, a fim de alcancar algum ganho
didético e tornar o texto dinamico e menos carregado, nem sempre explicitamos os contextos
por completo. Acredito que o leitor que fara uso do texto, pode e deve ir além também
nesse aspecto, e para tais momentos em que sentir a necessidade de extrapolar essa leitura,
indicamos Miguel e Roque usado em nossas referéncias.

Espero que esse trabalho lhe agregue conhecimento seja em sua formagao inicial ou conti-
nuada e que satisfaca sua curiosidade pelo tema. Em especial, gostaria que ele tivesse um
papel significativo no exercicio da docéncia em matematica, trazendo novas informacoes,
provocando questionamentos, e principalmente, tornando-o critico de sua proépria pratica
pedagogica. Por fim, espero que vocé encontre nessa leitura tanto prazer quanto tive ao
escrevé-lo.



Capitulo 2

Justificativa e embasamento teoérico

Neste capitulo, trazemos alguns dos motivos que serviram de inspiracao, justificativa e emba-
samento tedrico para a pesquisa. Na secao 2.1 apresentamos o modo como o tema logaritmos
é apresentado nos livros selecionados, dando especial atencao a forma como é introduzido o
logaritmo natural e consequentemente o nimero irracional e. A partir disso, tecemos algumas
criticas e apontamos eventuais falhas que as obras apresentam. Se por um lado, analisamos
um pequeno numero de obras, por outro, podemos afirmar que elas refletem em grande parte
o modo como é abordado o tema na Educacao Béasica, uma vez que todas foram aprovadas
no PNLD de 2015. Na se¢ao 2.2, defendemos a ideia de que além de dominar a teoria concer-
nente a sua disciplina, o professor deve ter um conhecimento teérico pedagogico vasto e sua
pratica constantemente auto avaliada. Buscamos no artigo Those Who Understand: Kno-
wledge Growth in Teaching (2008) o conceito de conhecimentos especializados dos contetdos
que servird como aporte para justificar a importancia e necessidade da formagao continuada
na carreira docente, de modo a permitir ao professor uma ampliagao do seu repertorio sobre
ideias conexas com o tema dos logaritmos e suas abordagens possiveis e uma maior capa-
cidade de estabelecer articulagoes entre topicos do contetdo, possibilitando que ele tome
decisoes mais autonomas sobre atividades adequadas para trabalhar com seus alunos.

2.1 AnaAlise critica de abordagens em alguns livros dida-
ticos

E muito comum no tratamento dado aos logaritmos em sala de aula defini-los de um modo
a depender do estudo anterior da exponencial. Essa defini¢ao, inclusive, é a mais encontrada
nos livros didaticos. Vamos ver como os livros citados na introducao definem os logaritmos:

Logaritmo de um nimero positivo b em uma base a, a >0 e a # 1, € o expoente da poténcia
a qual se deve elevar a para se obter b.

Seb>0,a>0ea#1, entdo log,b =1 < a® =b. (Smole e Diniz, 2013, p. 190)

Sendo a e b niumeros reais e positivos, com a # 1, chama-se logaritmo de b na base

a o expoente x ao qual se deve elevar a base a de modo que a poténcia a® seja igual a b.
log,b=1x< a® =b (lezzi et al., 2014, p. 225).

Sendo a e b nimeros reais e positivos, com b # 1, chama-se logaritmo de a na base b o
expoente x tal que b® = a. logy a = x < b* = a (Paiva, 2013, p. 231).

Essa forma de definir os logaritmos, entretanto, traz consigo algumas dificuldades que pos-
teriormente deixarao lacunas quase que intransponiveis no aprendizado dos alunos.
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O primeiro inconveniente nessa abordagem como ja dito, é o fato dela depender do estudo
anterior da teoria da exponencia¢ao. Porém muito mais do que isso, é primordial /...] que se
saiba o significado de a¥ quando y € irracional, e que se provem regras como a¥ - a® = a¥*?
para, y,z, € R quaisquer. (Lima, 2009, p. VIII). Corroborando com esse fato, Simmons
defende dizendo:

Se o expoente ¢ for um numero irracional, entdo aparecem as dificuldades que os
estudantes podem nao notar se ndo as mencionarmos. Por exemplo, o que significa
a expressao 2V2? E claro que nao faz sentido multiplicar 2 por ele mesmo v/2 vezes
(Simmons, 1987, p. 352).

Outro inconveniente nessa definicao é que tratamos todas as bases de forma igual, nao
permitindo apresentar de modo natural o nimero e como uma base especial. Na defini¢ao
de logaritmo como expoente, o nimero e aparece artificialmente. (Lima, 2009, p. IX)

Em relagdo ao ntimero irracional e, o livro Matemdtica: Ensino Médio (Smole e Diniz, 2013)
nao faz qualquer mencao a ele no capitulo destinado a apresentacao dos conjuntos numéricos
“Unidade 1 (Conjuntos numéricos e intervalos na reta real)”, em particular nos topicos “5.
Os numeros irracionais” e “6. Os nimeros reats” que, como os proprios nomes deixam claro
abordam os conjuntos do qual o niimero e faz parte. Ja na “Unidade 7 (Funcao exponencial,
equacao exponencial e inequacdo exponencial)’, apenas na se¢ao “CONEXAO"” (de titulo
Matemdtica - Ciéncia da natureza: Cdlculo do “tempo de vida” da radioatividade de uma
substdncia) pode-se ler o seguinte trecho, no qual é possivel observar que todas as constantes
envolvidas na descri¢ao da funcao sao definidas, menos o nimero e:

Esse decaimento é calculado matematicamente pela fungdo exponencial N(t) =
Noe >, onde \ é a constante de decaimento nuclear, uma caracteristica do nucleo
do elemento quimico em questdao; Ny é o numero de nucleos radioativos em um
instante inicial (¢p); N é o numero de nicleos remanescentes em um instante
posterior ¢ (Smole e Diniz, 2013, p. 186).

Finalmente, apenas no final da “Unidade 8 (Logaritmo e fun¢io logaritmica)”, na segao
PROBLEMAS E EXERCICIOS o ntimero e volta a aparecer. Aqui também sem qualquer
explicacao, e sem uma discussao anterior sobre logaritmo de base e ou sua notagao usual [n,
o exercicio pede que se use In2 = 0,7 sem que a conexao desta informacao com o enunciado
fique clara para o aluno:

(UFPB) O movimento de uma bola de golfe é influenciado tanto pela forca gra-
vitacional como também pela resisténcia do ar. Essa forca retardadora atua no
sentido oposto ao da velocidade da bola. Em um estudo realizado durante uma
partida de golfe, observou-se que, quando foi considerada a forca de resisténcia
do ar, a distancia horizontal d(t), em metros, percorrida por uma bola em fun¢o
do tempo ¢. em segundos, a partir do instante em que a bola foi langada (¢ = 0),
era dada por d(t) = 50(1 — e~%1%). Use In2 = 0,7. A partir dessas informagdes,
conclui-se que, para que a bola percorra uma distancia na horizontal de 25 m, o
tempo gasto, a partir do instante do lancamento, é de:

a)50s b)6,6s ¢)7,0s d)85s €)10s
(Smole e Diniz, 2013, p. 201).

1Observacio: em todo final de capitulo ha uma secio denominada CONEXAO, na qual, em duas ou trés
péginas, as autoras apresentam alguma contextualizagao para o contetdo recém abordado.
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J&a o livro Matemdtica do autor Paiva, é possivel observar que tanto na secao “13. Con-
juntos numéricos” do “Capitulo 1 (Uma introdu¢io & linguagem dos conjuntos)” quanto no
“Capitulo 10 (Fungao exponencial)’ nao ha nenhuma mengao a respeito de sua existéncia.

No “Capitulo 11 (Fungdo logaritmica)”, em EXERCICIOS COMPLEMENTARES, ha uma
secao de nome ANALISE DA RESOLUCAO que apresenta o seguinte exercicio:

Um aluno resolveu o exercicio conforme a reproducao a seguir. Um erro foi come-
tido. Apontem o erro e refacam a resolugdo no caderno, corrigindo-a.

EXERCICIO

Quando as valvulas da artéria aorta se fecham, a pressdo P, em mmHg (milimetro
de mercurio), no interior dessa artéria, durante o fechamento, pode ser expressa
em funcdo do tempo t, em segundo, por meio da equacio P = 95-e~%4%. Apés o
fechamento das valvulas, em quanto tempo a pressao atingird 70 mmHg?

Nota: O namero e, conhecido como ntumero de Neper ou de Euler, é um nimero
irracional que vale aproximadamente 2,7. Na calculadora cientifica, o logaritmo de
base e, isto é, log,, corresponde & tecla In. (Paiva, 2013, p. 251)

Podemos notar aqui, que ha certa preocupacao em mencionar ao aluno o que significa a
vogal e que aparece no meio da formula, entretanto, as informacoes apresentadas nao sao
suficientes para esclarecer todos os pormenores que o envolvem. Talvez a Nota dé conta de
relembrar um estudante que tenha de fato aprendido sobre o conjunto dos irracionais e em
particular sobre o nimero e. Entretanto, ao levar em consideracao que o capitulo destinado a
tal nao o faz, somos obrigados a acreditar que o autor espera do aluno que ja tenha aprendido
no Ensino Fundamental II e que ainda se lembre do que foi visto, porém essa apresentagao
nao é feita nessa fase, em geral.

Por fim, em relacao a apresentacao do nimero e na obra Matemdtica ciéncia e aplicagoes
de lezzi et al. (2014), existe um topico chamado O nidmero e contido na se¢do Fungdo ex-
ponencial presente no “Capitulo 7 (Fun¢do Frponencial)” que traz, de modo resumido (o
equivalente a uma pagina), algumas informagoes acerca desse niimero irracional. Ele introduz
e partindo do seguinte comentério:

Um importante nimero irracional em Matematica é o nimero e = 2, 718281828459. . ..

. . . ~ 1 .
Para introduzi-lo, vamos considerar a expressdo (1+x)=, definida em R*, e estudar
os valores que ela assume quando x se aproxima de zero:

T 0,L | 0,01 | 0,001 | 0,0001 | 0,00001
(1+2)7 | 2,504 | 2,705 | 2,717 | 2,7182 | 2,7183

Na tabela podemos notar que, & medida que = se aproxima de zero, a expressao
1 . P .
(14 z)= fica mais proxima do nimero e = 2, 7183.

Considerando valores negativos de x, porém cada vez mais proximos de zero (por
exemplo, x = —0,1; x = —0,01; z = —0,001, etc.), a expressdo também fica
cada vez mais proxima de e = 2, 7183.. Calcule vocé mesmo com o auxilio de uma
calculadora cientifica.

. ~ . 1 .- |
Dizemos entdo que o limite de (14 )=, quando z tende a zero, é igual ao namero

e. Representamos esse fato por linb(l + x)l = e (lezz et al., 2014, p. 199).
xr—r

Ainda nessa obra, segue uma pequena contextualizacao historica e alguns comentarios sobre
a forma como as calculadoras cientificas trazem as teclas e* e [n. Pra finalizar a sessao, é
definida f: R — R’ por f(x) = e” e apresentado um grafico contendo destacados os pares
ordenados (—1,0,36), (0,1) e (1,e).
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No “Capitulo 8 (Func¢do Logaritmica)”, na se¢do chamada Sistemas de Logaritmos, encon-
tramos o seguinte comentario:

Existem dois sistemas de logaritmos que sao os mais utilizados em matemaética:

(a) O sistema de logaritmos decimais, de base 10, desenvolvido por Henry
Briggs, a partir dos trabalhos de Napier. Briggs foi também quem publicou a
primeira tabua dos logaritmos de 1 a 1000, em 1617. Como vimos, indicamos
com logjpx, ou simplesmente log z, o logaritmo decimal de z.

(b) O sistema de logaritmos neperianos, de base e. O nome neperiano deriva
de Napier. Os trabalhos de Napier envolviam, de forma nao explicita, o
que hoje conhecemos como nimero e. Com o desenvolvimento do célculo
infinitesimal, um século depois reconheceu-se a importancia desse ntumero.
Representamos o logaritmo neperiano de x com log.x ou Inx. Assim, por
exemplo, in3 = log.3; Ine* = log.e* = 4 etc. E comum referir-se ao logaritmo
neperiano de x como o logaritmo natural de = (z > 0) (Iezzi et al., 2014, p.
230).

Segue uma pequena explanacao sobre como usar as teclas “LOG” e “LN” contidas nas
calculadoras cientificas. Por fim, é interessante notar que existe um nimero consideravel de
exercicios sobre exponenciais e logaritmos que utilizam o ntimero e como base.

Um terceiro inconveniente faz mencao a fungao L que sera definida no Capitulo5e [.../ € a
dificuldade de se estabelecerem certas desigualdades fundamentais, como por exemplo, L(1+
x) < z (vdlida para logaritmos de base e), que € dbvia na definicao geométrica (Lima, 2009,
p. IX) e se mostrara importantissimo para a compreensao do limite exponencial fundamental,

n—oo

1 n
istoé, lim (1+—| .
n
Enfim, sao muitos entraves que devem ser tratados com essa definicao, e como aponta Lima:

Tais preliminares envolvem dificuldades técnicas que conduzem ao seguinte dilema:
ou passar por cima dessas dificuldades, fazendo de conta que elas nao existem o que
deixa a desejar do ponto de vista de honestidade cientifica ou esgotar a paciéncia
do aluno (ou leitor) com longos detalhes rebarbativos (Lima, 2009, p. VIII).

Entretanto, devemos dizer que o autor foi um tanto “pessimista” ao apontar apenas essas
duas possibilidades. Esperamos com esse trabalho trazer ao professor subsidios para que
possa analisar seu material didatico com um olhar critico e encontrar outras possibilidades
para contornar o “dilema”. Dessa forma, estara mais bem capacitado a decidir sobre o que é
conveniente utilizar em sala de aula e o que julga interessante complementar, extrapolando
o “basico” com a apresentacao de fatos matematicos, curiosidades historicas, contextos que
chamem atencao, ou o que mais julgar necessario, a fim de favorecer aos seus alunos uma
maior atribuicao de significados para os conceitos e procedimentos referentes aos logaritmos.

E justamente para seguir por esse “terceiro caminho”, direcionamos essa escrita para
o aprimoramento de professores, nao somente em formacao, mas também os que ja exer-
cem a docéncia, partindo da premissa que a formacao continua é necessaria ao professor e
fundamental para aprimorar sua acao critica e problematizadora.
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2.2 Sobre o conceito de conhecimento especializado de
contetdos para a docéncia

Conforme o Programa de formacao de professores alfabetizadores publicado em 2001 pelo
MEC, a profissao professor é complexa, pois demanda muito mais que aplicacoes de meios
para ensinar. Nao se pode tornar o exercicio do magistério simplesmente como aplicacao e
manejo de um conjunto de técnicas, pois a atuacdo € compleza e singular (MEC, 2001, p.
13). Apesar daquele programa governamental ser direcionado ao professor alfabetizador dos
anos iniciais do ensino fundamental I, suas justificativas e pretensoes podem, e devem, ser
estendidas a todos os professores, uma vez que o documento faz uma andlise da profissao
como um todo. A referéncia principal é a formacao continua, que permite refletir sobre a
propria pratica e é exatamente o que propomos nesse trabalho.

A reflexdo sobre a pratica ¢ a “marca registrada” de um modelo de formacao
profissional que se pretende problematizadora. A velha méxima agdo-reflexdo-acao
é o que ha de mais representativo de uma metodologia centrada na reflexdo sobre
a pratica e na aquisicao de conhecimentos que contribuam para imprimir cada vez
mais qualidade & atuagao do professor (MEC, 2001, p. 28).

A construcao do saber docente tem que ser entendida como um processo permanente. Inici-
ando na graduacao, vai se desenvolvendo continuamente com a pratica e os cursos de aper-
feigopamento. O ensino (no nosso caso de matemética) é um processo complexo. O professor,
além de dominar o conhecimento matematico, precisa conhecer a pedagogia e a didatica
relacionadas ao contetido; saber transformar a matematica em atividades que ajudem na
aprendizagem: conhecer o sistema de ensino de onde trabalha, em especial o curriculo nele
previsto para a sua area; utilizar varios métodos de avaliacao, levar em consideragao os con-
textos sociais, culturais e politicos em que esta inserido; e por fim, conhecer intimamente
seus alunos e a prépria comunidade em que se encontra.

Os autores Ball, Thames e Phelps (2008), baseando-se nas ideias do pesquisador Lee S.
Shulman, propoem um trabalho norteador para questoes relativas a formacao, ensino e
em particular, & ligacdo entre teoria e préatica. A seguir, trazemos alguns apontamentos
sobre suas contribuigoes teodricas a respeito da importancia dos conhecimentos profissionais
necessarios ao professor de Matematica no exercicio do ensino dessa disciplina na escola.

Os autores citados definem que os conhecimentos necessarios a um professor de Matematica,
consistem em aprender o objeto de ensino, para aprender a ensina-lo, de modo que consiga
refletir sua pratica e ganhar autonomia para se aperfeicoar a partir da analise de sua experi-
éncia. Seria um entrelace entre conhecimento especifico (a Matematica) e os conhecimentos
pedagogicos (ensino e aprendizagem de um modo geral). Por Ball et al. (2008):

Os autores e seus colegas usaram estudos de pratica de ensino para analisar as
demandas matemaéticas para o ensino e, baseados nas anélises, desenvolveram um
conjunto de hipoteses testaveis sobre a natureza do conhecimento matematico para
o ensinar. Em uma linha relacionada de trabalho, o segundo projeto desenvolveu
medidas de pesquisa do conhecimento de contetido para o ensino de matemaética.
As medidas previam uma maneira de investigar a natureza, o papel, e a importan-
cia dos diferentes tipos de conhecimento matematico para o ensino. (Ball et al.,
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2008, p. 28, tradugdo nossa) 2.

A formacao inicial deve abarcar uma formacao voltada para a pratica, ou seja, para o tra-
balho de ensino que exercera, e nao somente ficar no plano teérico. E imprescindivel que,
para além de conhecer a teoria e a propria Matemética, o professor consiga trabalhar com
experimentagcoes, trazendo sua formacao a realidade pratica do seu trabalho como educador.
Certamente ter um conhecimento especifico apurado ajuda muito o professor a desenvolver
suas aulas, porém o conhecimento pedagogico é essencial no desenrolar da mesma. Ball et al.
(2008), trazem justamente esse acréscimo ao trabalho de Shulman realizado na década de 80
acerca dos conhecimentos especializados relevantes para o exercicio da docéncia na Educacao
Basica. Ele notou que os processos para selecao e avaliacao dos professores e as pesquisas
nao se preocupavam com questoes como a fonte de analogias, metaforas, exemplos, forma
de representar os contetidos, bem como potencialidades de cada representagao ou mesmo a
preparacao do docente em realizar conexoes entre o contetido ensinado e a vida do aluno
em outras disciplinas ou mesmo fora da escola. Essa falta de énfase em questoes tidas como
primordiais para a profissao foi chamada por Shulman de “paradigma perdido” (SHULMAN,
1986 apud BALL et al, 2008, p. 390). Desse modo, Shulman pretendia contornar essa perda,
formulando uma base de conhecimentos que norteasse os saberes necessarios ao docente.

O autor cunhou o termo conhecimento pedagdgico do conteido (pedagogical content kno-
wledge) na literatura, em especial no artigo — hoje classico — Those Who Understand: Kno-
wledge Growth in Teaching (1986), designando um tipo de conhecimento voltado ao profissi-
onal docente. Seria um misto entre conhecimento pedagogico e um conhecimento especifico
envolvendo sua disciplina de atuacao. Shulman aponta que o saber do docente deve abarcar
as sete categorias descritas no que ele chamou de “principais categorias de conhecimento
dos professores”. A seguir apresentamos as sete categorias cujo quadro original pode ser
encontrado em (SHULMAN, 1986 apud BALL et al, 2008, p. 391). 3

e Conhecimento pedagogico geral, com especial referéncia aos principios e estratégias gerais
de gestao e organizacao da sala de aula que parecem ir além do contetido tratado.

e Conhecimento das caracteristicas dos aprendizes.

2The authors and their colleagues used studies of teaching practice to analyze the mathematical demands
of teaching and, based on these analyses, developed a set of testable hypotheses about the nature of mathe-
matical knowledge for teaching. In a related line of work, the second project developed survey measures of
content, knowledge for teaching mathematics. The measures provided a way to investigate the nature, the
role, and the importance of different types of mathematical knowledge for teaching.

Shulman’s Major Categories of Teacher Knowledge

m Genseral pedagogical knowledgs, with special reference o those broad
principles and strategies of classroom management and organization that
appear to transcend subject mattar

»  Knowledge of learnars and their characteristics

»  Knowledge of educational contexts, ranging from workings of the group or
classroom, the governance and financing of school districts, to the
character of communities and culures

n  Knowledge of educational ends, purposas, and vabes, and their
philosophical and historical grounds

m  Content knowladge

»  Cumiculum knowledge, with particular grasp of the matenals and programs
that sanve as “tools of the frade " for teachers

»  Pedagogical content knowledge, that special amalgam of content and
padagogy that is uniqusaly the province of teachers, their own special form
of professional understanding
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e Conhecimento dos contextos educacionais, desde o funcionamento do grupo ou sala de
aula, passando pela governanca e financiamento das diretorias de ensino até o conhecimento
das caracteristicas das comunidades e culturas locais.

e Conhecimento das finalidades educacionais, seus propositos e valores, além de suas bases
filosoficas e historicas.

e Conhecimento do contetido.

e Conhecimento do curriculo, com especial compreensao dos materiais e programas que
podem servir como “moeda de troca” ao professor.

e Conhecimento pedagogico do contetido, ou seja, aquele amélgama especial de contetdo e
pedagogia que é exclusivo do dominio do professor, a sua propria forma especial de conhe-
cimento profissional.

Na época, a preocupagao de Shulman, como dito, era nortear as concepcoes inerentes a
formacao do professor, bem como categorizar suas competéncias e caracteristicas proprias.
Os quatro primeiros itens tratam de categorias mais generalistas presentes na formacao
docente da época e nao se constituiam no principal interesse do autor, ainda que tivessem
seu espaco reservado nos estudos realizados. O foco de Shulman era a maneira como se
tratava o conhecimento do contetido, pois, como aponta, o mero conhecimento do conteido
se mostra tao nitil do ponto de vista pedagogico quanto uma habilidade livre de contetdo
(SHULMAN, 1986 apud BALL et al, 2008, p. 391, tradugdo nossa) 4. O autor se refere aos
trés altimos itens, como o elemento que faltava nas pesquisas relacionadas ao ensino. Em
poucas palavras, poderiamos destacar o seguinte:

O conhecimento do contetido diz respeito ao assunto que sera ensinado e a sua organiza-
¢ao, sendo enfatizado que o professor deve ser capaz de ponderar o peso que receberd cada
topico a ser ensinado, podendo, dessa forma, entender o porqué de um especifico ser central
para a disciplina, enquanto outro receber atencao periférica.

O conhecimento do curriculo se refere a toda a gama de programas concebidos para o
ensino de determinado tépico nos diferentes niveis educacionais. Além disso, duas outras
dimensoes curriculares sao destacadas pelo autor. O que ele chama de conhecimento do
curriculo lateral e conhecimento do curriculo vertical. O primeiro se refere ao curriculo que
os alunos estao percorrendo nas outras disciplinas, em paralelo com a sua; e o segundo, a
familiaridade com os temas e questoes que foram ou serao ensinados ao longo dos anos em
sua propria area de ensino.

Por fim, o conhecimento pedagégico do contetido, sem divida o que mais influenciou
novos estudos, compreende as formas mais tuteis de representacao das ideias, as melhores
analogias, ilustracoes e exemplos, isto ¢, a melhor maneira para tornar o assunto compreen-
sivel aos estudantes. Inclui também o entendimento do que torna a aprendizagem de cada
assunto mais facil ou dificil, na dependéncia das concepcoes e da bagagem de conhecimentos
nas diferentes idades. Esse conhecimento se mostrou essencial em pesquisas de campo rea-
lizadas, a partir da observagao que, algumas vezes, a representacao de ideias chave usando
metaforas e diagramas foram mais eficientes e poderosas para a aprendizagem do que outras,
tecnicamente corretas, mas que em nada ajudaram na compreensao do assunto.

As ideias propostas por Shulman e seus colaboradores, influenciaram toda uma geracao de
pesquisadores e educadores, como mostra Ball et al. (2008, p. 392), ele foi citado em mais de

4Mere content knowledge is likely to be as useless pedagogically as content-free skill.
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1.200 artigos e revistas especializadas, mantendo uma meédia de 50 citagoes por ano desde
1990. Também ¢é possivel notar a versatilidade das ideias propostas ao perceber que, 125
revistas de 4reas como direito, enfermagem e até comércio utilizaram elas como referencial
tedrico. Tudo isso vem apenas corroborar a certeza de que essas teorias transcenderam a
area da educacao.

Ainda no ano de 1990, a pesquisadora Ball cunhou o termo “conhecimento sobre a mate-
mdtica” contrastando com a ideia de “conhecimento de matemdtica” (Ball et al., 2008, p.
393). Mais recentemente, aliado & evolugao pela qual as ciéncias cognitivas passavam, outras
questoes surgiram, entre elas: “Como as ideias propostas de conhecimento pedagogico do
contetido foram incorporados na pratica?” e “O que ainda pode ser desenvolvido?”. Nessa
época ja era consenso entre especialistas da educacao que o professor certamente deveria
dominar o contetido a ser ensinado, mas, que apenas esse conhecimento nao é suficiente
para o ensino. Obviamente saber o conteido matemético é parte indissociavel da formagao
do professor, mas saber operar os diversos conhecimentos mateméticos nao garante saber
ensina-los, ou mesmo, conhecer ferramentas, nao anula a necessidade de saber como essas
atuam no processo de ensino-aprendizagem.

A fim de aprimorar o trabalho j& estabelecido por Shulman, os autores decidem investigar
a pratica real de atuacao em sala de aula, com foco na observacao, levantamento e ana-
lise de duas questoes bésicas, consideradas por Shulman distintas: sua maneira de ensinar
matematica e a matematica por eles utilizada nesse ensino. Baseando-se nessas pesquisas
que reportavam a pratica do ensino de matematica, Ball et al puderam identificar dois sub-
dominios do conhecimento pedagogico do contetido e propuseram um novo conhecimento
voltado a pratica, o chamado conhecimento especializado dos conteidos (specialized content
knowledge).

A partir da nocao de conhecimento pedagogico do conteido, proposto por Shulman, Ball et al,
desenvolvem o conceito de conhecimento matemdtico para ensinar (mathematical knowledge
for teaching (MKT)), com o objetivo de detalhar e aprofundar mais as ideias apresenta-
das pelo autor, especificamente para a Matematica. Isso porque, mesmo que elas tivessem
sido amplamente debatidas nos meios académicos, perceberam que os estudiosos do ensino
de diferentes areas do conhecimento as entendiam de distintas maneiras, por serem amplas
e gerais. Mais ainda, em suas pesquisas se depararam com a constatacao de que muitos
professores assumiam os conhecimentos pedagogicos de conteido como relativamente 6bvios,
sendo pouco explorados em sua pratica escolar. Na visao dos autores, o conhectmento ma-
temdtico para ensinar é entendido como [...[ o conhecimento matemdtico necessdrio para
levar a cabo o trabalho de ensinar matemdtica (Ball et al., 2008, p. 395, traducao nossa)®.
Apontam ainda que o diferencial entre esse tipo de conhecimento e o dominio de conteidos
matematicos é, ser, o primeiro, especifico para que o professor possa realizar suas atividades
diarias de ensino, enquanto o segundo é geral para todas as profissoes que demandam base
matematica.

As pesquisas realizadas por Ball et al, partem da observacao dos professores em acao, para a
partir disso, em conjunto com eles, delinear o que se possa chamar de conhecimento necessario
para ensinar matematica. Assim propuseram um aprofundamento e uma reorganizacao das
categorias de Shulman sintetizada no seguinte diagrama:

5... the mathematical knowledge needed to carry out the work of teaching mathematics.



SOBRE O CONCEITO DE CONHECIMENTO ESPECIALIZADO DE CONTEUDOS PARA A

2.2 DOCENCIA 13

DOMINIOS DO CONHECIMENTO MATEMATICO PARA ENSINAR
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Figura 2.1: Dominio do conhecimento matemdtico para ensinar (Ball et al., 2008, p. 403, tradugao
6
nossa °)

6

Os autores reorganizaram as sete categorias de Shulman em dois grandes blocos que
juntos integram os dominios do conhecimento matemdtico para ensinar.

O primeiro desses blocos chamado conhecimento dos assuntos subdivide o anteriormente
chamado conhecimento do conteido (quinta categoria de Shulman) em duas novas, o co-
nhecimento bdsico dos conteidos e o conhecimento de horizonte dos conteidos. Acrescentam
também a esse bloco uma nova categoria chamada conhecimento especializado dos contetdos.

O segundo bloco, de nome conhecimento pedagdgico do conteido traz o conhecimento do
contetdo e estudantes e o conhecimento do conteudo e ensino, que além de enfatizar melhor
as caracteristicas do conhecimento pedagogico do conteiido proposto por Shulman, ainda
resgatam um pouco da importancia de suas quatro primeiras categorias.

Por fim, os autores mantém o chamado conhecimento do curriculo, passando agora a chamar
conhecimento do conteido e curriculos fechando, portanto esse bloco. A fim de compreender
melhor essa subdivisao, apresentamos a seguir um resumo da abrangéncia de cada um dos
seis componentes discriminados na figura:

——— e —
Subject Matter Knowledge Pedagogical Content Knowledge

Commaon K '|-'."'-V|'.'IJ.;=I.' af

Content . . Content and
e ¥ apaecialnTen - 2 # o e ol
Knowledge A Students (KCS) Knowledgs
e Content C
(CCK) e of Content
I{ nowiedpe +
5 and
Harizan (SCK)
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Content

Knowledse

[HCK)

E new .'ﬁg.'- of
Content and
Teaching (KCT)

_-—-—"“/"

(KCC)
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Conhecimento Basico dos Contetdos (CCK): Sao os conhecimentos e habilidades
necessarios em contextos gerais, ou seja, sao conhecimentos de conceitos e procedimentos
matematicos em si, nao necessariamente voltados para o Ensino. Por exemplo, o conheci-
mento do algoritmo da subtragdo. Com esse conhecimento, é possivel detectar um erro numa
conta, reconhecer uma defini¢ao imprecisa, entre outros aspectos, bastando, portanto, saber
executa-lo.

Conhecimento de Horizonte dos Contetidos (HCK): E um conhecimento envolvendo
uma interconexao entre topicos. Seria uma consciéncia de como os temas que estao sendo
vistos se relacionam entre si, com os que ji foram ensinados e com os que ainda estao
por vir. Mas podemos ir além, essa interconexao, se da nao apenas entre a disciplina de
atuagao, mas em toda a grade curricular, com as diversas disciplinas vistas pelo estudante.
O professor precisa saber se determinado tépico serd novamente abordado em diferentes
pontos do curriculo, em anos distintos, e se serd necessario pra outras disciplinas.

Conhecimento Especializado dos Contetdos (SCK): Sao os conhecimentos e habi-
lidades necessarios exclusivamente para o ensino. Entre elas, conhecer diversos algoritmos
para uma mesma situacao, pois em uma sala de aula é provavel que aparecam diferentes
resolugoes para uma mesma situacao-problema, e o docente deve ser capaz de reconhecé-las
e de buscar padroes nos erros cometidos. Assim como dispor de recursos para: explicar um
mesmo problema com diferentes abordagens, por exemplo, a possibilidade de dividir por 2
ou multiplicar por % na resolugdo de um mesmo problema; analisar abordagens que fogem
do “padrao”, mas que sao corretas; justificar a validade de determinado algoritmo em vez
de simplesmente exigir a memorizacao de procedimentos mecanicos; e, por fim, ter o conhe-
cimento de uma matematica descompactada, isto é, aquela que mostra a razao de ser dos

objetos em estudo e nao somente ideias sintéticas visando um resultado final.

Conhecimento do Contetido e Estudantes (KCS): E uma juncio entre conhecimento
matematico e conhecimento sobre os estudantes. O docente precisa ter certa familiaridade
com os alunos e uma compreensao matematica especifica, sendo capaz de identificar antecipa-
damente as principais dificuldades dos alunos, de modo a sugerir exemplos e representacoes,
que facilitarao a aprendizagem deles. Assim, o docente, precisa “saber ouvir’ para que possa
interpretar os raciocinios incompletos e emergentes de cada aluno, em sua propria lingua-
gem, seria, pois [...[ um amdlgama, envolvendo uma ideia matemdtica ou um procedimento
especifico e a familiaridade com o que o0s alunos normalmente pensam ou fazem (Ball et al.,
2008, p. 401, tradugao nossa)’. Por exemplo, o professor estaria usando esse tipo de conhe-
cimento ao analisar um erro cometido por um aluno, se sabe o porqué do erro ter ocorrido
baseando-se em experiéncias anteriores.

Conhecimento do Contetido e Ensino (KCT): Esse tipo de conhecimento é uma jungao
entre conhecimento sobre o ensino e conhecimento sobre a Matematica. O docente precisa
saber utilizar diferentes representacoes ao ensinar certo conceito e identificar véirias abor-
dagens e procedimentos que sao relacionados ao momento. Ele fard com que o professor
antecipe as dificuldades dos alunos e consiga preparar a aula a fim de contorna-las. Também
envolve questoes sobre como iniciar a abordagem de determinado tépico, quais tarefas devem
ser deixadas para um futuro e quais podem ser suprimidas para um melhor resultado, ainda
que fizessem parte de um planejamento pré-estabelecido.

Conhecimento do Contetido e Curriculos (KCC): Como citado anteriormente essa

7... an amalgam, involving a particular mathematical idea or procedure and familiarity with what students

often think or do.



SOBRE O CONCEITO DE CONHECIMENTO ESPECIALIZADO DE CONTEUDOS PARA A
2.2 DOCENCIA 15

categoria apenas sofreu mudancas em seu nome.

Nessa etapa, foi percebida a importancia que o chamado conhecimento especializado dos
contetdos possui na formacao docente. Esse detalhamento, certamente, esta entre as maiores
contribuicoes que Ball et al trouxeram as ideias de Shulman, pois ao mesmo tempo que
estabelece as bases de uma nova teoria, estd fortemente vinculado as situacoes praticas
vivenciadas pelos professores. A fim de esclarecer melhor o que se quer dizer com o conceito
introduzido, os autores discutem a situacao descrita a seguir.

E comum o aluno cometer erros com o algoritmo da subtracao. Notar que a resposta
estd incorreta nao exige nenhum tipo especial de conhecimento, pois basta saber operar a
subtracao e comparar resultados. Entretanto, perceber qual erro foi cometido, ja nao é tao
trivial. E mais, o professor deve ser capaz de dimensionar a origem do erro por meio de uma
andlise eficiente, de modo a poder contorna-lo, nao apenas com esse grupo de alunos, mas
também, em aulas vindouras.

Outro ponto de forte interesse ¢ a necessidade que se reconheca estratégias fora do padrao,
levantando questoes como: “E legitimo fazer isso?”; “Por qué?”; “Vai funcionar em geral?”; “E
mais indicado para algumas situagoes e menos para outras?”.

De modo a compreender melhor essas questoes, os autores apresentam um exemplo baseado
no simples calculo da subtracao 307—168, por meio da analise de possiveis resolucoes distintas
da “conta armada”. Certamente a maioria das pessoas saberd responder & questao, alguns
até o farao sem utilizar o algoritmo tradicional da subtragao, mas de fato, apresentarao o
resultado correto, isto é, 139. Obviamente é necessario o professor ser capaz de realizar essa
subtracao para poder ensiné-la, mas nao é suficiente, pois o simples ato de saber resolver nao
habilita alguém a interpretar, por exemplo, 0s erros cometidos pelos alunos, ja que Muitos
alunos da terceira série lutam com o algoritmo da subtracdo cometendo erros (Ball et al.,
2008, p. 396, tradugao nossa)® . Um erro muito comum cometido por esses alunos é o que
segue:

2 0 F
-1 6 €

2 e 1

Figura 2.2: Ezemplo 1: subtracdo.

Obviamente ¢ simples perceber que houve um erro, na pior das hipéteses, como dito an-
teriormente, bastaria resolver o problema (corretamente) e comparar os resultados obtidos.
Diante da divergéncia entre as respostas, certamente poderiamos afirmar que o resultado
analisado esta errado. E necessario que o professor analise o erro, buscando possiveis cau-
sas que tenham levado os alunos a cometé-lo e formas de contorna-lo em futuras aulas. No
exemplo dado, é muito provavel que ele, respeitando as posicoes de unidades, dezenas e cen-
tenas, tenha subtraido o menor algarismo do maior, mostrando, entretanto, incompreensao

do significado da subtragao.

Ball et al apontam que outro erro muito comum também cometido pelos alunos é:

8Many third graders struggle with the subtraction algorithm, often making errors.
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Figura 2.3: Exemplo 2: subtracado.

Nesse exemplo, é possivel perceber que o algarismo da unidade esta correto, certamente foi
obtido a partir de “17 — 8”. J& no algarismo da centena, o aluno respondeu 1, levando a crer
que o 17 no processo anterior, foi obtido, “pegando emprestado” 1 unidade do algarismo 3,
resultando portanto no campo das centenas “2 — 1”7 o que resultou 1. Provavelmente esse
aluno memorizou o procedimento “pegar emprestado”’, mas nao compreendeu o que esta por
tras do processo, ou seja, a decomposicao dos niimeros e seus valores posicionais. Além disso,
deve-se buscar o porqué de ter obtido 6 como resposta, uma vez que nas unidades e centenas
ele respeitou a ordem correta da subtracao.

Nos dois casos, ¢ nitido que o aluno necessita de interveng¢ao para que consiga se apropriar
dos conhecimentos exigidos para efetuar corretamente a subtracao, a saber, a compreensao
correta sobre os significados de valor posicional e a ideia da subtracao, mas de modo algum
podemos classificar os erros na mesma categoria. O primeiro efetua a operacao sem levar
em conta os valores posicionais, ou se o faz, apresenta uma possivel incompreensao sobre
diferenca entre niimero e numeral e o fato que a subtragdo é uma operacao entre os niimeros
envolvidos e nao apenas entre os algarismos que compoes 0s numerais que os representam,
aparentemente, subtrai os algarismos de cada coluna de modo independente, tomando sempre
o maior algarismo como minuendo. Ja o segundo mostra incompreensao sobre o significado do
zero na posigao das dezenas, ignorando-o duplamente, tanto no reagrupamento para efetuar
a subtracao das unidades, quanto na diferenca entre as dezenas. Mostrou, portanto, nao ter
compreendido o sistema decimal de numeracao e o significado da subtracgao.

Interpretar as duas respostas simplesmente como erradas, certamente é um modo simplista
de avaliar. Nao somente desatencioso como irresponsavel para com o objetivo de assegurar
o direito do aluno a aprendizagem. O professor deve atuar como mediador do processo de
aprendizagem e os erros sao 6timas oportunidades para alavancar o entendimento de toda
a classe em um ambiente de discussao e questionamentos que propicie ao aluno formular
estratégias de resolugoes. A seguir, apresentamos algumas resolugoes corretas e nao usuais
descritas em Ball et al:

20 F 2 0 7 2 9 9

-1 6 g - 1 &6 g - 1 & 0
-1 2 12 9

- e 0 2 0

2 0 0 1 0 7

1 32 9 1 3 9

Figura 2.4: Ezemplo 3: subtracdo.

Os exemplos mostram que o professor nao deve se limitar a intervir apenas nos erros dos
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alunos, ele deve também possuir um conhecimento especializado para reconhecer possiveis
raciocinios que mesmo nao sendo o padronizado, ainda assim respeitam os conceitos en-
volvidos e conduzem a uma resposta correta. Algumas vezes, o proprio modo utilizado por
algum aluno pode ser usado a favor do entendimento do contetido pela classe. Por exemplo,
observando o procedimento acima (tltimo a direita), o aluno transforma a conta “307 — 168”
na equivalente “299 — 160” subtraindo 8 de cada um dos termos. Certamente o resultado
das duas subtracoes serd o mesmo, dado que sao equivalentes, portanto um professor dis-
traido poderia considerar desnecessario comentar isso em classe. Mas por tras dessa simples
equivaléncia, estd um fato interessantissimo sobre a decomposicao dos niimeros. O professor
deve ser capaz de rapidamente compreender o raciocinio feito pelo aluno, inferir se é ma-
tematicamente correto e se tal abordagem ir& funcionar em casos gerais. Nos dois outros
exemplos, fica claro que se chegou ao resultado correto, porém os procedimentos utilizados
sao bem “pouco usuais” e merecem uma, atencao por parte do professor, dado que por tras
desse meio diferenciado, pode se esconder uma nao compreensao real da subtracao. De modo
que, esse aluno ird buscar uma maneira sui generis para cada problema proposto. A ana-
lise, no entanto, mostra que ambos tém uma logica correta no procedimento. Vale sempre a
pena perguntar ao aluno “como pensou”, para excluir a possibilidade do “acerto casual”. No
primeiro caso a logica baseia-se na soma algébrica de niimeros inteiros. E o segundo parece
utilizar a ideia da subtracao na resolucao de problemas do tipo “quanto falta para”.

Podemos concluir essa discussao com a seguinte frase: Andlise de erros é uma prdtica comum
entre matemdticos no transcorrer de seu proprio trabalho; a tarefa no ensino difere apenas
na medida em que essa andlise incide sobre os erros cometidos pelos alunos (Ball et al.,
2008, p. 397, tradugao nossa) .

A fim de compreender melhor os termos destacados anteriormente, podemos montar o se-
guinte quadro, enfatizando como e em qual cada um dos seis conhecimentos poderiam ser
mobilizados na pratica docente:

O professor é capaz de: Categoria

Reconhecer uma resposta errada (CCK)

Dimensionar a natureza do erro, especialmente os incomuns SCK

Buscar referéncia em sua familiaridade com erros cometidos pelos alunos (KCS)

Selecionar a abordagem que serd mais eficiente nesse especifico contexto KC

(

(KCT)
Avaliar defasagens de aprendizado dos alunos relativas ao ano escolar (KCQ)
Criar situagoes didaticas que articulem os conteidos de modo significativo | (HCK)

Obviamente, o quadro anterior, serve apenas como uma ilustragdo para que se entenda
melhor cada uma das categorias na situacao especifica da discussao de erros, pois na pratica,
essa separacao nao é estrita. Uma mesma tarefa que o professor desempenha pode mobilizar
mais de uma categoria ao mesmo tempo, por exemplo, ao selecionar uma lista de exercicios
para que os alunos resolvam, ele estd mobilizando conhecimento bdsico e especializado dos
conteidos. Ao ordenar uma sequéncia que seja logica e ao mesmo tempo didatica para esses
exercicios, o professor deve levar em consideragao as dificuldades que os alunos revelarao e
decidir como ira intervir. Nesse ponto, estao sendo mobilizados conhecimentos do conteido
e estudantes, e conhecimento do contetdo e ensino. Enfim, é preciso que fique claro que essa
subdivisao serve como ponto de referéncia e compreensao, uma vez que as acoes ocorridas
ao longo da pratica de ensino sao organicas e continuas.

%Error analysis is a commom practice among mathematicians in the course of their own work; the task
in teaching differs only in that it focuses on the errors produced by learners.



18 JUSTIFICATIVA E EMBASAMENTO TEORICO 2.2

Parece-nos 6bvio que o professor deve conhecer o conteiido matematico a ser ensinado, mas
também, sempre nos pareceu evidente que isso nao é suficiente para levar a cabo o trabalho
de ensinar. Mais do que acumular conhecimento matematico avancado, o professor deve se
perguntar o quao 1til é esse conhecimento enciclopédico para sua pratica escolar. Os cursos e
trabalhos que abordam tais ideias, tendem a ser tedricos e de carater unicamente académicos,
abrindo margem para que se coloque de lado o foco principal das pesquisas, a saber, a sala
de aula.

Embora existam excec¢oes, a esmagadora maioria dos cursos de licenciaturas espe-
cificos e cursos de formagao docentes em geral, sdo vistos por professores, formula-
dores de politicas e pela sociedade como tendo pouca influéncia sobre a realidade
do dia-a-dia da prética escolar e pouco efeito sobre a melhoria do ensino e da
aprendizagem (Ball et al., 2008, p. 404, tradugao nossa)!Y.

Desse modo, foi pensando justamente no professor e em sua pratica docente que desenvolve-
mos este trabalho, buscando contemplar virias das categorias apresentadas anteriormente.
Nosso foco prioritario é a formacao continuada de professores, entretanto acreditamos que ele
também possa ser util a outros leitores. Tentamos, na medida do possivel, trazer o méximo
de informacoes, demonstragoes, fatos historicos, aplicacoes e até curiosidades para que o
texto seja auto contido, necessitando de um minimo de pré-requisitos. Quando julgamos ne-
cessaria uma extensao maior de conhecimento prévio, optamos por fazer indicacoes de obras
que tratem do assunto de modo agradével e completo, para nao alongar demasiadamente o
texto.

Contemplamos aqui as categorias conhecimento de horizonte dos conteidos e conhecimento
do contetddo e curriculos uma vez que nosso trabalho estabelece uma conexao entre loga-
ritmos, cdlculo de areas e geometria analitica, bem como traga um apanhado historico e
epistemologico dos mesmos.

Como este trabalho fornece ao professor ferramentas para utilizar diferentes representacoes
ao ensinar os logaritmos, ele traz também elementos pertinentes & categoria conhecimento
do conteido e ensino.

Entretanto, a categoria principal que abarcamos nesta dissertagao ¢ a do conhecimento espe-
cializado dos contetdos. Ao ler este trabalho, o professor conhecerd uma abordagem diferente
da que é comum em sala de aula. Nao queremos com isso, fazé-lo optar por uma ou outra,
que julgue ser melhor, mas sim fornecer subsidios e ferramentas que possibilitem a criagao
de uma eventual terceira via de acesso ao conhecimento, utilizando aspectos de cada uma
das abordagens que julgar mais adequado para seus alunos.

Partindo portanto do ponto de vista que existe um tipo de conhecimento especifico para a
profissao docente, buscamos, nos autores apresentados, subsidios que mostrem a necessidade
e a importancia de trabalhos como esse por nds apresentado. Esperamos, dessa forma, que
o professor possa fazer uso dele para reforcar seu conhecimento e sentir-se preparado para,
enriquecer o que ¢ usualmente apresentado nos livros didaticos, levando informacoes aqui
contidas aos seus alunos.

10 Although there are exceptions, the overwhelming majority of subject matter courses for teachers, and
teacher education courses in general, are viewed by teachers, policy makers, and society at large as having
little bearing on the day-to-day realities of teaching and little effect on the improvement of teaching and
learning.



Capitulo 3

Contextualizacao Histoérica

3.1 Os logaritmos

Quando pensamos nos primérdios dos logaritmos, dois nomes merecem destaque. De forma
independente as principais ideias sobre o assunto foram desenvolvidas pelo matematico, fisico
e astronomo escocés John Napier (1550 — 1617) que publicou em 1614 um livro intitulado
Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Uma descri¢ao da maravilhosa regra dos logarit-
mos) e pelo matematico sui¢o Jost Biirgi (1552 — 1632) cuja obra de nome Arithmetische
und Geometrische Progress Tabulen (Tabuas de progressoes aritméticas e geométricas) foi
publicada em 1620. De acordo com Boyer (1974, p. 230) é provavel que a ideia de logaritmo
tenha ocorrido a Biirgi seis anos antes que a Napier, por volta de 1588. Entretanto, como
aponta Lima (2009, p. 01), por conta de seu bom relacionamento com professores univer-
sitarios, a obra de Napier acabou se sobressaindo e seu nome tornou-se referéncia quando
falamos na invengao dessa fun¢ao. O proprio termo “logaritmo” foi criado por ele (Napier) e
quer dizer algo como namero idealizado, (Log - prefixo de logos - razao em grego. Aritmo -
de aritmética, ou ntmero. Literalmente, niimero concebido pela razao ou pensamento, e por-
tanto, ntimero idealizado), desse modo, daqui em diante vamos sempre nos referir a Napier
como criador, obviamente ja tendo dado os devidos créditos e méritos a Biirgi.

A data precisa do nascimento de John Napier é desconhecida, mas ha um consenso entre
estudiosos que o ano foi realmente 1550. Filho de Sir Archibald Napier e Janet Bothwell, aos
13 anos foi mandado para a Universidade de St. Andrews estudar religiao. Com pouco mais
de 20 anos retorna a sua terra natal, onde passa a tomar partido em controvérsias religiosas
da época. Casa-se com Elizabeth Stirling com quem tem dois filhos. Em 1579, ap6s a morte
de sua esposa, se casa com Agnes Chisholm com quem tem mais dez filhos, entre eles, Robert
Napier que mais tarde exercerd papel importante na ampliacao da obra de seu pai.

De inicio, um dos principais interesses de Napier era o ativismo religioso, tendo inclusive
publicado, em 1593, a obra A Plaine Discovery of the whole Revelation of Saint John (Uma
descoberta completa de toda a revelacao de Sao Jodo) em que expoe seus pontos de vista
e ataca radicalmente a Igreja Catolica. Seu livro teve mais de 20 edicoes e foi traduzido
para varios idiomas. Entretanto, nao obstante todo o sucesso que teve esse livro, ou ainda
as varias disputas envolvendo seu nome, o que lhe colocou nos anais da histoéria e o tornou
mundialmente famoso foi seu trabalho com os logaritmos.

De fato tal invencao foi recebida com muita satisfacdao pelos estudiosos da época. Um dos
cientistas que recebeu-a com entusiasmo foi o astréonomo Johannes Kepler que os utilizou
em seus calculos de orbitas planetarias. Aquele era um periodo de grande expansao do
conhecimento cientifico: as ideias de Copérnico (heliocentrismo); Ferndo de Magalhaes (cir-

19
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cunavegacao do globo); Galileu Galilei (mecénica) entre varias outras traziam a tona novos
problemas. No fim do século XVI, o desenvolvimento da Astronomia e da navegacao exigia
longos e laboriosos cdlculos aritméticos Lima (2009, p. 01). Diante desse panorama, para que
a ciéncia pudesse continuar a progredir, também a Matematica deveria evoluir. A melhor fer-
ramenta para se transformar um produto em uma soma e simplificar um calculo, até aquele
momento, eram as chamadas igualdades de prostaphereses, identidades trigonométricas que
determinam produtos a partir de adicoes e subtracoes:

2 sena cos 3 = sen(a + ) +sen(a — )
2 cos a senf3 = sen(a 4 3) — sen(a — f5)
2 cos o cos 3 = cos(a + fB) + cos(a — f3)
2 sen o senf3 = cos(a — ) — cos(a + )

Esse processo era largamente empregado por astrénomos para simplificar calculos e /.../
passaram a ser largamente usadas por matemdticos e astronomos perto do fim do século
XVII como um método de conversao de produtos em somas e diferencas (Eves, 2004, p.
343). Provavelmente disso resultaram muitas das ideias precursoras dos logaritmos, uma vez
que Napier inicialmente restringiu seus logaritmos aos senos de angulos.

3.2 Progressoes e logaritmos

Uma segunda ideia que possivelmente surgiu como catalisadora da invencao dos logaritmos
foram as relacoes que podem ser estabelecidas entre progressoes aritméticas e geométricas
como sinalizado no titulo da obra de Biirgi, mais especificamente, entre os termos de uma
PA que podem ser vistos como expoentes dos termos correspondentes de uma PG. Michael
Stifel publica em 1544 um livro chamado Arithmetica Integra e nela encontramos lado a lado

as sequéncias:
01 2 3 4 5 6 7 8 9 0 ... (0
0 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 ... (II)

Observe que para obter o produto de dois nimeros da sequéncia (II), basta somar os corres-
pondentes de (I) e localizar o resultado na sequéncia (IT). Por exemplo, para se multiplicar 4
por 16, basta somar 2 e 4 (correspondentes de 4 e 16 na sequéncia (I) respectivamente) que
resulta 6 e localizar o resultado em (IT) que é 64. Isso decorre claramente da regra simples
416 = 22.2% = 224 = 26 — 4. Porém lembremos que na época nao havia essa notacao
com poténcias. Fvidentemente nao eram esses cdlculos, com numeros tao simples, que ne-
cessitavam astronomos e navegantes. Mas ai estava o germe da ideia (Druck , 1995, p. 3).
Foi a partir dessas ideias que o tema evoluiu.

Napier publica sua primeira obra sobre os logaritmos em 1614. Em 1619, postumamente, seu
filho Robert publica um segundo volume intitulado Mirifici logarithmorum canonis construc-
tio (Construcio da maravilhosa regra dos logaritmos). E importante dizer que as primeiras
tabelas apresentadas nao se assemelhavam as nossas atuais, onde temos expoentes aos quais
elevamos certo valor (base) para assim obter o nimero dado, tampouco se utilizou a base 10
ou a base e (chamada base Neperiana em homenagem a Napier).
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Henry Briggs (1561-1631), professor de geometria de Oxford ficou tdo maravilhado com a
nova invencao que resolveu ir até a Escocia conhecer Napier pessoalmente. Tal encontro
ocorreu em 1615 e nele Briggs propoe duas mudangas significativas no trabalho para tornar
as tabelas mais faceis de utilizar: que o logaritmo de 1 fosse igual a zero e que o logaritmo de
10 fosse igual a um. Napier recebe bem as sugestoes. Entretanto devido a sua idade avancada
e delicada satide, coube ao proprio Briggs computar! e publicar os novos resultados, que saem
em 1624 sob o titulo Arithmetica logarithmica. A obra continha os logaritmos de base 10 dos
inteiros de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000 com 14 casas decimais de precisao. Os valores
entre 20.000 e 90.000 foram posteriormente acrescentados pelo editor holandés Adriaan Vlacq
(1600 — 1667) em 1628 na segunda edicao da Arithmetica logarithmica.

O uso da nova ferramenta se espalhou pela Europa de tal modo que foram feitas traducoes
da obra de Napier para o inglés, holandés, italiano, alemao indo inclusive muito além do
continente [...] o pais sequinte a adotar a nova invencao foi a China, onde apareceu, em
1653, um tratado sobre logaritmos escrito por Xue Fengzuo, um discipulo do jesuita polonés
John Nicholas Smogulecki (1611 — 1656) (Maor, 2006, p. 29). No ano de 1713 as tabelas
completas de Vlacq ja tinham sido publicadas em Pequim e pouco tempo depois a novidade
estava também no Japao.

Nesse meio tempo, periodo em que era disseminado o novo conhecimento, alguns entusiastas
perceberam que era possivel construir um engenho mecanico que se encarregaria de calcular
os logaritmos. A ideia primitiva apresentada pelo sacerdote inglés Edmund Gunter (1581 —
1626), surgiu em 1620 e consistiu em uma escala logaritmica na qual as distancias podiam
ser medidas e em seguida somadas e subtraidas com um par de compassos. Posteriormente
em torno de 1622 o clérigo e matematico William Oughtred (1574 — 1660) teve a ideia
de utilizar duas escalas logaritmicas que se moviam uma em relagdo a outra. Ougthred
construiu duas versoes para sua régua, uma linear e uma circular, essa tltima, assim como
a primeira, possuia duas escalas marcadas em dois discos distintos que giravam em torno de
um mesmo eixo. As réguas de calculo foram uma importante invencao para os cientistas e
engenheiros. Por mais de 300 anos podiamos encontrar essas “méaquinas’ presas aos cintos de
qualquer estudante de exatas, tendo inclusive virado uma tradigao um filho ganhar do pai
uma régua dessas ao se graduar no ginasio. Mais recentemente, com o avango da tecnologia
e o surgimento de calculadoras cada vez menores e mais baratas, essas réguas perderam seu
sentido pratico tornando se objetos de decoracao para os amantes das exatas ou simplesmente
objetos descartaveis.

Uma segunda ferramenta tida como essencial era a tabela de logaritmos que também pouco
a pouco foi perdendo seu espaco para a tecnologia, entretanto, com mais vagar, uma vez
que ainda podemos encontrar trechos e exemplos de tabelas nos finais de alguns livros. No
ensino atual de Matemética vemos um forte desgaste nesse assunto, dado que o ensino dos
logaritmos na maior parte das vezes é baseado em regras de manipulagao. Permeado de
exemplos que pouco ou nada chamam a atencao dos alunos, tém como ponto fulcral o fato
de que a maioria das aplicagoes interessantes em que aparecem os logaritmos, usam por
base o irracional e, que como visto anteriormente, nao é bem explorado nos livros didaticos
e nao é suficientemente abordado nas aulas. Mas o fato é que os logaritmos e as tabelas
[...] representam, para os séculos XVII, XVIII e XIX, o que os computadores representam
para o século XX, em matéria de cdlculos numéricos (Druck, 1995, p. 12) e ainda, como nos
conta o grande matematico Pierre Simon de Laplace: Ao reduzir suas tarefas, a invencao

!Na elaboracdo da sua primeira tabela, em 1617, Briggs usou um método de interpolacdo linear que sera
detalhado na segao 3.3 desta dissertagao.
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dos logaritmos dobrou a vida dos astronomos (Maor, 2006, p. 39).

Se por um lado a tecnologia tomou dos logaritmos seu papel de destaque na Matematica,
por outro a funcao logaritmica estd muito longe de perder sua importancia dado seu extenso
uso na modelagem de situagoes em quase todos os ramos da Matemaética pura e aplicada.
E possivel encontrar aplicacio para ela na Fisica, Quimica, Biologia, Musica, Artes e em
diversas outras areas. Napier nao dispunha na época do conceito de fungao e consequen-
temente, ndo discutiu a fungao logaritmica. Porém, como aponta Druck (1995, p. 12), em
virtude da necessidade de se atribuir um valor de logaritmo para qualquer niimero, mesmo
intermediarios entre os constantes de sua tabela, Napier utilizou uma definicao baseada
em um movimento continuo dos pontos ao longo da reta, algo que pode ser pensado como
uma defini¢do cinemética. Porém a formalizacdo da fungao logaritmica (a que aparece com
frequéncia nas areas citadas) se fez muito tempo apods esses acontecimentos. A explanacdo
do modelo cinemético sugerido por Napier foge ao nosso escopo e serd omitido aqui, mas a
quem interessar, encontrara uma boa explanacao em Druck (1995).

3.3 Interpolacao linear

Nao podemos afirmar que a interpolacao linear é o tinico procedimento existente para calcular
valores aproximados de um logaritmo, entretanto sabemos que se trata de um método bem
antigo. Existem logaritmos que sao imediatos, devido a nossa familiaridade com as operacoes
entre nimeros naturais e a potenciacao. Por exemplo, nao nos traz grandes dificuldades
responder quanto vale log, 8 ou ainda resolver a equacao logs z = 3 bastando conhecer a
definicao mais comum encontrada nos livros para o logaritmo. Entretanto, uma tarefa que
nao é tao simples, é calcular log, 7 ou resolver log; x = 2, 5.

Esse foi um problema que, seguramente, ocupou a mente dos elaboradores das tabelas
de logaritmos no século XVII. Ou mesmo aos usuarios que, de posse das tabelas, em deter-
minadas ocasioes, tivessem necessidade de um valor de logaritmo com uma precisao maior
do que a oferecida ou do logaritmo de um namero que delas nao constasse. Assim, seria im-
portante haver um método para a obtengdo de uma representagdo decimal aproximada (no
grau desejado) do valor do logaritmo de um nimero intermediario, a partir de dois outros
valores conhecidos.

O método, que serd apresentado, teve sua ideia extraida do artigo Das Porcentagens aos
Logaritmos de Jakubovic (1980). Nele, vemos as propriedades dos logaritmos serem usadas
de modo simples, porém extremamente funcional. E notavel como as ideias de médias arit-
mética e geométrica se conectam, lembrando fortemente aquela estabelecida, na secao 3.2,
entre uma PA e uma PG. Também é interessante ressaltar, a possibilidade de trabalhar esse
procedimento com alunos do Ensino Médio, reforcando a bela conexao existente entre os
assuntos e que podemos facilmente caracterizar como um conhecimento especializado defen-
dido por Ball et al (2008). A fim de tornar sua compreensao mais rapida, iniciaremos com um
calculo, do qual ja conhecemos o resultado que (supostamente) estamos procurando. Assim,
ele servira para familiarizar o método e ficard como exemplo motivador. Vamos “descobrir”
o valor de log, 8.

Obviamente podemos levantar algumas conjecturas utilizando dois logaritmos conhecidos
que sejam, um anterior e outro posterior ao valor “desconhecido”, nesse caso, temos conhecido
que log, 4 = 2 e também que log, 16 = 4.

Continuando nossa busca, “nao sabemos dizer com certeza” quanto vale log, 8, mas nos
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parece logico? que ele deve estar em acordo com a desigualdade:

log, 4 < log, 8 < log, 16

2 <log,8 <4

Vamos tirar a média aritmética entre os dois extremos da primeira desigualdade acima:

1 1
5 5 =3° log,(4 - 16) = log,(64)2 = log, 8
Por outro lado, realizando a mesma média aritmética, mas agora usando a segunda desi-
2 6
gualdade, obtemos, ;— =5= 3 do qual, podemos concluir que log, 8 = 3.

Partiremos agora para um exemplo mais interessante do que o inicial. Vamos buscar uma
aproximacao decimal para o valor de log, 7. Podemos, como descrito no exemplo introdutorio,
partir das desigualdades:

log, 4 < log, 7 < log, 8

2 < log, 7 < 3

Vamos tirar a média aritmética entre os dois extremos da primeira desigualdade acima:

log, 4 +log,8  logy(4-8)
2 2

1 1
skl log,(4 - 8) = log,(4 - 8)2 = log, 5,7.

243 5
o 5= 2,5 do qual, podemos concluir que log, 5,7 = 2, 5.

Ora, a partir dessa nova informagao, podemos refinar nossa conjectura inicial, isto é,

Por outro lado,

log, 4 < log, 7 < log, 8

serd substituida pela estimativa melhor

log, 5,7 < log, 7 < log, 8

2 < log, 7 < 3

serd substituida pela estimativa melhor

2,5 <log,7 <3

2Na verdade, tal fato esta longe de ser 6bvio e suas provas envolverdo o comportamento desses niimeros,
crescimento e injetividade no caso de fun¢oes, etc, mas vamos deixar esses pormenores de lado em beneficio
de um maior enfoque sobre o que esta em foco, isto é, a interpolacao de logaritmos.
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Obtemos desse modo uma desigualdade semelhante & anterior, porém essa, com uma infor-
macao mais fina, isto é:
log, 5,7 < log, 7 < log, 8

2,5 <log,7 <3

Ora, note que a partir dessa ultima desigualdade obtida, podemos repetir o processo e refinar
ainda mais nossa conjectura, ou seja:

logy 5,7 +log,8  logy(5,7-8) 1 1
0829, ; %822 _ °g2<2’ ):§-log2(5,7-8):10g2(5,7-8)2 ~ log, 6,8

2,5+3 5,5
Por outro lado, — 2+ = ’7 = 2,75 e podemos concluir que log, 6,8 = 2, 75. Assim,

log, 5,7 < log, 7 < log, 8

substituimos por

log, 6,8 < log, 7 < log, 8

consequentemente,

2,5 <log,7 <3

substituimos por
2,75 <log, 7< 3

E por conseguinte:
log, 6,8 < log, 7 < log, 8

2,75 <log, 7 <3

Aplicando o processo pela terceira vez, obtemos o resultado log, 7,4 = 2,88, consequente-
mente, nossa desigualdade sera:

log, 6,8 < log, 7 < log, 7,4

2,75 <log, 7 < 2,88
Aplicando o processo pela quarta vez, obtemos o resultado log, 7,1 = 2,82 e por conseguinte,

nossa desigualdade sera:
log, 6,8 < log, 7 < log, 7,1

2,75 <log, 7 < 2,82

Aplicando o processo pela quinta vez, obtemos o resultado log, 6,9 = 2,79 e por conseguinte,
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nossa desigualdade seréa:
log, 6,9 < log, 7 < log, 7,1

2,79 <log, 7 < 2,82

Note que, ap6s apenas cinco iteracoes, obtivemos uma boa aproximacao para o valor esperado
ao usar uma calculadora, que é, log, 7 = 2, 807355, com aproximagao para seis casas decimais.
Essa aproximacao pode ser tao boa quanto desejarmos, bastando para isso calcularmos tantas
iteracoes quanto necessarias.

De fato, o método nao é muito préatico e dependendo da aproximacao desejada, a busca
pode se tornar muito cansativa. Mas nos tempos em que nao haviam maquinas calculadoras
ou tabelas logaritmicas, certamente esse método teve papel de destaque na elaboragao das
tabelas de logaritmos de base 10 de Briggs, em 1617 (Jakubovic, 1980).

Apenas a titulo de fixacao, vamos calcular mais um valor, usando para isso, trés iteracoes.

Nesse exemplo, iremos calcular o valor de logg 31 que nao sabemos dizer exatamente quanto
vale, procedendo como anteriormente, obtemos:

log; 27 < logs 31 < logs 81

3 <logy3l <4

Vamos tirar a média aritmética entre os dois extremos da desigualdade acima:

log, 27 + log, 81  log,(27 - 81 1
0gs4 ‘;— 08301 _ 083( : ) =5 logs(27 - 81) = log4(27 - 81)% = log3 46,8

3+4 7
Por outro lado, % =5= 3,5 do qual, podemos concluir que log; 46,8 = 3, 5.

Ora, a partir dessa nova informagao, podemos refinar nossa conjectura inicial, isto é,

log; 27 < logs 31 < log, 81

substituimos por

log, 27 < logs 31 < log4 46,8

consequentemente,

3 <logy3l <4

substituimos por

3 <logy31 < 3,5

Obtemos desse modo uma desigualdade semelhante & anterior, porém essa, com uma infor-
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macao mais precisa, isto é:
logs 27 < logs 31 < logs 46, 8

3 <logy31 < 3,5

Ora, note que a partir da ultima desigualdade obtida, podemos repetir o processo e refinar
ainda mais nossa conjectura, ou seja:

logs 27 + log; 46,8 logs(27-46,8) 1
P63 +2Og3 .8 _ logs( 5 ’):5-1og3(27-46,8):10g3(27-46,7)%glog335,6.

3+3,5 6,5
Por outro lado, +2 — = ’7 = 3,25 e podemos concluir que log; 35,6 = 3, 25.

Desta forma,

logs 27 < logs 31 < log, 46, 8

substituimos por

logs 27 < logs 31 < logs 35,6

consequentemente,

3 <logy31 < 3,5

substituimos por

3 <logy31 < 3,25

E por conseguinte:
logs 27 < logs 31 < logs 35,6

3 < logy31 < 3,25

Aplicando o processo pela terceira vez, obtemos o resultado logs 31,003 = 3,125 e por
conseguinte, nossa desigualdade sera:

logs 27 < logg 31 < logg 31,003

3 <logs 31 < 3,125

Nesse caso, apés trés iteragoes, obtivemos uma aproximacao tao boa, para o valor esperado,
logs 31 = 3,1257, que ela apenas se difere apo6s a quarta casa decimal. Novamente lembramos
que essa aproximagcao pode ser tao boa quanto desejada, bastando aumentar o ntimero de
iteragoes.
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3.4 Juros Compostos e um limite curioso

Sem dividas o ato de emprestar algum dinheiro e cobrar uma taxa pelo “favor” é uma pratica
muito antiga. Em tabulas de argila da Mesopotamia que datam de 1700 a.C. podemos encon-
trar um problema que, interpretado com a linguagem atual, pede para calcular em quanto
tempo uma quantia em dinheiro ird levar para se duplicar caso seja investida a uma taxa de
vinte por cento ao ano. Note que para resolver um problema como esse hoje, certamente uti-
lizamos os logaritmos, entretanto, como ja sabemos, os babiloénios ainda nao dispunham de
tais conhecimentos, eles utilizavam a ideia chamada interpolagao linear apresentada anteri-
ormente, que apesar de um tanto rudimentar apresentava um resultado bem satisfatorio /.../
sua resposta, x = 3, 7870 encontra-se notavelmente proxima do valor correto, que é 3,8018
(isto é, cerca de trés anos, nove meses e dezoito dias) (Maor, 2006, p. 42).

Em notagao moderna utilizamos a relagdo M = C'(1+1)" para o calculo de juros compostos,
ou popularmente conhecido como “juros sobre juros”, que sao aqueles nos quais os juros
gerados a cada periodo sao incorporados ao capital para o calculo do rendimento no periodo
seguinte. Muitos bancos utilizam essa relagao, mas com uma “taxa por periodo”. Desse modo,
se estipularmos uma taxa anual de 5% que serd composta duas vezes ao ano, o banco utilizara
metade da taxa por semestre. Por exemplo: se um valor de 100 serd composto duas vezes
a uma taxa de 2,5% ao perfodo (semestre), teremos 100 - (1,025)% o que resulta 105,06
(um acréscimo maior que os 5% iniciais). Nas transacdes econdmicas achamos todo tipo
de composicao de juros: anual, semestral, bimestral, mensal, semanal, diario entre outros
periodos. Vamos generalizar supondo que a composicao seja efetuada n vezes ao ano. Para
cada periodo a taxa utilizada pelo banco sera dividida por n. Como em ¢ anos existem (nt)
periodos, apos os t anos o capital rendera:

. nt
M:O(Hi) .
n

Dessa forma podemos encarar a primeira equacao como um caso particular da segunda para
n=1.

Vamos agora observar uma situacao bastante interessante a partir da dltima relacao. Mas
antes de vé-la, é preciso dizer que, do ponto de vista pratico, a situagao pode parecer um
tanto absurda, pois vamos supor um banco que ofereca uma taxa de juros de 100% por
periodo. Entretanto do ponto de vista didéatico a situagao é bem esclarecedora. Entao vamos
admitir, como dito, uma taxa de juros de 100%, t sera igual a um ano e para simplificar
nossa discussao vamos comecar nossa aplicacao com $ 1,00. Desse modo a equacao ficara:

1 n
M_(1+—) .
n

Vamos analisar o comportamento de M a medida que o valor de n cresce:
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n M
1 2
2 2,25
3 2,37037. ..
4 2,44141. ..
5 2,48832. ..
10 2,59374. ..
50 2,69159. ..
100 2,70481. ..
1.000 2,71692. ..
1.000.000 | 2,71828...
10.000.000 | 2,71828. ..

Note que pelos dados da tabela, aparentemente se tomarmos qualquer valor acima de
1.000.000 para n o valor de M nao serd afetado, mas para sermos realmente corretos, deve-
mos entender que ele é sim afetado, mas em valores cada vez menos significativos, ou seja,
muitas casas apés a virgula. O resultado de M ira cada vez mais se aproximar de um valor
chamado lzmite, cuja representagao decimal tem infinitas casas e nao é periddica. Isso é algo
muito curioso e nada intuitivo. Apenas os fatos apresentados pela tabela nao sao suficien-
tes para se demonstrar que esse limite existe e que é o numero e. Afinal nada nos garante
que para algum valor de n maior do que o nosso ultimo “teste” encontremos, por exemplo,
M = 3. Para provarmos tais afirmacoes, é necessaria uma minuciosa analise logica que serd
omitida por enquanto.

Nao podemos precisar quando e em que contexto esse ntimero foi percebido pela primeira vez,
sabemos porém que ja a /... sequnda edi¢do da tradugao de Edward Wright do Descriptio de
Napier (1618) continha uma referéncia indireta ao e (Maor, 2006, p. 45). De fato, dado as
viagens intercontinentais, culminando com o grande crescimento do comércio internacional
e das transacoes financeiras, é de se esperar que tenha sido dada uma atencao maior as
questoes envolvendo juros compostos e consequentemente aos fatos envolvendo os valores da
sequéncia apresentada. Mas tudo isso nao passa de especulacao. Com o passar do tempo e a
evolucao de alguns conceitos mateméticos, entre eles o famoso Calculo Diferencial e Integral,
o ntimero e juntamente com 7 passaram a figurar entre as constantes mais importantes, nao
apenas da Matematica, mas de intimeras ciéncias exatas ou nao. Como aponta Simmons, a
constante e se tornou /[...[ o numero mais importante encontrado na matemdtica depois do
famoso m (Simmons, 1987, p. 351). Dentre as inimeras aplicagoes dessa constante nas fun-
coes exponenciais e logaritmicas, vamos apresentar agora uma funcao em que, nao obstante
sua importancia, tanto para a Matematica pura quanto aplicada (como dezenas de outras
semelhantes a ela), carrega consigo uma grande curiosidade para os entusiastas desta ciéncia,
pois a partir dela obtemos a famosa Equacao de Euler, considerada por muitos como a mais
bela equacao existente. Porém, antes de abordar tal equacao, é interessante conhecermos um
pouco mais sobre o matematico que lhe empresta nome.

Um dos maiores matematicos de todos os tempos foi Leonhard Euler (1707 — 1783). Filho
de um pastor protestante, nascido na Basileia - Suica, ingressou na Universidade da Basileia
aos 14 anos para estudar teologia, linguas, medicina entre outros assuntos. Porém o que lhe
despertava interesse mesmo era a Matematica. Inclusive, Nas tardes de sdbado, tinha aulas
particulares com o famoso matemdtico Johann Bernoulli, e se tornou amigo de seus dois
filhos, Nicolaus e Daniel (Crease, 2011, p. 82). Obteve seu diploma em 1723, ocasido em
que tentou seguir pelo caminho da teologia a pedido de seu pai, mas logo desistiu voltando
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sua atencao a Matemaética, sua verdadeira paixao. Em 1727 recebeu um convite para fazer
parte da recém-fundada Academia de Ciéncias da Rissia, em Sao Petersburgo e logo se torna
matematico-chefe. Sua producao era tao vasta que a revista da instituigao nao dava contar
de publicar todos os seus trabalhos, formando, desse modo, pilhas de materiais que eram
usados conforme obtinham espaco para publicar.

A Matematica nessa época ja estava bastante desenvolvida, mas era concentrada em ramos
de estudo isolados. Os principais eram a Geometria (estudo de pontos, retas, planos e das
propriedades de figuras obtidas por meio deles), a Trigonometria (subdivisao da primeira, que
estuda as relacdes entre angulos e lados de um triangulo) e a Algebra (estudo das equacdes,
prioritariamente a coeficientes racionais - suas bases remontam a Idade Média e ao famoso
matematico arabe Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi (780 — 850)). No inicio do século
XVIII, nascia um novo ramo da Matematica que ficou conhecido como Anélise, e tratava
principalmente do estudo de temas como os infinitos, infinitésimos, ntmeros reais, medidas,
numeros complexos entre outros. Ela surge a partir do Célculo Diferencial e Integral, assunto
com forte destaque no século anterior e responsavel por revolucionar todas as ciéncias exatas.
Coube ao grande matematico Euler organizar as ideias existentes, bem como suas proprias
descobertas [...[ num corpo de conhecimento coerente e a transformou numa drea organizada
e robusta da matemdtica (Crease, 2011, p. 84). Também foi responsavel por desenvolver
um estudo sistematico das funcoes - assunto indispensavel nos dias atuais - e fez grandes
descobertas no estudo das séries (somas com infinitos termos). Introduziu e padronizou
diversos simbolos e notagoes que ainda hoje utilizamos, tais como: , e, i, f(z), sen, cos, Y _,
entre tantos outros.

Mas nem tudo foram flores no caminho desse importante matematico, Euler sofreu dois
grandes golpes da vida. Ainda na Academia de Ciéncia da Riussia sofreu uma congestao
cerebral por conta da fadiga do trabalho que o deixou cego do olho direito. Aos 56 anos
descobriu que tinha catarata no olho esquerdo e pouco tempo depois fica cego desse olho
também. Mas isso, de modo algum interferiu em sua producao cientifica. Metade de sua obra
foi produzida depois de cego com a ajuda de empregados que anotavam o que Euler ditava e
depois liam para que fosse revisado. Faleceu em setembro de 1783 enquanto conversava com
o astronomo, fisico e matematico Anders Johan Lexell, seu grande amigo e também membro
da Academia de Ciéncia da Rissia.

O legado deixado por Euler ainda hoje exerce influéncia nas producoes cientificas. Ele aju-
dou a desenvolver principalmente a algebra, a analise e a topologia (4rea que nem existia
em sua época). Seu livro Instrugdes completas em dlgebra foi, por muito tempo, considerado
exemplo de livro didatico para o assunto, existindo inclusive traducoes para o portugués.
Para a topologia, sua principal contribuicao veio com a resolugao do famoso Problema das
pontes de Kinigsberg, que questiona a possibilidade de atravessar as sete pontes que ligam
as margens e as ilhas da cidade cruzando cada ponte uma tnica vez. Contudo, suas maiores
contribuicoes foram para o recém criado campo da andlise, cujo trabalho mais famoso, in-
titulado Introducao a andlise do infinito, de 1748, e dividido em dois volumes, traz grandes
descobertas acerca de fungoes que sao descritas por séries.

Introdugdo fez para a anélise o que os Elementos, de Euclides, fez para a geometria
e o Hisab al-jabr wa’l muquabalah, de al-Khwarizmi, fez para a dlgebra. Foi um
texto cléssico, que inspirou geragoes a aprender andlise, especialmente as séries
infinitas (Crease, 2011, p. 84 apud Burton, 1985, p. 503).

Ainda nessa obra, Euler anuncia a descoberta de uma conexao brilhante entre funcoes expo-
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nenciais, trigonométricas e nimeros imaginarios. No capitulo VII, mostra os beneficios de se
trabalhar com uma funcao exponencial cuja base fosse um ntmero que resultasse da soma

1 1 1
dos termos da série infinita 1 + T + 3 + 30 + 1 + .... No capitulo VIII, passa a trabalhar
com funcdes trigonométricas, representando-as pelo que hoje conhecemos por ciclo trigono-
métrico. Aqui também aparece a prova de fatos ja conhecidos, incluindo a possibilidade de
demonstrar que sen’x + cos?x = 1 pela simples aplicacdo do teorema de Pitagoras. Mais

além, comeca a relacionar funcoes trigonométricas com séries infinitas?.

Um dos primeiros passos foi representar a fungao e por meio da série:

ZL'2 1.3 ZL’4 IS ZL’6 (L’7 ZE8 x9 ZElO xll 1'12

s
s_qypryr Py T
¢ TR T T R TR A TR TR TR ST T

E as funcgoes trigonométricas seno e cosseno, por meio de:

RN . PR . 22 g1 . PRETIN .
sent = — — — + — — — 4+ — — — 4+ — — — 4 ...
1 3! 5! 7! 9! 11! 13! 15!
22 gt 68 g0 12 1
cosr=1— —4+ — — —— — S T

20 41 el'8 100 120 14!

Em um grande lampejo de genialidade, Euler toma a série de e” e substitui a variavel x por
1y, em que ¢ = /—1, obtendo, portanto:

w o Gy)? | Gy)? ) Gyt Gy)° | Gy)°® | ()" () (y)? | (iy)™

eV=1+_"+ + + + + + + + + + ...
1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10!
Lembrando que i2 = —1, i® = —i, i* = 1, i = i e assim sucessivamente, resulta:
; 2 3 A i i it i 10 11 12
1 ¥y w. .y . w w_ w.,vy . w v W ¥ .

E ao reagrupar os termos multiplos de 7, ele obteve:

2 4 -6 -3 -5 e
w_ (1Y Y W g, W
¢ _(1 T e T T T T T

Analisando agora os termos dentro dos parénteses, podemos notar que sao justamente as
séries de poténcia das funcoes trigonomeétricas cosseno e seno, do qual substituindo na igual-
dade ficamos com e = cosy + iseny que de maneira espantosa relaciona uma funcao
exponencial com fun¢oes trigonométricas. A maneira como o famoso matematico Euler pro-
cedeu para chegar a tal resultado certamente envolveu uma grande criatividade, inteligéncia
e, principalmente, audacia em nao temer as experimentacoes com o desconhecido. Mas o
passo decisivo talvez tenha sido o mais simples, pois uma vez de posse da tltima igualdade,
podemos tomar y = m obtendo entao:

e'™ = cosm + 7 senm

3Neste ponto, utilizaremos algumas propriedades e teoremas que serdo omitidos no presente trabalho por
fugir ao seu objetivo e alguns outros resultados que serao demonstrados no capitulo 5. Entretanto aos leitores
que desejarem conhecer tais demonstragoes, poderdo encontré-las em livros de Célculo e Anélise Real. Entre
eles, podemos destacar Avila e Stewart que estdo em nossas referéncias.
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O qual resulta em uma das equacoes* mais belas de todas as ciéncias exatas, a famosa:

€™+ 1=0.

4Segundo algumas defini¢des, da maneira como estd ndo ¢ uma equacdo, mas sim uma identidade, pois
nao apresenta nenhuma variavel. Entretanto, resolvemos manter o termo.
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Capitulo 4

Logaritmos, hipérboles e a area de uma
faixa de hipérbole

4.1 Logaritmos e a hipérbole

Existe uma relacao entre a adrea de uma determinada regiao abaixo da hipérbole e o valor
de um logaritmo. Na verdade, podemos ir muito além nessa afirmacao, existe uma relagao
biunivoca entre as areas da regiao abaixo de um ramo da hipérbole e os logaritmos, como
veremos a frente. Muito provavelmente os dois primeiros a notar tal relacdo foram, [...[ o
padre jesuita belga Gregory Saint Vincent, em 1647, e depois Isaac Newton, em 1660 [...]
(Lima, 2009, p. 25). Embora eles nao tenham estabelecidos fortes ligacoes ou erigidos grandes
teorias entre os dois conceitos, suas observacoes foram pioneiras e suficientes para incitar
interesses em matematicos posteriores.

Vale lembrar da definicao geométrica de Hipérbole como o lugar geométrico que, dados dois
pontos distintos F; e F; fixos em um plano «, serd chamado de Hipérbole o lugar geométrico
dos pontos P de a cujo moédulo da diferenca de suas distancias aos dois pontos fixos é igual
a uma constante k < F; Fy. Nesse caso, F; e F5 sao chamados de focos, e temos por defini¢ao
que

Hipérbole = {P € a | |PF, — PFy| = k}.

Assim, na reta de a que passa pelos focos existem dois tinicos pontos A; e A,, entre Fj e
5, pertencentes a Hipérbole para os quais vale que

L F—k L F—k
F1A1:L€F2A2:L.
2 2

Disso decorre que Ay As = k. Esse lugar geométrico determina uma curva no plano a que
apresenta certas simetrias de reflexao relativamente a reta que passa pelos pontos F1 e F2 e
a mediatriz do segmento [ . Esses eixos de simetria poderdo ser titeis para a determinacio
de uma equacao que represente a curva, como usualmente é feito na Geometria Analitica e
veremos mais adiante.

Antes disso estabelecamos nomenclaturas tteis.

33
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Figura 4.1: Grdfico de Hipérbole.

e Fizo focal que passa pelos focos;

e Fizo central que passa pelo ponto médio entre os focos e é ortogonal ao eixo focal;
Seus principais elementos sao:

e Centro O (ponto médio entre os focos);
e Focos Fi e Fy;
e Vértices A; e Ay (pontos de intersecgao da hipérbole com o eixo focal);

e Distancia focal é definida como a medida do segmento F F. Os livros didaticos utilizam
usualmente d (Fy, Fy) = 2¢;

e Distancia entre vértices é definida como a medida do segmento A;A; sendo usual
adotar d (A1, Ay) = 2a;

A partir dessas duas medidas encontramos uma terceira por meio da relacio ¢ = a? + b.
Chamamos distancia auziliar a medida b, que nos permite determinar o segmento BB,
perpendicular a F} Fy e tendo O como ponto médio, de maneira que d (B, By) = 2b.
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B18

F1 4 o 3 A2 F2

Figura 4.2: Caracteristicas da Hipérbole.

4.2 Equacao reduzida da Hipérbole na Geometria Ana-
litica

Na geometria analitica, para simplificar a obtencao de uma equacao que represente uma
hipérbole, é usual tomar um sistema cartesiano ortogonal de modo que A; A, esteja contido
no eixo das abscissas e B;Bs esteja contido no eixo das ordenadas. Nesse sistema, os focos
serao os pontos Fj (—c,0) e F5(c,0) e a chamada equagdo reduzida da hipérbole pode ser
obtida tomando-se qualquer ponto P(z,y) € « a partir da seguinte relagao: P € hipérbole <
|PFy — PF,| = 2a.

Vamos provar que |PF; — PF,| = 2a < P € hipérbole:

VE+e2+(y—02—/(z-c?+(y—0?=+20 <

VE+e)?+y2—(r—c)?+1y2 =42
(z+c)+yP= (- +yt4a/ (2 — )+ 12+ 4a® & !
4ex — 4a’ = j:4a\/m<:>
cx—azzia\/m<:>

Aa? — 2d%cx + a* = a*2? — 2d%cx + > + d*f &

!Note que a volta nessa etapa, s6 é possivel porque z < —a < 0, —¢ < —a < 0, que resulta z—c < —2a < 0
e portanto (z — ¢)? > 4a? e por maior razio (z — )% 4+ y? > 4a® por fim resultando \/(z — ¢)2 +y2 —2a > 0
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Ar? +at = a’2? + aPP + a2y2 =

(02 o a2)x2 _a2y2 — a2(C2 - a2>

Como ¢ é o valor do centro ao foco e a é a menor distancia do centro a um dos ramos
)
podemos afirmar, que sempre teremos ¢ # a. Assim, b?z? — a?y? = a?b? de onde por fim

obtemos ) )
Y
a2 b2

4.3 Hipérbole zy =1

Veremos nessa dissertacao que podemos definir o valor dos logaritmos utilizando &reas abaixo
do gréfico da hipérbole de equacao xy = 1, sendo frequente inclusive encontrar essa definicao
em livros de calculo integral:

[...] a importancia dos logaritmos no desenvolvimento histérico do calculo resulta
de uma descoberta publicada em 1647 pelo Jesuita Belga Gregory St. Vincent,
que acarreta uma conexao surpreendente entre a funcao de logaritmo natural e da

hipérbole retangular zy = 1 (Edwards, 1979, p. 154, tradugao nossa)?.

Essa abordagem possibilita um tratamento rigoroso para o logaritmo baseado no conceito de
drea que é mais elementar ou intuitivo, do que o de fun¢ao exponencial (Druck, 1995, p. 18).

Porém, longe de ser intuitivo, é o fato da curva de equagdo xy = 1 ser realmente uma
hipérbole uma vez que tal equagao nao lembra em nada a equacao reduzida da hipérbole,
deduzida anteriormente. Nesse ponto é interessante observar que, no Ensino Médio, é fre-
quente serem apresentadas as equacoes das conicas em Geometria Analitica. Porém nem
sempre ¢é garantida a identificacao como tais curvas, dos gréficos de fungoes trabalhadas em
anos anteriores, como y = z? (parabola) e y = % (hipérbole). Ou seja, nao é usual que os
alunos sejam levados a comprovar que tais graficos satisfazem as defini¢coes das respectivas
conicas como lugares geométricos. O que faremos a seguir pode ser transposto para uma
situacao de sala de aula do 3° ano do Ensino Médio, com as adaptacoes necessarias a cada
turma especifica. Acreditamos que esse tipo de atividade pode ajudar muito os estudantes
na atribuicao de significados as nogoes que o estudo das hipérboles abrange. Vamos entao
provar que o grafico da equacao é realmente de uma hipérbole. Para tanto, utilizemos o
seguinte argumento baseado na definicao da hipérbole como lugar geométrico de pontos em
um plano, ja retomada.

Vamos primeiro encontrar os pontos F; e Fy (focos) e algum a > 0 de tal forma que um
ponto P(x,y) pertencera ao grafico de y = % se, e somente se, |PF; — PFy| = 2a

Note que a constante 2a é a distancia entre os vértices da hipérbole. Devido ao fato do
grafico y = % ter interseccao nao vazia com a reta de equacao y = = e desta ser um eixo

2]...] the importance of logarithms in the historical development of the calculus stems from a discovery
published in 1647 by the Belgian Jesuit Gregory St. Vincent, that implies a surprising connection between
the natural logarithm function and the rectangular hyperbola zy = 1.

Observagao: Hipérboles sao ditas retangulares se suas assintotas sao retas perpendiculares.
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Figura 4.3: Grifico da curve xy = 1.

de simetria do mesmo, os candidatos a vértice do grafico da funcao que estamos analisando,
~ ~ o . . L, 1
sao os pontos da reta de equagao y = x, que coincidam com o grafico de y = -.
Igualando as duas equacoes obtemos que x = % de onde podemos concluir facilmente ser
x = =£1. Desse modo, os possiveis candidatos a vértice, sdo os pontos A; = (—1,—1) e

Ay = (1,1). Podemos entao concluir sem dificuldades que tal fato acarreta:
=2 ou 2a=2V2

Sabemos que os focos pertencem a reta que contém os vértices. E também que sao igualmente
espacados deles, ou seja, sao simétricos em relagao ao ponto médio da reta a qual pertencem.
Logo, partindo das hip6teses assumidas sobre os possiveis vértices, necessariamente os focos
serao Fy = (—f,—f) e F1 = (f, f) para algum f real positivo.

Para descobrir o valor de f, tomemos um ponto P(z,y) em y = %, distinto de A; e Ay, com
z > 0. Substituindo em |PF; — PF,| = 21/2 obtemos (note que sendo z > 0, PFy > PF):

VaE+ 2+ @+ )2 —V@— )2+ - f2=2V2

VE+ 2+ @+ )2=2v2+ /(- )2+ {y—f)?

@+ )2+ Y+ ) =8+(— )+ y—)+4V2/(z — )2+ (y — f)?

Aaf+yf)+2> + Py + =8+ + P+ + P+ 4vV2 /(e — )2+ (y - f)?

Axf+yf)=8+4V2\/(x— 2+ (y—f)?
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(@ +y)f—2=V2/(z -+ (y— f)?
222wy f P f —daf —dyf +4=2[(x — )P+ (y — )]
P+ 2ayfP+ P —daf —dyf +4=2[2" —2uf + >+ y’ —2yf + f°]
2?24 2uyf? PR 44 = 207 4+ 4f7 + 22
22 f2 4 2y P+ —Aff =222+ 2 — 4

P+ 2zy+y* —4) =20+ y* —2)

E como y = % substituindo na equacao obtida temos:

2x 1 1
f2(x2+f+;—4):2(x2+ﬁ—2>

Perceba que = # +1, logo temos: f = /2.

Chegamos, portanto, a coordenada do foco £y = (\/5, \/5) Como os focos sao simétricos em
relacao ao eixo central, concluimos que F; = (—\/_ , —\/5)

Podemos ainda determinar a distancia 2c entre os focos desta hipérbole. Observando que
(0,0) é o ponto médio entre F; e Fy, obtemos que:

=/ (V22 + (v2)?

c=+v2+2=1+4

ou seja, c = 2.

Mostremos agora que todos os pontos do grafico da funcao y = % sao também pontos
da hipérbole de focos Fy = (—v/2,—v2) e Fy = (v/2,v/2) com vértices A; = (—1,—1) e
Ay = (1,1). Mostremos finalmente que, de modo reciproco, todos os pontos desta hipérbole
sdo também pontos do grafico y = 1

T

Seja P(z,y) tal que |PF, — PFy| = 2v/2, temos ento:

|PFy — PF,|* =8

2
=38

‘\/(:c+\/§)2+(y+\/§)2— Vi@ =v22+ (y - v2y

(V2 (V2 (V24 (1—v2) =2\ (2 + V22 + (5 + V22 /(2 — VI + (y — VD)2 = 8
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222 + 2% + 8 — 2/t + y* + 222y — 162y + 16 = 8

212 + 2y% = 2\/xt + y* + 202y — 162y + 16
4ot + 8%y + 4yt = 4(a* + y* + 22%y* — 162y + 16)

Azt + 8z2y% + 4yt = 42t + dy* + 82%y% — 64xy + 64

—

64ry = 64 = xy = 1, ou seja, (v,y) pertence ao grafico y = -.
Sendo assim, comprovamos o que foi afirmado inicialmente, a saber, a existéncia de pontos
Fy e F, (focos) e de um a > 0 de tal forma que um ponto P (z,y) pertencera ao grafico de

y = % se, e somente se, |PF} — PF,| = 2a.

A partir de agora, vamos trabalhar com determinados valores de areas relacionadas a essa
curva. Encontrar a area de uma figura plana e fechada é conhecido como problema de qua-
dratura. Como o préprio nome sugere, ele busca expressar a area por meio de unidades de
area (que sao quadrados). Os gregos buscavam maneiras de transformar a figura em questao
em uma que fosse equivalente, mas cuja area pudesse ser calculada a partir de principios
fundamentais. Como exemplo, podemos pensar em um retangulo cuja medida da base é b e
sua altura a. Facilmente concluimos que sua area sera ab. Por outro lado, utilizando régua
e compasso, podemos construir um quadrado cuja medida do lado seja v/ab. Sendo sempre
possivel encontrar a quadratura de um retangulo, podemos encontrar também a de qualquer
paralelogramo ou triangulo, ja que sao facilmente obtidos de retangulos por simples cons-
trugoes. Conseguimos ainda obter a quadratura (ou area) de qualquer poligono, ja que todo
poligono pode ser subdividido em triangulos. Com o passar do tempo, esse problema aban-
donou seu carater geométrico e passou a ter uma abordagem mais computacional, inclusive:

A construcao real de uma forma equivalente ndo era mais considerada necessaria,
desde que pudéssemos demonstrar que tal construcao poderia ser feita em principio
(Crease, 2011, p. 85).

Entre todas as formas que foram estudadas com o passar dos anos, uma que se mantinha
inflexivel quanto a sua quadratura era a hipérbole. Apesar de todos os esforcos gastos desde
a época dos gregos, os avancos significativos apareceram apenas no século XVII, com o
aparecimento do método dos indivisiveis. Muitas “dessas” crises deram-se pelo fato dessa
curva, [...[ ao contrdrio do circulo e da elipse, é uma curva que vai ao infinito, assim é
preciso esclarecer o que queremos dizer por quadratura neste caso (Crease, 2011, p. 86),
COMO veremos a seguir.

4.4 Faixa da Hipérbole zy = 1

Seja H a curva do primeiro quadrante do plano cartesiano constituido pelo grafico de equagao
xy = 1, ou seja, todos os pontos do plano cujas coordenadas sejam do tipo (x, %) para x tal
que x > 0. Em notacao de conjuntos temos:

#={@nle>0 ¢ y=1]
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Figura 4.4: Ramo positivo da curva xy = 1.

Sejam a, b nimeros reais positivos com a > b, teremos por faiza de hipérbole a regiao delimi-
tada pelas retas © = a, x = b, y = 0 e H. Ela serd chamada faixa de hipérbole no intervalo
[a, b] e indicaremos essa regiao pelo simbolo H?.

Figura 4.5: Faiza de Hipérbole.

Essa regiao, formada pelos pontos (z,y) de modo a cumprir as condigoes a < z < b e
0<y< % em notacao de conjuntos pode ser definida por:

1
ng{(x,y)|a§m§b,0§y§—}.
T
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Vamos agora conhecer uma forma de calcular a area de uma determinada faixa H?. Na
verdade, nosso primeiro passo serd conseguir estimar um valor que seja préoximo ao real
valor. Para tal, usaremos um método que consiste em dividir o intervalo [a,b] utilizando
para isso um conjunto finito de n + 1 pontos P C [a, b], da forma:

P:{a:tg,tl,tg,...,tn:b}

e de tal modo que
a=ty <t <ta<...<tp,_1<t,=0

A partir desses pontos, decompomos o intervalo inicial em um ntimero finito de subinter-

valos adjacentes [t;_1,;], que por sua vez nos permitem considerar n retangulos R; de base

[ti—1,t;] e altura de valor tl ou <%> E importante notar, nesse momento, que cada um dos
7 1—1

retangulos citados encontrara o grafico de nossa hipérbole no ponto (ti, %) ou <t¢_1, é)

Eles serdo chamados de retangulos inscritos da regido H® ou sobrescritos no segundo caso.
Ao calcular a soma das areas de todos os retangulos R; em H? obteremos aproximacoes do
valor exato da drea da faixa H?, por falta, no caso da soma de retangulos inscritos e por
excesso no caso da soma de retangulos sobrescritos.

De modo a fixar melhor as ideias apresentadas acima, vamos ver dois exemplos utilizando
para isso a regiao H;.

Primeiro vamos calcular a area de H{ utilizando para tal o intervalo [1,4] decomposto
em 3 subintervalos disjuntos consecutivos (por questao de praticidade, utilizaremos pontos
igualmente espagados).

Como o intervalo foi decomposto desse modo, obtivemos 3 segmentos de medida 1, do qual
é possivel formar trés retangulos cuja soma de suas areas sera:

Figura 4.6: Aprozimacdo por falta com trés retingulos de H7.

Nesse caso, estamos estimando uma area por falta, desse modo, os retangulos ficam todos

abaixo da curva, do qual: (1 . %) + (1 . %) + (1 . i) = % + % + % = % = 1,083.
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Figura 4.7: Aprorimagdo por excesso com trés retangulos de Hf.

Aqui, a area estimada serd por excesso, portanto, os retangulos ultrapassam a curva, do qual

resulta: (1-1)+ (1- 1)+ (1-3)=1+1+1 =1 >172833

Podemos repetir o mesmo processo acima na érea de H7, utilizando uma subdivisdo mais fina,
tomando o mesmo intervalo [1,4], porém agora, decompondo em 6 subintervalos disjuntos
consecutivos e igualmente espacados. Portanto o intervalo fica dividido em 6 segmentos de
medida %, do qual é possivel formar seis retangulos cuja soma de suas areas se da por:

Mol
T8y
NI~

Figura 4.8: Aprozimacdo por falta com seis retdngulos de Hy.

ISEAVNEEAUE U2 UE U 0 WS B U2 0 W S U0 U0 S R QR e
2 3 2 2 2 5 2 3 2 7 2 4) 3 4 56 7 8 20 77
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Bk | =

] [
LTI

Figura 4.9: Aprorimagdo por excesso com seis retingulos de Hf.

11+12+11+12+11+12 71+1+1+1+1+17446§1593
2 2 3 2 2 2 5 2 3 2 7) 23 456 7 280 7

Procedendo dessa forma é possivel notar que as escadas formadas pela uniao dos retangulos
obtidos nos exemplos anteriores sao poligonos escalonados inscritos e sobrescritos em H?
que fornecerao aproximacoes (por falta ou excesso) da real area da faixa. Esse valor sera
mais proximo do valor exato quanto mais fina for a subdivisao, ou seja, quantos mais pontos
utilizarmos na decomposicao de [a, b], isto é, quanto mais a distancia entre quaisquer dois
pontos consecutivos se aproximem de zero. Sendo assim, podemos obter poligonos escalona-
dos (formados por retangulos adjacentes) cujas areas sejam tao proximas quanto se queira
da area de H?, bastando para tal, refinarmos suficientemente a subdivisao de [a, b].

E razoével nesse ponto aceitar, para casos praticos (que nao necessitam do valor exato), que
o processo acima ¢ suficiente para calcular a drea de uma faixa, com o grau de aproximacgao
desejado. Ou seja, para qualquer o € R onde o < Area (H?) podemos encontrar um poligono

n
escalonado inscrito em H?, de area £ = Z Area (R;) de tal modo que podemos aceitar que
i=1
se tenha o < E < Area (H?). Entretanto devemos ter em mente que para fins teoricos, ao
utilizarmos um ntimero finito de subdivisoes em [a, b] teremos sempre Area (H?) > E.

rvando n s exem r ivem rimeiro % com roximaca r
Observando nossos dois exemplos para H{ obtivemos eogco 0 aproximagao po

falta para a area e posteriormente ao refinar a subdivisao do intervalo %. Do mesmo modo,
11 446

observando as aproximagoes por excesso, € posteriormente 5o5. Como ja era esperado,
obtivemos aproximacoes melhores nas subdivisoes mais finas. A pergunta que surge é: como
encontrar o valor exato da area de uma determinada faixa de hipérbole? Uma vez que
todos os poligonos escalonados calculaveis de area E serao formados por um nimero finito
de retangulos a partir da subdivisdo de [a,b], podemos definir a area de H® como sendo
o extremo superior (supremo) do conjunto de todas as &reas dos poligonos escalonados

inscritiveis em H? e o extremo inferior (infimo) do conjunto de todas as 4reas dos poligonos
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escalonados circunscritiveis em H°. Em outras palavras a 4rea de H? sera o valor real tal
que E, > Area (H?) > E; para todo poligono E; escalonado inscritivel em H? e para todo
poligono E. escalonado circunscritiveis em HY.



Capitulo 5

Principais propriedades dos logaritmos,
bases e definicoes

5.1 Faixas da hipérbole xy = 1: propriedade fundamental

Vamos agora conhecer e provar um fato que serd de extrema importancia para o desenvol-
vimento dos nossos estudos, a chamada propriedade fundamental que relaciona diferentes
faixas de hipérbole e o valor de suas areas, através do seguinte teorema:

Teorema 5.1.1. Dado qualquer niimero k € R tal que k > 0, as dreas das faizas H? e HF®
S0 1GUGLS.

Demonstracao. Primeiro vamos observar e provar um fato nada 6bvio: Se tomarmos um
retangulo R; inscrito em H com base igual a [¢,d] e um segundo retangulo R, também
inscrito em H de base [ke, kd], as areas de Ry e Ry serao iguais:

Figura 5.1: Propriedade Fundamental.

45
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Na figura, temos que a area do primeiro retangulo serd dada por

1 c
d—c)-==1—=
enquanto a area do segundo seré:
1 1 k 1 c

ou seja, elas sao iguais.
O]
n

n
Tomemos entdo um poligono escalonado E = (J R; de area E Area (R;) inscrito em H?,
i=1 ,
=1

vamos multiplicar cada um dos pontos da subdivisao de [a, b] pela constante k, obteremos
uma nova sequéncia de pontos, mas que agora farao parte do intervalo [ka, kb] e por con-
n

sequéncia do novo poligono E' = E Area (R}) inscrito em H?. Nesse caso, cada um dos
i=1

retangulos R; tera a mesma area que os correspondentes retangulos R, para i =1,2,...,n,

dessa forma, podemos afirmar que as areas de E e E’ serao iguais.

3
A titulo de exemplo, vamos tomar o poligono £ = Z Area (R;) inscrito em H® e o poligono

i=1
3
E = Z Area (R)) inscrito em H}?.
i=1
T ——
a ¢ 4 b ak ik ik bk

Figura 5.2: Propriedade Fundamental trés retingulos.
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Observe que em relacao as areas dos retangulos temos:

Rp:@—@-lz<Uﬂ?-E:(M—k@-%:J%

c c k c

1 d—c\ k 1 ,

1 b—d k 1 /
Ry = (b—d) EZ(T)'E:(%—W)'%:R&

Logo

3 3
E=Y Ri=Ri+Ry+Ry=R, +R,+Ry=> R/ =E.
=1

i=1

Cabe aqui retomar o que se combinou sobre os calculos aproximados e observar que para
cada poligono escalonado inscrito em H® corresponde naturalmente um poligono escalonado
inscrito em HF® com mesma é&rea. Portanto, os supremos de ambos os conjuntos das areas

dos poligonos inscritos em H? e em H}® também serdo iguais. Logo se conclui que Area H? =
Area HF® Yk > 0.

Uma consequéncia muito importante desse fato, é que podemos restringir as faixas tomadas
para as da forma HY, pois

) ” o« b
AreaHé’:AreaHi)/ = Area Hy para c = —.
a

Vamos lembrar uma propriedade importante das areas que diz: se uma figura E se decompde
na uniao de figuras P;, com i = 1,2,...,n (n € N) de tal maneira que entre as figuras F;
nao exista sobreposi¢ao de areas, entdo a area de E é a soma das areas E; (i =1,2,...,n).
Do qual, inferimos sem dificuldades que para a, b, ¢ reais positivos com a < b < ¢, temos

Area (HS) = Area (H?) + Area (Hf).
Outro fato elementar a respeito das areas diz que
Area (H?) = 0.

Uma vez que é a area do segmento formado por
1

Na obra Opus geometricum quadratura e circuli et sectionum coni, St. Vincent prova que

se a0 marcarmos pontos (ag, @y, as,...,d,,...) no eixo das abscissas formando uma P.G.
entao as areas consecutivas abaixo da hipérbole delimitadas pelas retas x = a; para ¢ =
0,1,2,...,n,..., possuirao todas a mesma area, ou seja, Ag = A1 = Ay, = ... = A, = ...

onde A; = Area (Hg*"). Esse fato tem grande importancia por apresentar certa correlacio
na busca de uma funcao logaritmica, ou seja, com a propriedade de transformar produtos
em somas, uma vez que como decorréncia da propriedade fundamental provada, as PGs
nas abscissas, correspondem naturalmente a uma sequéncia de areas que crescem em PAs
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(Area (Hg") com n natural).

Aqui temos uma das propriedades mais elementares dos logaritmos que diz que dados b, c e
f3 reais positivos sendo 3 # 1, temos logg bc = logz b+logs c. Obviamente queremos que essa
propriedade valha também na teoria de St. Vincent de logaritmo como area sob a hipérbole,
ou seja, que seja valida para todo b e c reais positivos:

Avea (H!) = Area (H?) + Area (HY). (5.1)

Por outro lado, uma pergunta que pode surgir naturalmente, ¢ se essa igualdade (5.1) vale
para todo a? Analisemos essa questao:

Observe o exemplo da figura 5.3, em que a > 0, b > a e ¢ > 1, obtemos faixas de uma
hipérbole, em que é possivel concluir facilmente:

Area (H') = Area (H?) + Avea (H}°). (5.2)

Figura 5.3: Propriedade soma de logaritmos.

Da validade de (5.1) e (5.2) obtemos:

Area (H?) + Area (HS) = Avea (H?) + Area (H}°).

de onde:
Area (HS) = Area (H°).

Utilizando a propriedade fundamental no lado direito dessa tltima igualdade, obtemos:

Area (HS) = Area (H;bf)%>

b
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ou seja,

Area (HS) = Area (HY)

igualdade essa que s6 vale se a = 1.

A partir da analise desse exemplo, concluimos ser necessario que a = 1 para que o modelo
das areas sob a hipérbole possa funcionar como logaritmo. Sendo assim, no exemplo da figura
5.3, vale:

Area (HY) = Area (H?) + Area (H}) = Area (H?) + Area (HY).

como queriamos.

Essa conclusao ainda nos fornece um fato importantissimo que seré essencial mais & frente,
ao trabalharmos com abscissas cujos valores formam uma sequéncia em P.G.. Concluimos
agora que tal P.G. deve iniciar com 1, ou seja, sera (1,ay,as,...,a,,...).

Por fim, vamos lembrar que, ao construir seus logaritmos, Napier os fez como uma tabela de
valores. Caso alguém quisesse um valor intermediério (que nao existia na tabela), deveria usar
métodos de interpolagdo como, por exemplo, o que foi mostrado na se¢ao 3.3 (interpolagao
linear). Mas, via de regra, ainda eram valores tabelados. Porém, quando o matemaético jesuita
belga Gregory de St. Vincent comecou a relacionar os logaritmos com areas de faixas de
hipérbole, ele estava lidando com duas teorias ja existentes. Além disso, ja era conhecido
na sua época, que o logaritmo de ntimeros entre 0 e 1 possuem valores negativos, o que nao
acontece com areas. Desse modo, para que sua teoria ficasse consistente, mantendo a origem
das faixas de hipérboles na abscissa 1, ele utilizou a ideia de convencionar uma “orientacao”
as areas, de tal modo que se a extremidade final da faixa fosse um ponto de abscissa menor
do que 1, o sinal negativo seria atribuido a area da respectiva faixa na sua teoria. O que St.
Vincent buscava, era uma forma de tornar os valores dos logaritmos continuos, e nao mais
discretos como os da tabela, e ao idealizar tal ideia, conseguiu justificar geometricamente as
propriedades ja existentes dos logaritmos.

Vamos, portanto ver o que devemos entender por “area orientada”. Partimos da seguinte
premissa:

Se nossas faixas de hipérboles sempre deverao ser iniciadas em ag = 1, como devemos
. . 1
interpretar, por exemplo, o caso da faixa Hl/x quando x > 17

Primeiro, sabemos pela propriedade fundamental que:

Area (H!'™) = Area (H)).

Também temos, que do ponto de vista geométrico nao importa a ordem no qual aparecem
as abscissas dos pontos extremos da faixa de hipérbole, ou seja, vale:

Avea (H!) = Area (HY).

Desse modo, podemos concluir que Area (Hll/z) = Area (H?).

Por outro lado queremos que a teoria das faixas de hipérbole represente uma funcao lo-
garitmica, e sabemos que logg % = —logg z. Sendo assim, serd muito conveniente atribuir
. 1 1 T . .

um valor negativo para Area (H, / ) a fim de compatibilizar as duas teorias. Generalizando,
adotamos a convencao de atribuir, na teoria dos logaritmos como area, o oposto do valor de
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todas as areas das faixas cujo extremo inferior seja maior que o extremo superior. Assim,
nesta teoria, o sinal do valor da funcao obtida sera positivo ou negativo segundo a orientacao
crescente ou decrescente dos extremos das faixas de hipérbole, respectivamente.

Sabemos que uma area é sempre positiva, entretanto, o que estamos buscando aqui é uma
definicao de logaritmos que se apoie no conceito de area, desse modo s6 temos a ganhar
do ponto de vista matematico ao aceitar tal convencao. Podemos ainda nos recordar das
aulas de calculo em que muitas vezes ao calcular a integral definida de certa funcao a valores
positivos, obtinhamos um valor negativo como resposta, e tudo se justificava ao perceber
que isso ocorria por conta da orientacao dos extremos que se tomou ao calcular a integral.
Esse “acordo”, de aceitar valores negativos para a definicao de logaritmos por areas esta na
origem da teoria das integrais, que acabou por assumir a mesma convenc¢ao para todas as
fungdes, e nao apenas f(z) = % No que segue, enquanto nao introduzimos uma notagao
final para o logaritmo que estamos definindo, colocaremos aspas na palavras Area (“Area’”)
sempre que quisermos referir que o nimero considerado é negativo.

Por fim, vamos a definicao:

Definigdo 5.1.1. Seja z > 1real tal que Area (H}) = A, definimos “Area” (H]) = —Area (H?) =
— A, ou seja, “Area” (H,'") = —Area (H?).

O que nos possibilita afirmar para z > 1 e y > 1, que:

0 = Area (H{) = Area (H) + “Area” (H}) = Area (HY) — Area (HY).

ou ainda a relacao na qual, fazemos uso da propriedade discutida sobre a possibilidade de
transformar produtos em soma, isto é;

Area (HYY) = Area (HF'Y) = Area (HY) + “Arca” (H}'Y) = Area (H?) — Arca (HY).

5.2 Definicao de Logaritmo via area da hipérbole zy = 1

Observando o ramo positivo da hipérbole como mostra a figura 5.4, vamos fixar no eixo
das abscissas a reta x = 1 como ponto de partida para as faixas de hipérbole e uma reta
arbitraria x > 0 indicando seu término: H{ ou H, /=,

Definiremos como logaritmo de um ndimero z real positivo, a area da faixa HY, isto é:
LOG (x) = Area (H?) para qualquer niimero x > 0, onde adotamos obviamente a convengio
para a orienta¢do de areas definidas anteriormente (relembrando, LOG (x) é a propria area
da faixa, se * > 1 e LOG (x) é negativo e com valor absoluto igual & area da faixa, se
0 < z < 1). Observe que esta definigdo, mesmo sem fazer referéncia a qualquer “base”, nos
fornece uma funcao com propriedades tipicas dos logaritmos, de R*} em R. Uma vez que
convencionamos a orientacao para as areas, vamos firmar um novo “acordo” para dinamizar
sobremaneira nossa notagao. Daqui por diante, utilizaremos apenas H{ para designar a area
(orientada) da faixa de extremo inferior 1 e extremo superior x no lugar de Area (H?).

Temos entdo, para qualquer nimero real x > 0, LOG (x) = HY.

Sempre que precisarmos nos referir unicamente & faixa da hipérbole, explicitaremos tal fato
(por exemplo, Observe a faiza de hipérbole HY ...).
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Figura 5.4: Definicao Logaritmo.

Seja uma funcao L : R} — R, a chamamos de fungao logaritmica quando satisfizer as
seguintes condigoes, para quaisquer z,y € R temos:

(i) L(zy) = L(z) + L(y).

(ii) L & uma fungao crescente', ou seja, v < y = L(z) < L(y).

Vamos entao provar que a funcao LOG : R} — R é uma funcao logaritmica. Para tanto,
devemos mostrar a validade de (i) e (ii) para a fun¢ido LOG:

Demonstracao. (i) Vamos agora mostrar que LOG(xy) = LOG(x) + LOG(y). Ja vimos
anteriormente que: HYY = H} + HXY = Hy + Hfﬁ)/x = H{ + H{. Portanto, LOG(zy) =
HYY = H} + H} = LOG(z) + LOG(y).

(ii) Mostremos agora que LOG é uma funcao crescente, isto é, x < y = LOG(z) < LOG(y).
Observe antes que vale o resultado preliminar LOG(1) = 0. De fato, LOG(1) = H{ se reduz
a area de um segmento de reta, portanto igual a zero. Sejam z,y € R’ dados, com z < y,
tal desigualdade implica que existe algum niimero real a > 1 tal que y = ax.

Disso segue que: LOG(y) = LOG(ax) = LOG(a) + LOG(z). Como a > 1, temos que
LOG(a) > 0 e, portanto, LOG(y) > LOG(z). Concluindo assim nossa demonstragao.
[

1Sabemos que uma funcio logaritmica pode ser crescente ou decrescente, dependendo de sua base. Entre-
tanto, a fim de nao sobrecarregar o leitor fazendo demonstragoes duplicadas para cada proposicao, optamos
por manter apenas o caso crescente (base maior que 1), uma vez que estamos preparando caminho para
estudar uma fungao logaritmica de base e. Para o leitor que desejar, as proposi¢oes para o caso decrescente,
sdo analogas as feitas aqui, bastando substituir a desigualdade e adaptar alguns detalhes.
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5.3 Propriedade das Funcoes Logaritmicas

Demonstraremos uma série de consequéncias, bem como dois teoremas muito importantes, a
partir das duas propriedades caracteristica das funcoes logaritmicas provadas anteriormente.
E interessante notar que as demonstracdes a seguir sao validas para qualquer funcio loga-
ritmica, independentemente da concepcao escolhida para a sua definicao. Assim elas podem
ser utilizadas em qualquer viés de abordagem adotado, inclusive no nosso caso, da fungao
definida por &rea.

Seja L : R} — R uma func¢ao logaritmica, entao, para quaisquer x,y € R7, por definicao ela
satisfaz as seguintes condicoes:

(1) L(zy) = L(z) + L(y);
(ii) L(z) é uma funcdo crescente.

Vamos convencionar que, dado z € R , o valor L(z) sera chamado logaritmo de = ou, quando
necessario, poderemos chamar de logaritmo de x segundo o sistema L.

Provemos agora uma lista de propriedades para essa fungao, utilizando (i) e (ii).
P1) Uma funcdo L : RY — R & sempre injetora.

Para isso basta lembrar que, para mostrar ser uma funcao injetora, é suficiente verificar que,
ao tomarmos x # y teremos que L(x) # L(y). Dados dois ntimeros z,y quaisquer, sendo
x # y obrigatoriamente uma e apenas uma das duas condicoes serao satisfeitas: x < y ou
y < x. A partir de (ii) concluimos que valem: x < y = L(z) < L(y) ouy < z = L(y) < L(z).

Logo, L(z) # L(y).

Note aqui que nossa funcao L nao pode ser definida para x = 0, pois caso assim fosse,
teriamos para todo > 0, L(0) = L(0-z) = L(0) + L(z), isto &, L(z) = 0 o que contraria o
exposto acima. Justificando a restricao do dominio de L a R}

P2) O logaritmo de 1 resulta zero.

Por (i) e propriedades algébricas, obtemos que:
L(1)=L(1-1)= L)+ L(1).

Logo, L(1) = 0.

P3) Sempre que tomarmos niimeros maiores que 1, obtemos logaritmos positivos; e niimeros
entre 0 e 1 resultam em logaritmos negativos. Ou seja, z > 1= L(z) >0e 0 <z <
1= L(z) <0.

Tomando, portanto, 0 < x < 1 < y obtemos que L(z) < L(1) < L(y). Logo, L(z) < 0 <
L(y).

P4) Para todo 2 > 0, temos L (1) = —L(z).
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) = 1, obtemos que L (x (%)) = L(1). Assim, por (i) e (P2), L(z) + L (%) = 0.
%) = —L(x).

P5) Para todo z,y € RY, vale a igualdade L (%) = L(x) — L(y).
1 1

p(5)=2(e(5)) =z (s).
Y Y Y

L(z)+ L (1) _ L(z) - L(y).

Y

Mas, por (P4), temos

P6) Para todo x € RY e todo r racional, temos L(z") = r - L(x).

Primeiro devemos observar que a propriedade L(xy) = L(z) 4+ L(y) pode ser estendida, por
indugao finita, para qualquer nimero de fatores, uma vez que L : R} — R.

Agora vamos dividir nossa demonstracao nos seguintes casos:

e Paran =0 temos: L (2°)=L(1)=0=0- L(x).

e Parane N L(a")=L(x-x-x-...-z)=L(x)+ L(x) + L(x) + - + L(x) = n - L(z).

e Considerando entao o caso em que r = —n, com n € N*, para todo x > 0 temos que
" -x"=1= L(z")+ L(z™") =0. Logo, L (z™") = —n - L(x).

e Finalmente, quando r = § em que p € Z e q € N*, para todo x € R’ temos:

(") = (93%)(] = 2. De onde segue L[(z")!] = L (2?). Em virtude do que foi pro-
vado anteriormente, vale ¢ - L (z") = p - L(x). Logo, L (z") = (g) - L(z) =r- L(z).

Aqui cabe um comentario conveniente: o fato de termos adotado r como sendo racional,
decorre da dificuldade pela qual passamos para definir o valor de poténcia cujo expoente é
irracional.

P7) Uma funcao logaritmica L : R% — R é ilimitada superior e inferiormente.

Essa afirmacao nos diz que, tomando quaisquer ntmeros reais a > 0 e § < 0, sempre
encontraremos x, y positivos tais que L(x) > o e L(y) < (5. Entretanto antes de provar essa
propriedade, vamos ver alguns exemplos que nos ajudarao a entender com mais facilidade a
demonstracao.

Considere as funcgoes f, g e h com dominio R e cada qual com sua imagem, dadas por
f(x) =senx, g(x) = 2* e h(zx) = 23

Sabemos que —1 < senzx < 1 para todo x € R, logo essa funcao é limitada inferior e
superiormente.
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Figura 5.5: Grdfico f(z) = senz.

Por outro lado, sabemos que z? > 0 para todo x € R. Logo g(z) é uma fungao limitada
inferiormente, entretanto ela é ilimitada superiormente, pois dado qualquer « sempre con-
seguimos exibir um z € R tal que 2% > «. Basta para tal, tomar = > \/a, se « for zero ou
positivo, ou qualquer x se « for um ntmero negativo.

o
s

14

Figura 5.6: Grdfico g(z) = 2.

Finalmente a funcao h(zx) ¢ ilimitada inferior e superiormente em todo o seu dominio, como se
pode concluir usando um argumento semelhante ao anterior. Dado qualquer a > 0 sempre
conseguimos exibir um r € R tal que 23 > «. Basta para tal, tomar x > a, se a for
zero ou positivo, e valera que 23 > « logo, h(z) é ilimitada superiormente. Por outro lado,
se a < 0, basta tomar (—a) > 0, e pelo exposto anteriormente, existe x > {/(—a), de
onde concluimos que basta tomar x > —/a, e portanto, é ilimitada inferiormente. Observe
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que esse tltimo raciocinio poderia ser “simplificado” bastando tomar x < </« obtendo entao
r3 < . Mas optamos pela abordagem utilizando o oposto (—a) > 0 e repetindo o argumento
para o caso positivo, a fim de familiarizar o leitor com o tipo de argumento a ser empregado,
posteriormente no caso de nossa fungao.

Figura 5.7: Grdfico h(x) = 2°.

Voltando agora para as funcoes logaritmicas, procedemos da seguinte forma para a prova de
(P7):

e Primeiro vamos provar que L é ilimitada superiormente. Para tanto, basta mostrar
que dado um numero real o > 0, sempre ¢ possivel achar um z € R7 tal que
L(z) > «a. Tome n natural de modo que n > ﬁ Por L(2) ser positivo, obtemos

n-L(2) > a = L(2") > a, desse modo, basta tomar = = 2", obtendo portanto

L(z) > a. Observe que utilizar L(2) é mera conveniéncia. De fato, bastaria que o va-

lor escolhido fosse um logaritmo positivo, em particular poderia ser L(3), L(r), L(5),

L(99), etc. A escolha desse valor especifico foi por ser ele o primeiro natural cujo

logaritmo atende a condigao exposta e também por ser um ntimero com poténcias re-

lativamente conhecidas. Pensando desse modo, um valor igualmente conveniente, seria

L(10), pois suas poténcias também sao “imediatas”, entretanto, fiquemos com nossa

escolha inicial.

e Para provar agora ser L ilimitada inferiormente, devemos mostrar que dado um ntimero
real 5 < 0, sempre é possivel encontrar y € R tal que L(y) < 8. Tomemos o nimero
real (—f). Pelo exposto anteriormente, é possivel achar € R*. tal que L(z) > (—p).
Logo —L(z) < [ e portanto L (%) < (. Escolhendo entao y = %, obtemos o que
desejamos, ou seja, L(y) < [.

Para terminar este topico, vamos enunciar e provar dois teoremas que sao de extrema im-
portancia nessa teoria. Por fim provaremos um corolério que trara fortes implicacoes: o fato
das func¢oes logaritmicas serem bijegoes entre R e R.
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O Teorema 5.3.1 vai nos garantir que, em particular, a funcao por nés definida é sobrejetora,
e o Teorema 5.3.2 nos dird que, dada uma funcdo logaritmica L(x) qualquer e dada uma
constante ¢, a fungao ¢ - L(x) também sera logaritmica. Sendo assim, basta que se estude
uma fun¢ao L : RY — R crescente tal que L(xy) = L(z)+ L(y) que todas as demais funcoes
logaritmicas resultarao da multiplicagao de L por uma constante conveniente. Vamos agora
aos teoremas e ao corolario:

Teorema 5.3.1. Toda funcao logaritmica L € sobrejetora, ou seja, dado qualquer real c,
existe sempre um real positivo x tal que L(z) = c.

Para fazer a prova desse teorema, faremos uso do seguinte resultado:

Lema 5.3.1. Seja L : R}, — R uma funcgdao logaritmica. Dados dois reais quaisquer u < v,
eriste x > 0 tal que u < L(x) < v.

Em outras palavras, o lema nos assegura que todo intervalo I = (u,v) do contradominio de
L, contém pelo menos um valor L(z) com z € R*. Vamos a demonstragao do Lema:

Demonstracao. Tome um n natural de modo que n > % Assim temos que (v—u) > @,
além disso, L&) - 0 uma vez que é o quociente entre dois positivos. A fim de facilitar nossa

notagao, vamos escrever 0 = % = L(Z%) > 0.

Os varios maltiplos ... < —40 < =30 < =20 < =0 < 00 < 6 < 20 < 30 < 46 < ..., isto &,
os pontos de coordenadas m - J = - L(2) = L(2~) com m € Z, irdo decompor a reta real
em intervalos congruentes de tamanho 4.
Note que, como § < v — u, teremos ao menos um nimero m - § no intervalo (u,v), isto &,
satisfazendo a desigualdade v < m - § < v. Portanto v < L(2%) < v. Se tomarmos entio
r = 2%, teremos por fim, u < L(x) < v.

O

Vamos agora ao teorema, ou seja, provar que L é sobrejetora:

Teorema 5.3.1. Seja b um real qualquer, devemos obter um nimero real positivo « tal que
L(a) = b. O processo consiste em determinar o « conveniente, encontrando primeiro a
parte inteira a do seu valor e, posteriormente, buscar um a um, os digitos que compoe sua
parte decimal: @ = a,ajasa3...a, ... para a; € {0,1,2,3,...,9} com i > 1. Em seguida,
mostremos que, de fato, L(a) = b.

Para determinar a parte inteira a, lembremos que L ¢é ilimitada e crescente, (note que isso
nao acarreta ser ela sobrejetora), logo existem inteiros k tais que L(k) > b. Seja (a + 1) o
menor inteiro tal que L(a + 1) > b. Desse modo vale L(a) < b < L(a + 1).

: g . 1. 2. 3. . 9. .
Considere os niimeros a;a + 75;0 + 150 + 755 .. .0 + 75:a + 1 (observe que usamos o
W

na enumeracao dos 10 valores, a fim de guardar o uso da “,” para o registro de ntimeros em
notagao decimal, como feito usualmente).

Note que existem dois e apenas dois algarismos consecutivos em {0,1,2,3,...,9} tais que:
L (a + %) <b< L (a + ml—gl) Fazendo a; = m, obtemos, em notacao decimal, que a + 75
= a,ay. Logo, L(a,a1) < b < L(a,a1 + 15).

Para determinar o digito do centésimo procederemos de forma analoga. Mas antes, a fim
de “limpar” nossa notacao e nao cometermos equivocos pelo grande ntmero de virgulas e
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indices seguidos utilizaremos a notagao p; no lugar de a,a;. Como antes, podemos obter a
sequéncia de nimeros:

1 2 3 9 1

02;#1‘1‘ 1027/~L1+ 027---;M1+1—02§M1+—

:u17:u1+ 10

1

Novamente devemos tomar os dois tinicos valores consecutivos tais que:
! m' + 1
L <b< L _—
(’“ * 102) = (“1 MESTE )

Fazendo as = m/ obtemos:

L(a,a1az) <b< L <a ayas + %02> .
Prosseguindo analogamente, o processo termina se encontrarmos um valor a, tal que valha
L(p,) = b. Se isso nao ocorrer, de qualquer forma, ¢ intuitivo admitir que o processo Convirja
para a representacao decimal de um nimero real y = a, ajaqas . . =at+{+iEtist+
.+ {g= + ... de maneira que para todo nimero natural n tenhamos [ = Q, Q10203 . . . Ay
satisfazendo as desigualdades: L(p,) < b < L (un + 10%), (mesmo que a demonstracao formal
desse fato extrapole os objetivos desta dissertacao).

Afirmo que L(pu) = b. Com efeito, se fosse L(u) < b, pelo lema provado anteriormente,
obteriamos um z > 0 tal que L(p) < L(z) < b. Como L é uma funcao Crescente temos que

it < x, podemos tomar n natural, tao grande que x — u > —, de onde, u + = < .

10n J 1077

Portanto, Mn-l-m < u+10—n <r= L(un 10") < L(z) ou ainda, b < L(un 10”) < L(x).

Obtemos entao que b < L(z), o que seria um absurdo, pois x foi obtido de modo que
L(z) < b. Desse modo nao podemos ter a validade de L(u) < b.

De modo similar, se supusermos que L(x) > b, novamente utilizando o lema, podemos obter
x > 0 de modo que b < L(x) < L(u), de onde, por L ser crescente, x < p. Mas isso
implicaria que = < p, para algum n natural. Entdo, L(x) < L(pu,) < b, ou seja, L(z) < b o
que seria novamente um absurdo, pois x foi obtido de modo a b < L(zx). Portanto também
nao pode valer b < L(p). Assim s6 resta valer L(u) = b, como afirmamos antes. Isto conclui

a demonstracao do teorema.
O

Antes de ir ao Teorema 5.3.2, vamos mostrar o seguinte resultado preliminar:

Lema 5.3.2. Seja L uma funcao logaritmica e uma constante k € R entao kL também
serd uma funcao logaritmica.

Demonstracao. Seja N = kL, entdao N(xy) = kL(zy) =k (L(z) + L(y)) = kL(z) + kL(y) =
N(z) + N(y), para z,y > 0. E assim vale a primeira propriedade das fungoes logaritmicas
para N.

Tome = < y. Como L é logaritmica, vale L(x) < L(y). Sendo k > 0, obtemos kL(z) < kL(y),
ou seja, N(z) < N(y). Portanto, N = kL é também uma funcdo crescente, e, portanto,
logaritmica.

]
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Teorema 5.3.2. Dadas as fungoes logaritmicas L, M : R} — R, existe uma constante ¢ > 0
tal que M(x) = ¢ - L(x) para todo x > 0.

Demonstra¢ao. Suponha que exista a > 1 tal que L(a) = M(a). Nessa condigao, se pode
provar que vale L(z) = M (x) para todo > 0. Com efeito, note primeiro que para qualquer r
racional, a condi¢ao acarreta que L (a") = M (a"), pois L (a") =r-L(a) =r-M(a) = M (a").
O caso geral do Teorema 5.3.2, pode ser reduzido ao seguinte caso particular: dadas L e M,
funcdes logarftmicas arbitrrias, temos L(2) > 0 e M(2) > 0, ja que, 2 > 1. Seja ¢ = 22

()"
Tome a funcao logaritmica N : R — R, definida por N(z) = c- L(x).
Temos que: N(2) = ¢~ L(2) = [m} L(2) = M(2).
Do provado anteriormente segue que N(z) = M(x) para todo x > 0, isto é, M (z) = c¢- L(x)
para todo z > 0.

Suponha agora por absurdo que exista algum b > 0 tal que L(b) # M(b). Tomemos sem
perda de generalidade que L(b) < M (b), dessa forma M (b)— L(b) > 0 tome entdo um nimero
natural n tal que:

o (a%) < M(b) — L(b).

. ~ 1 , .
Para facilitar nossa compreensao vamos tomar § = L (an) que certamente é um nimero

real. A partir dos valores 9,20, 39,49, . .. podemos dividir R, em intervalos congruentes de
tamanho 6. Como 0 < M(b) — L(b) teremos ao menos um nuimero m - § pertencente ao
intervalo (L(b), M (D)), isto é, L(b) < m -6 < M (b). Por outro lado, temos L (a") = M (a”) e
0=1L (a%), entdo temos: L(b) < L (a=) e M (a®) < M(b). Como vale L (a=) = M (a~)
e ambas sao func¢oes crescentes, obtemos:

m m

M (aw) < M(b)=an <b

L)< L(aw)=b>an

Esse absurdo mostra nao existir b nessas condigdes. Logo, L(x) = M (z) para todo x > 0.
[



Capitulo 6

O numero e

No capitulo 3, ao tratar a questao dos juros, nos deparamos com uma situacao muito intri-
gante. O senso comum leva-nos a pensar que investindo certa quantia em um sistema de juros
compostos por um periodo determinado, o montante obtido ao final desse periodo aumen-
tard tanto mais quanto maior for o nimero de capitalizacoes ao longo dele. Mas vimos que
nao é isso o que ocorre. De fato o capital aplicado nao chega sequer a triplicar. Entretanto,
0 mais importante é que, em uma situacao hipotética na qual se dispoe de “capitalizagoes
infinitas” o fator de aumento serd algo em torno de 2,72. Vamos formalizar alguns conceitos
subjacentes a tal valor (nimero irracional e).

6.1 Numero e via area de uma faixa da hipérbole zy =1

Uma vez que definimos os logaritmos utilizando as faixas de hipérboles e provamos que nossa
funcao definida anteriormente é bijetora, a questao que devemos responder agora ¢ para qual
valor real @ > 0 obtemos LOG («) = 17 A esse valor damos o nome de base para esse sistema
de logaritmos.

De fato, podemos afirmar que esse valor a procurado é o nimero irracional e, isto é, que
LOG (e) = 1. Facilmente conseguimos notar que x > 1, pois LOG(1) = 0 e para valores do
intervalo 0 < z < 1 os resultados sao negativos como afirmamos em 5.2 (Defini¢ao de Loga-
ritmo via area da hipérbole xy = 1). Vamos entao apresentar argumentos que comprovem
estar este numero (que ja sabemos qual ¢) entre 2 e 3.

Obviamente que apenas apresentando esse fato, nao podemos de modo algum afirmar ser
ele realmente o niimero e. Entretanto, os argumentos utilizados para comprovar tal fato, sao
baseados em calculos de areas de figuras elementares e manuseio algébrico acessivel, podendo
dessa forma, ser facilmente trabalhado com os alunos da Educacao Bésica. Seria um bom
ponto de partida, propor que os alunos obtivessem aproximagoes de LOG(2) e LOG(3) e
que buscassem uma maneira de justificar o fato apresentado. Além de tornar a afirmacao
mais crivel, possivelmente deixari os alunos mais motivados ao trabalhar com o nimero e.

O raciocinio baseia-se em provar que (a) LOG(2) < 1 e que (b) LOG(3) > 1. Ora, para
comprovar (a), basta encontrar uma aproximacgao por excesso de LOG(2) que seja menor
do que 1. Analogamente, se uma aproximacgao por falta de LOG(3) for maior do que 1,
evidentemente também valerd (b).

Vamos primeiro calcular uma aproximacao por excesso de LOG(2), utilizando para tal uma
subdivisao da abscissa em quatro segmentos congruentes e tomando os retangulos acima da
curva, isto é:

29
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Figura 6.1: Aproximacao LOG(2) por sobra com 4 retdngulos.

114_1%4_124_1%—14_1_‘_1_’_1&0’76
4 4 5 4 3 4 7) 4 5 6 7 7

LOG(2) < 0,76 < 1. (6.1)

Logo,

Calculemos agora uma aproximagao por falta de LOG(3). Para isso, utilizaremos uma subdi-
visdo da abscissa em oito! segmentos congruentes, mas aqui tomaremos os retangulos abaixo
da curva, ou seja:

Figura 6.2: Aprozimacdao LOG(3) por falta com 8 retangulos.

!Perceba que, pelo fato dos retangulos se encontrarem abaixo da curva, uma aproximacio com, por
exemplo, quatro segmentos, pode ser “grosseira”’ a tal ponto que resulte um valor menor que 1, nao sendo
suficiente portanto para comprovar nossa afirmacao.
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RN R RN RCIRDE

—1+1+1+1+1+1+1+1+12102
4 5 6 7 8 9 10 11 12 77
Logo,

LOG(3) > 1,02 > 1. (6.2)

Ora, por (6.1), (6.2) e da desigualdade 0,76 < 1 < 1,02 podemos concluir que: LOG(2) <
LOG(a) < LOG(3) e por ser uma funcgao crescente, afirmamos que: 2 < o < 3 para « tal
que LOG(«a) = 1.

Vamos agora mostrar, de fato, que o valor real « tal que LOG(«) = 1, é realmente o ntimero
irracional e.

Para isso, procederemos da seguinte forma para encontrar um ntmero maior do que 1 cujo
logaritmo resulte 1.

Considere no eixo das abscissas a seguinte sequéncia em que n serd um nimero natural
pré-fixado:

1 1\2 1\? 1\*
CL():L a1:(1+—>,a2:(1+—) ,agz(l—l——) ,...,CLkI(l—l——) g
n n n n

Note que essa sequéncia é uma progressao geomeétrica cujo primeiro termo é ag = 1 e a razao
e q= (1 + %) Vamos calcular o valor de LOG (a,,) utilizando, para tal, a soma das areas
Ay, As, o A,

A | Ani1 |

1 a; 42 a3 n 1 Iy {11

Figura 6.3: Subdivisdo com wvalor das dreas igual o wma constante.

Ora, ja vimos que a area de qualquer faixa estd compreendida entre a soma de um ntumero
finito de retangulos inscritos e a soma de um ntimero finito de retangulos circunscritos a
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faixa. Desse modo, para estimar o valor de LOG(a,) utilizaremos a subdivisdo do eixo
das abscissas fornecido pelos pontos da PG descrita anteriormente. A partir desses pontos,
tomemos n retangulos inscritos e circunscritos & curva como mostra a figura 6.4, LOG(ay,)
serd estimado pela soma desses n retangulos definidos.

LI T

O 0 el O R O A
D)

Figura 6.4: Subdivisao com valor das dreas igual a wma constante e abscissas em P.G.

Vamos entao chamar as areas dos retangulos inscritos de r; e as dos retangulos circunscritos
de R; para todoi=1,2,3,...,n.

O primeiro ponto interessante a notar é que as areas de quaisquer dois retangulos inscritos
serdo iguais, assim como quaisquer dois retangulos circunscritos?.

Note que a base (que chamaremos de ¢;) para qualquer retangulo de area r; sera:

e (e )o8) = (2) (000040 0)

E sua altura (h;) sera - = (1 + %)_Z

Portanto, a area r; pode ser escrita por:

1 N\ /1 1\~ 1\'/1 1
Ti:Ci'hi:(ai_ai—l)'_: 1+ = — I+ - =(1+- — | = .
a; n n n n n n+1

Por outro lado, para qualquer retangulo de area R;, teremos a mesma base, ou seja, (a;—a;_1),
porém sua altura (h;) seré a—ll e, portanto, sua area:
i

O RGICOCION

Em resumo, temos que para todo ¢ = 1,2,3,...,n, as areas dos retangulos inscritos e cir-

2Isso pode facilmente ser justificado se lembrarmos a Propriedade Fundamental demonstrada em 5.1, mas
optamos por refazer os calculos a fim de poupar esforco ao leitor.
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cunscritos & curva serao respectivamente:

Também, enquanto os pontos na abscissas crescem em PG, a soma das areas dos retangulos
: : 1 2 3 n 4

inscritos crescem em acordo com a PA (n+1’ e s AR n+1) e a soma das areas dos
retangulos circunscritos crescem em acordo com a PA (l 2 3 ”).

nnn’ T n

No inicio da secao, estavamos buscando um valor de abscissa que resultasse valor de area 1,
ou em outros termos, LOG(a,) = 1. Desse modo, qualquer que seja o valor escolhido para
n, serao necessarios n retangulos R; para que se obtenha uma “escada” com area igual a 1,
uma vez que, 7 - % = 1.

1 n
Isso implica que o valor de abscissa procurado é a, = (1 + —) e portanto
n

1
LOG(an):A1+A2+...+An<R1+R2+...+Rn:n-Ri:n-ﬁ:1.

J& para o caso dos retangulos inscritos r;, tomando n retangulos obteremos como soma:

1 n

. = < 1.
n+1 n+1

rn+ro+...+1r,=n-17,=n

A partir de todas essas informacoes, podemos concluir: parat=1,2,3,...,n,0<r; < A; <

R; e, portanto,
n n n
O<ZT’¢ <ZAAZ<ZF{z
i=1 i=1 i=1

ou ainda

n n
0< < A; < 1.
n+1 ;

Se tomarmos o limite das desigualdades quando n tende para oo, obtemos:

n

L O
LS R ODLES

Ou seja, pelo teorema do confronto, concluimos que:

n—o0 4
=1

Mas como vimos anteriormente, a area A,, ¢ delimitada, & direita, pela reta:

(+5)
rT=a,=(1+—
n
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n
Entao o valor x que estamos procurando é lim (1 + —) .
n—oo mn

Recapitulando, temos o ramo positivo da curva xy = 1 em um par de eixos cartesianos
x,y. Delimitando a area em questao, temos a reta y = 0, a curva ja mencionada xy = 1 e
verticalmente pelas retas xr =1 e x = a,,.

n

Tomando a &rea limite, ou seja, lim = ZAi = 1, ela serd delimitada a direita por x =
lim a, = lim (1 + %)n Note que por esse limite expressar o valor da abscissa tal que
n—oo n—oo

HY = LOG(«), ¢ intuitivamente “natural” que tal limite exista pela continuidade da fun¢ao
f(x) = HY.

6.2 Limite exponencial fundamental
Vamos definir a fun¢ao f(n) = (1 + %)" com dominio em N* e vamos mostrar que:

I. f é uma funcao crescente no dominio;
II. 2 < f(n) < 3;

ITL. Existe o lim (1+ 1)".

n—oo

Demonstracao de 1. Observe que desenvolvendo (1 + %)n pelo Bindémio de Newton obtemos:

CN IS ROENAE R AE

. 3+.'.+ PR *
! n !
1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
=2+ (1= )+=-(1==) (1=} +.. . +=(1-=)(1=2).. (1= .
21 n 3! n n n! n n n

Substituindo os produtos por:

(=D =2 00 (-5 (-0)-T10-)

obtemos

=1

Tomando agora essa mesma expressao, mas para (n + 1), temos:

f(n+1):2+;—<i+1)! E(l_nil>'
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Vamos entdo mostrar que f(n+ 1) > f(n), ou seja;

ﬁﬁ(l_ni1)+§(i v;( n+1>>§(z+11)!i

J

Para tal, vamos dividir a demonstracao em duas etapas:

n—1 ] n—1 1 7 j
1— > 1-—=1;
0 Il (-) - S I (-),

=1 J=1

Note que para todo ¢ =1,2,...,(n — 1) vale (s 0, portanto

H—l)

z+1'H( n+1)><z'+11>!£[1<1‘%>

e como a desigualdade é vélida para todas as (n — 1) parcelas, concluimos por fim que:

n—1 1 1 n—1 7 j
. >Z (1——).
— (i+1)! = ( n+1) — 1)! ey n

Prova de (ii).

u ' - n+1—j
'H( n—i—l) n—i—l'jl:[l(n—kl >

J=1
que pode ser escrito como

1 1 - ) 1 1
(i D (1 jl:[l(nJrl_j): (n+1)!'(n+1)".n!

i j j j j Z' j
<= = = >—= = 1- >1-= = 1— >
n+1l n n+1 n n+1 n H( n—l—l) H

65
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e por sua vez, simplificando

n! 1
(n+1)-n!-(n+1)n (n + 1)+t

que é positivos, pois n € N*. Portanto, f ¢ uma funcao crescente em N*,
m

Demonstracao de II. Sendo f uma funcao crescente com dominio em N*, ela assumira seu
menor valor em n = 1, ou seja, f(1) = (1 - %)1 = 2! = 2, desse modo, f(n) > 2 para todo
n € N*.

Vamos entao mostrar que f(n) < 3 para todo n € N*. Mas antes, observe o seguinte resultado
preliminar que provaremos por inducao finita sobre i:

Lema 6.2.1. Para todo i € N* vale a desigualdade (1 +1)! > 2°.

Demonstragao. Tomando ¢ = 1, temos que (1 + 1)! > 2! = 2 > 2. Suponha entao valido o
resultado para i = n, obtemos (1 + n)! > 2". Queremos provar que [1 + (n + 1)]! > 2°F1,
note que:

I+n+D'=[1+Mn+1)]-[(1+n)]

e por hipotese de inducao,
[(A+n)] 1+ (n+1)]=2" [14(n+1)]

logo
1+ (n+D]!>2"-(2+n)

de onde
14+ (n+ D] > (2" +n2") > 2+

e finalmente temos
[1+ (n+ 1))l > 2"+

Logo, nosso resultado é valido para todo ¢ natural.

Note agora que, para todo 7,7 € N;se 1 < j <7 <n—1 valem:
j i j
1-=<1 = 1-=1<1
rer = ()
J=1
e também

1 <1
(144)! — 2¢

2 < (1+4)! =

| .

7
1
De sorte que 1+z T H < ) < 5 ird valer para todas as (n — 1) parcelas, entao:
n

J=1
n—1 7 . n—1
1 7 1
[T(1-=) <) =
—~ (i+1)! 3 ( n) 2i"

=1
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n—1
Por outro lado, g 5 ¢ a soma finita dos termos de uma Progressao Geométrica de primeiro

=1
ai1(1-¢")

termo a; e razao g iguais a % com soma dada por S, = g portanto
n—1 1 1
= %:%JF%JW_]@L“ +2n1—2 +2”1—1 -2 —2;1) R T
logo de
YpIILENE  § SR AR o B LIS § S CRF A
;(z—i—l)'g ( _E) <;§< ~ ; i+ 1) E( _5) =
E portanto

2+;ﬁ1}(1—%)<3 = f(n) <3

Demonstracao de III. J4 mostramos ser f crescente e limitada em N*.

Tome agora .Z =sup {f(n) | n € N*} com 2 < _.Z < 3 de modo que:
(i) f(n) < & para todo n € N*;
(i) Se f(n) < para todo n € N*, entao obrigatoriamente .Z < .

Mostremos, portanto que lim f(n) = Z.

n—-+00
Note que para qualquer € > 0, sempre vai existir algum m € Nx tal que f(m) > £ —e.
Temos que para todo e > 0en >mvale: £ —e < f(m) < f(n) < Z <.Z + ¢ ou ainda,

Z —e < f(n) < Z+ ¢ eportanto —e < f(n) — % < e. Isto é, para todo £ > 0, existe
m > 0 tal que para todo n > m vale que |f(n) — Z| < e.

1 n
Logo, podemos concluir de I, IT e III que f(n) = (1 + —) com n € N* converge para .Z.
n

Ele sera, portanto o limite, o qual é denotado por e. Ou seja, convencionamos que o limite

n—-+4o0o

dessa funcao quando que n — 400 é: lim (1 + —) =e.
n

Estamos agora em condicoes de provar trés teoremas muito importantes que estenderao o
dominio do exposto acima para R.

1 x
Teorema 6.2.1. Seja a funcdo f(z) = (1 + —) definida em {x € R tal que x > 0}, entao
T

1 X
temos que lim (1 + —) =e.
x

T—+00

Demonstracao. Sejam n e n + 1 dois naturais consecutivos e um z real qualquer tal que
n<x<n-+1. Assim,

1

n<rxr<n+1 =
n+1

1 1 1 1 1
<-<- = 14+4+—<14+-<1+-.
T n n—+1 T n
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Levando em consideracao o fato de n < z < n + 1, obtemos:

1 n 1 x 1 n+1
1+ <|{1+- <(1+- .
n—+1 T n

Tomando entao o limite das expressoes, temos

. 1 n . 1 T . 1 n+1
lim 1+ < lim (14+—-) < lim (14—
n—+400 n+1 T—+00 T n—+400 n

( 1 n+1
| 1 1
lim ntl < lim <1+—) < lim (1+—) -(1+—)
n

n—-+oo 1 + 1 xr——+00
n+1
1 n+1
lim (1 + ) z n
or "+1 < lim (1+—) < lim (1+—) . lim (1+—)
Tr—r+00
lim (1 n ) "
n——+o0o n+1

1 xT
§< lim <1+—) <e 1

x—r—+00 €T

1 X
e < lim (1+—) <e.

Tr—-+00 €T

Nesse ponto, devemos nos lembrar do famoso Teorema do Confronto visto em qualquer curso
de Calculo 1, para concluir que:

]

1 X
Teorema 6.2.2. Seja a funcio f(z) = (1 + —) definida em {z € R tal que x < —1},
x

T—>—00

1 x
entao temos que lim (1 + —) =e.
x

Demonstra¢ao. Tome x = —(w + 1), primeiro notemos que se x — —o0 entdao w — +o00, do
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T —(w+1) —(w+1) w+1
1 1 1
lim (1+=) = lim (1——— — lim (— — lm (P =
T——00 T w—~4-00 w+ 1 w—+oo \ w + 1 w—~4-00 w

_ 1\ _ 1\" 1 , 1\" . 1
= lim (14 — = lim (14 — [1+—)= lim (1+ — < lim (14+—| =
w——+00 w w—+0o0 w w w——+00 w w—+00 w

Teorema 6.2.3. Seja a funcao f(z) = (1 + m)% definida em {x € R tal que —1 <z <1 com z # 0},
1

entdo lim (1 +z)= =e.
x—0

Yy
Demonstracao. Tome x = é, obtemos entao (1 + x)% = <1 + 1—1/) . Perceba agora que se:

r—0" = y—o 400

r—0 = y— -
do qual obtemos

1 1\Y
lim (1+2x)* = lim <1+—) =e

z—0+ Y—r+00

: 1 _ 1\
lim (14+2z)s= lim (14+-) =e
z—0~ Yy——0o0
Portanto, lim (1 + :1:)% =e.
z—0 0

Uma vez apresentados todos esses fatos para o nimero e, e ji sabendo que uma aproximagao
com duas casas decimais seria 2,72, é provavel que em algum momento venha a surgir uma
davida muito pertinente e nada 6bvia, a saber: serd possivel representar esse valor (nao
apenas sua aproximagao) em forma de uma fragao irredutivel? Em outras palavras, seria o
nimero ¢ um nimero racional?

Teorema 6.2.4. Nao € possivel, representar o numero e em forma de uma fracao irredutivel,
ou seja, e € um numero irracional.

Euler, em 1737, provara a irracionalidade de ambos e e e* (Maor, 2006, p. 247).

Facamos entao a prova de que e ¢ um ntmero irracional, mas antes lembremos a partir do
binémio de Newton que:

() =02 (D (D) 055)
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E também que existe lim (1 + %)n = e, de sorte que tal limite resultara em
n—o0

im 2+~ (1) +=(1=2)(1=2 )+ 2 (=Y (12 (1=2)+.. =
b 2! n 3! n n 4! n n n U

=24 (1 0) 4 21— 0)(1—0) + £ (1 =01~ 0)1—0)+ ... =

21 3!
1 1 1 =1

Esta série infinita foi descoberta por Newton em 1665, e pode ser obtida da ex-
pansao binomial de (1 + %)n, deixando n — oo. Ela converge muito rapidamente,
devido ao aumento rapido dos valores dos fatoriais nos denominadores. Por exem-
plo, a soma dos primeiros onze termos (terminando com 1/10!) é 2,718281801; o

valor real, aproximado para nove casas decimais ¢ 2,718281828 (Maor, 2006, p.
196).

Suponha entao que e seja racional, ou seja, e = g, onde p,q € N* com mdc (p, q) = 1.

1

n!’

o
1,1 1) _
Dessemodo,g—<1+ﬁ+5—|—...—|——>_ Z

q!

=~ 1 1 1 1 1
Yoeawe 3 5= (Gt Grors Har v t) o

l(1+1+ ! +)<l<1+1+)
¢ \(g+1) (@+D+2) (@+)(g+2)(¢+3) ) ¢ \(g+1) (g+1)2 )

Acima a direita da desigualdade, a expressao entre parénteses é a soma dos infinitos termos
de uma Progressao Geométrica com primeiro termo a; e razao r iguais a
1 1

— -~ ou seja, as seguintes afirmacoes
q q

ﬁ com soma

o0
1
dada por S, = *-. Obtemos entao que g - <
n

n=q+1
sao verdadeiras:

n=q+1
oo (1] 11
<= - —f-ﬁ“f‘a'f‘ +—| a;
T NLINRE I [ % (T SIS IV
20 7 g q 20 g q' q

AL R IR S NI B
q! TR TR p(q I'<q! TR TR .

Perceba que ¢! (1 + % + % +...+ %) é inteiro, pois todos os denominadores se cancelarao

apos a distributiva. A fim de facilitar a notagao, facamos ¢! (1 + % + % + ...+ i) =09,
obtendo entao S < p(q¢ — 1)! < S+ %.



6.2 LIMITE EXPONENCIAL FUNDAMENTAL 71

Note também que % < 1 para todo g € N* de sorte que S < p(¢ — 1)! < S+ 1.

Ora, conseguimos dessa forma exibir um inteiro p(q¢ — 1)! que jaz entre dois inteiros conse-
cutivos. Um absurdo, portanto e é irracional.
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Capitulo 7

Logaritmos e exponenciais

Uma vez que definimos uma funcdo LOG: R% — R como LOG(z) = y pudemos concluir
que LOG(e) = 1. Baseando-nos na defini¢do usualmente utilizada nos livros didaticos, em
que, a base de um logaritmo corresponde ao valor x para o qual a funcao resulta 1, inferimos
que nosso logaritmo possui base e, também conhecido como logaritmo natural. Passaremos
portanto, a adotar a partir de agora a notacdo In(x) para a nossa fungdo LOG (x) definida
pelas areas das faixas de hipérbole.

A partir das propriedades demonstradas na se¢ao 5.3, podemos encontrar os valores de (n(x)
para todo x da forma e”, com n nimero inteiro.

Com efeito, sabemos que: In(1) = 0, In(e) = 1, In(e?) = 2-In(e) = 2, ..., In(e") = n-In(e) =
n e ainda, In(e™!) = —1-In(e) = —1, In(e™?) = =2-In(e) = =2, ..., In(e™™) = —n-In(e) =
—n.

Sabemos também que In(z) é uma funcdo estritamente crescente no seu dominio. Assim

podemos, a partir dessas informacoes esbocar o grafico da funcao logaritmo natural, como
mostra a figura a seguir.

Figura 7.1: Grdfico fun¢do Inx.

Mostramos também na se¢ao 5.3, que a funcdo por nos definida é injetora (P1) e sobrejetora

73
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(Teorema 5.3.1), desse modo, podemos afirmar que ela possui uma inversa in~! para a qual
utilizaremos a notacao In~!(x) = exp(z), ou seja, por definicao temos que:
exp: R — R}

y=exp(z) < z=In(y)

Por outro lado, sabemos que o grafico de uma funcao inversa a outra é simétrico ao grafico da
fungao inicial em relacao a reta de equacao y = x (por simetria de reflexao). Assim também
podemos esbogar o grafico de exp(z) obtendo a seguinte figura:

Figura 7.2: Grdfico Inversa.

Vamos provar algumas propriedades para essa funcao, observando antes que, do ponto de
vista geométrico, podemos interpretar y = exp(z) como o valor da abscissa que devemos
tomar para que a area H{ =xz,se y >1le H = —x,8e 0 <y < 1.

P8) Para todo z,y € Re a,b € R vale exp(z + y) = exp(x) - exp(y).

Prova: Sejam exp(z) = a < x =In(a) e exp(y) = (b) < y = In (b). Nessas condigoes temos
que

exp(x) - exp(y) = ab. (7.1)

Por outro lado, das equivaléncias  +y = In (a) + In (b) = In (ab) = x + y = In (ab).

b
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Logo, por definicao,

exp(z +y) = ab. (7.2)
Por (7.1) e (7.2) concluimos que exp(z + y) = exp(x) - exp(y).

exp(z)
exp(y)

P9) Para todo z,y € Re a,b € R’ vale exp(z —y) =
Prova: Sejam exp(x) = a e exp(y) = b, 0 que equivale, por definicdo a z = In (a) e y = In (b).
Nestas condicoes temos que:

exp(z) a
exp(y) b (73)

Q

Por outro lado, z —y = In(a) — In (b) = In (—) =zx—y=In <%>

S

Assim, por defini¢ao, vale entao que

exp(z —y) = —. (7.4)

> e

exp()
exp(y)’

Por (7.3) e (7.4) concluimos que exp(z —y) =

P10) A funcao exp : R — R* & crescente.

Sejam z,y € R e a,b € R% com z > y, de modo que a = exp(z) e b = exp(y). Temos que
exp(z) =a < x =In(a) e que exp(y) = b < y = In(b), portanto x > y < In(a) > In (b).

Pelo fato da fungdo In ser crescente e injetora, podemos afirmar que In (a) > In (b) < a > b,
ou seja, nas condicoes inicialmente dadas, vale que, exp(z) > exp(y), ou seja, obtivemos a
validade de:

x>y <<  exp(r) > exp(y).

P11) Vale sempre exp(0) = 1, pois partindo da defini¢ao exp(b) = y < b = In (y), obtemos
a equivaléncia: In(1) = 0 < 1 = exp(0).

P12) Teremos sempre: exp(z) > 0Vaz € R, exp(z) > 1se x >0 e exp(x) < 1sez <0.

De fato exp(z) > 0 para todo = € R por defini¢do, ja que Im(exp) = Dom(In). Seja = € R
tal que x > 0, por P10, temos que exp(z) > exp(0).

exp(z)
exp(z)
analogo, para 0 > x = exp(0) > exp(x), ou seja, exp(x) < exp(0) = 1.

Por outro lado, de P9, exp(0) = exp(x — z) = = 1, ou seja, exp(z) > 1. De modo

Note que, partindo das propriedades acima, nao h& davidas de que uma notacao mais con-
veniente e usual para exp(x) seria b* uma vez que, exp atende as principais propriedades
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das fung¢des exponenciais. Entao a partir daqui, usaremos b” no lugar de exp(z). A pergunta
natural que podera surgir agora é: “A qual base b especificamente, a funcdo exp(z) corres-
ponde?” A resposta se justifica facilmente partindo do seguinte fato: in(e) = 1 < e = exp(1),
ou seja, as duas notacoes equivalentes sao:

xT

exp(x) = €.

Perceba que essa ultima conclusao, em conjunto com P8, consolida de vez o fato de estarmos
lidando com uma funcao exponencial de base e, como a que aprendemos habitualmente na
escola. Entretanto, para continuar nosso estudo fazendo referéncia ao objeto primeiro de
analise (logaritmo via area de faixas de hipérboles), usaremos a notagio e apenas quando
a dificuldade técnica sobrepuser o ganho didéatico.

Notemos agora que, se tomarmos ilir(l) (1+ kx)%, e fizermos a substituicao kx = u obtemos

que x = 7. Além disso, quando x — 0, também kx — 0 e, portanto:

Sk

1k
lim (1 + u) lim(1+u)5] =

u—0 o [uﬁ\O

como mostrado na secao 6.2.

No teorema 6.2.3 também da se¢ao 6.2 mostramos que os limites: lin% (1+ a:)% e lim (1 + —>
r— r—00 x

1
sao equivalentes. A partir disso, observemos que fazendo x = % no limite hH(l) (1+ kx)=,
T

w
quando x — 0, teremos w — oo resultando portanto lim <1 + —) = e* em concordancia
wW—00 w

com o esperado.

N

A partir do exposto, podemos dar um sentido mais claro a existéncia de um ntimero que
expresse o valor de e”, mesmo quando x for um ntmero irracional. De fato do ponto de
vista técnico, conseguimos aceitar sem grandes dificuldades uma operacao com expoente
irracional e uma base qualquer simplesmente ignorando os pormenores que a questao traz,
porém, do ponto de vista didatico, a tarefa pode nao ser tao simples. Ao ensinar um conceito,
¢ importante que ele proprio esteja claro ao locutor, e ai reside um grande problema ao tratar
a exponenciacao da maneira usual, pois nao h& uma justificativa aceitavel para que um aluno
do ensino bésico realize tais operacoes (poténcia com expoente irracional). Em se tratando
de base e expoente racionais, (nao negativo para a base), contornamos o problema com
a radiciagao, porém uma operagao que nao se justifica, causa desconforto no momento de
seu ensino. E é justamente nesta tentativa de justificar a operacao que temos um ganho
gigantesco com a abordagem das faixas de hipérbole, pois, uma vez que o valor numérico de
uma determinada area pode ser um real qualquer, nada impede que se escolha um nimero
irracional para a area, por exemplo, pode ganhar significado para o estudante a pergunta:
Qual abscissa aproximada devo tomar para que a area de uma faixa seja 0,101001000100001
ou entdo 7, ou ainda v/2, enfim, qualquer irracional imaginavel.
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7.1 Limite exponencial fundamental via area da hipér-
bole

Ao pensar no estudante de ensino basico ou mesmo de inicio de graduagao, (ainda que esses
nao sejam nosso publico alvo), seria interessante oferecer argumentos menos técnicos, mas
que fossem igualmente solidos para convencer nosso leitor dos fatos que foram apresentados
na secao 6.2. E aqui, fazemos mencao ao terceiro inconveniente citado no capitulo 2. Para se
provar a desigualdade In (1 + x) < x por meios algébricos, é necessério certo conhecimento
sobre crescimento de funcgoes, conceitos como derivadas, pontos de inflexao, maximo e minimo
entre outros. Porém do ponto de vista geométrico (ainda que de modo informal), ndo existe
qualquer dificuldade em aceitar tal desigualdade, uma vez que, por uma simples analise da
figura constatamos que In (142) representada pela faixa de hipérbole no intervalo 1 a (14z),
estd abaixo do retangulo de base x e altura 1, e evidentemente, acima do retangulo de base

1
z e altura T

Dessa forma, podemos inferir que as respectivas areas das figuras também obedecerao a
desigualdade:

T - <lh(l4+z)<z-1

1+z

l+x

Figura 7.3: Hipérbole da desigualdade exponencial fundamental.

Multiplicando todos os termos da desigualdade pelo real positivo % obtemos:

1 1 1 1
— T <—-n(l+z)<—-2x-1
x 1+z = x

o que implica

1 1
—— <lIn(1 = < 1.
1+z n( +a;)

Como a funcao exponencial é continua, podemos aplicar os valores aos expoentes:

1 1
et < (14 2)= <e.
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Tomando o limite para z — 0, a desigualdade seré:

R R 1
lime™s < lim(1 + )= <lime
z—0 z—0 z—0
o que implica )
e<lim(l+z)= <e.
z—0

Pelo teorema do confronto, concluimos que lin% (1+ x)% = e.
T—

T

. ) 1
Do qual concluimos facilmente que lim 1+ — = e. Para o caso em que z < 0, o
T—00 x

raciocinio é analogo, bastando fazer algumas adaptacoes. Seja x < 0, podemos supor que
x > —1, do qual obtemos x + 1 > 0, dessa forma. faz sentido falar de In(1 + ). Como
—1 <z < 0, entdo —In(1+x) sera a area da faixa da hipérbole H, , o qual foi convencionado
por noés ser um valor negativo (dessa forma, —In (1 + z) é positivo). A partir de uma anéalise
na figura 7.4 a seguir, obtemos a desigualdade:

T+s ST

Figura 7.4: Hipérbole da desigualdade exponencial fundamental.

1
1+z

—z-l1<—=In(l4+z)<—x-
Multiplicando todos os termos da desigualdade pelo real positivo —% obtemos:

1 1 1 1

l<—-ln(l+z)< !
_.x. _.n m -l’.
14+2z

1+z

1
— = 1<in(l+z):<
x x x
E pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente, partindo da desigualdade

1

e<(l4z): <ers
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obtemos
1
xT

e<lim(1+x)%§e = lir%(1+x) =e
z—>

x—0

para x < 0.

1 xX
Dessa forma, por todo o exposto, concluimos por fim que lim (1 + —) =e.
T—00 x

7.2 Logaritmos e exponenciais em outras bases

Vamos aqui, apresentar as funcoes logaritmicas em outras bases além do nimero irracional
e, partindo da premissa que chamamos de base a # 1 da funcao ao inico ntmero que resulta
loge,a = 1.

Provamos no teorema 5.3.2 da secdo 5.3, que podemos obter qualquer funcao logaritmica,
multiplicando uma particular por uma constante ¢ conveniente. Desse modo, partindo de
In (x), podemos reinterpretar o enunciado do teorema da seguinte forma: “Dada uma func¢ao
logaritmica M qualquer, existe uma constante ¢ > 0 tal que M(x) = ¢ In(z) para todo
x> 0"

Queremos, portanto, determinar uma constante ¢ que defina log,z a partir de In(z), ou seja,
tal que valha: log,z = ¢ - In(x) para todo x > 0 e também log,a = 1.

Tomando x = a na primeira igualdade, obtemos log,a = ¢ - In(a). Mas de log,a = 1, decorre
que c-In(a) =1 ou ainda ¢ = m
Desse modo, necessariamente obtemos a seguinte definicao:

In(x)

In(a)

logex =

Claramente, o dominio e a imagem de [n e de log, s@0 os mesmos, o que nos fornece as
igualdades Dom(log,) = R* e Im(log,) = R. Observemos que, como In(a) > 0 se a > 1,
o “comportamento’ de log,z é semelhante ao de In (x). J4, se a estiver entre 0 e 1, como
In(a) < 0, para todo x € R, log,z tem o sinal oposto ao de In (z). Os graficos a seguir
ilustram tais situacoes:

Figura 7.5: Feize de grdficos.
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Figura 7.6: Feize de grificos 2.

P13) A fungdo log,x sera crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1.

Sejam log,x, Va € R} com a # 1 e Vz,y € R} com x > y, note primeiro que z > y =
In(z) > In(y), como ja visto em 5.3.

In (z)

In(y)
In () > ou

In(a)’

Para o caso em que a > 1, jA vimos que In (a) > 0 e, de In(x) > In(y) =
seja, log,x > log,y e portanto crescente.

Para o caso em que 0 < a < 1, vimos que In (a) < 0 e, logo de In (x) > In(y) =
ou seja, log,x < log,y e portanto decrescente.

3
—

Q
=

Vamos agora, definir exponenciais de base a # 1 em R7, da seguinte forma:
VreRa" =y <&  logy=rx.

Ja vimos que log,y = ﬁz EZ% Desse modo, log,y = © < % =z, ou ainda, In (y) = z-In(a).

Tomando a exponencial de base e em ambos os lados da igualdade, obtemos:

In(y)=xz-ln(a) & y=e @

e portanto, necessariamente definimos:

a® = e:c~ln (a).

7.3 Logaritmos em outras bases por um viés geométrico

Tomemos uma constante £ > 0. Em vez de partimos para a construcao das faixas de hipér-
boles pela curva xy = 1, podemos proceder de modo andlogo, considerando a curva xy = k.
Para cada valor escolhido, teremos um novo sistema de logaritmos. Nesse ponto, um co-
mentario se faz pertinente. Dentre as infinitas possibilidades de escolha para k, existe uma
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que nos parece mais ‘“natural”’, dado a familiaridade com a curva resultante. Esse valor é
justamente k = 1, o que resulta no logaritmo de base e, mais conhecido como “logaritmo
natural”. Vamos a algumas consideragoes para um k arbitrario:

Dados dois pontos a e b quaisquer pertencentes ao eixo z, iremos indicar por H(k)? a faixa
de hipérbole y = g que estara compreendida entre as retas * = a e x = b. Para o caso em
que k = 1, sera indicado H?, (como feito anteriormente). Vamos ver o exemplo das curvas
xy =1 e xy = 2, com valores a e b para as abscissas.

TI= ol

Figura 7.7: Grdficos das hipérboles H(2)? e H?.

a

Vamos provar que a area de H (k)% ¢ igual a k- H?.

Seja um segmento [c, d] contido em [a, b]. Tomemos um retangulo de base [c, d], inscrito na
hipérbole y = 9—16, ele tera altura é, enquanto que um retangulo, também de base [c, d], inscrito
k

na hipérbole y = %, terd altura 7.

Por consequéncia, esse retangulo R de base [c,d], inscrito na hipérbole y = %, terd area
A = (d—c¢)- 1, enquanto o retangulo R(k), também de base [c,d], inscrito na hipérbole
y="5 terd drea A(k)=(d—c)- L=k -(d—c)- L =k- A

n n n
Logo, ZArea(R(k)i) = Z = k- Area(R;)) =k - ZArea(Ri).

i=1 i=1 i=1
Portanto definimos, log,x = H (k)] que é equivalente a log,x = k - In(x), com a mesma
convencao anterior de atribuir “orientacao as areas”, ou seja, sempre que r < 1 o valor da
fungao log,x serd o oposto do valor da area (negativo, portanto) e se x > 1, a fungdo assume

o proprio valor da area da faixa correspondente.
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A base desse sistema de logaritmos serd o nimero real positivo tal que:

loger =k - In (z)
In(x)

=k-in(x)

Entao, log,x sera representado por:

loge%x:y

y Yy . ,

k== =In(x), isto é,
y==Fk-In(z).

Dessa forma, podemos interpretar log,r como a area abaixo da hipérbole y = k - Inz com-
preendida entre 1 e x. Entretanto, devemos notar que essa definicao geométrica, torna a
busca por uma base especifica um tanto complicada e os céalculos trabalhosos, o que, de

certa maneira, pode ser simplificado considerando k = m obtendo a igualdade

y=1 @ “In (x).

In(x)

In(a)

Recaindo novamente na definicao obtida anteriormente, ou seja, log,x =

7.4 Logaritmo natural e sua inversa

Nesta secao, trataremos de uma questao importantissima envolvendo os conceitos apresen-
tados anteriormente. Mostraremos algumas aplicagoes do chamado logaritmo natural ou
nepertano. Vimos que um logaritmo serd chamado assim, quando sua base for o ntmero ir-
racional e, assim, [.../ os logaritmos de base e surgem naturalmente em problemas de origens
as mais diversas, dai serem chamados de logaritmos naturais (Lima, 2009, p. IX). E de modo
indissociavel, também a funcao exponencial e* serd frequente em modelos matematicos, na
descricao de fenomenos naturais.

Porém, antes de falar da exponencial de base e, vamos discutir um pouco mais o compor-
tamento das func¢oes exponenciais em geral. Tomemos o grafico de y = a” para um a > 1
qualquer.

J& vimos que seu comportamento é de uma funcao crescente, ou seja, conforme o valor de x
aumenta, também aumenta o valor de y. Entretanto, mais do que isso, é possivel perceber
que a medida que o valor de x avanca, partindo de menos infinito, y cresce lentamente e
depois cada vez mais rapido, tendendo depressa ao infinito no primeiro quadrante. De modo
inverso, a medida que o valor de x diminui, y se aproxima cada vez mais de zero, porém a
uma taxa cada vez mais lenta, de modo que nunca chegara efetivamente a esse valor. Sera tao
proximo do eixo x quanto quisermos, mas nunca o tocard. Em uma linguagem mais técnica,
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podemos afirmar que o eixo das abscissas ¢ uma assintota horizontal para essa funcao, ou
ainda, que o limite para a funcao quando x tende a menos infinito é zero.

N

Figura 7.8: Grdfico de y = a” para a > 1.

A curva acima, apresenta o comportamento de todos os graficos exponenciais independente-
mente da base, bastando que seja maior que 1. E nitida sua “simplicidade”, uma vez que nio
possui nenhuma das principais caracteristicas dos graficos de funcoes algébricas, tais como
zeros (intersecgao do grafico com o eixo x), pontos de maximo e minimo, pontos de inflexao
ou assintota vertical. Ainda mais, ocupa apenas “metade” do plano cartesiano. Por conta
de tal “simplicidade”, poderiamos, erroneamente, considerar ser ela, uma funcao de pouco
interesse didatico e cientifico. Entretanto, sua taxa de variacdo (isto é, a maneira como a
curva cresce ou decresce, & medida que z varia no seu dominio) possui uma peculiaridade
muito interessante. Tomando a taxa de variacao instantanea de uma funcao y, também co-
nhecida como derivada (representado por %) chegamos a uma conclusao fascinante, a seguir
comentada. (Para tanto, vamos partir do pressuposto que o leitor ja tenha conhecimento do
conceito de derivada, caso contrario, recomendamos a leitura das obras Simmons e Stewart
usadas como referencias nesse trabalho).

. . ~ . A
Podemos definir a derivada de uma funcao como Ahm 2. Vamos encontrar essa taxa para
z—0

a funcao y = a” nas condicoes estabelecidas. Se fizermos um acréscimo de Ax ao valor z,
entdo y sofrera um aumento de Ay = a®+2%) — ¢*. Tomando a definicdo acima, e usando
algumas propriedades, obtemos:

. Ay . a(a:+Ax) — "
ArSo Az Arso Az
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’ Ay ’ a® aAz —a®
im — = lim
Az—0 Az Az—0 Ax

. Ay . a®(a®t —1)
A Ay T A T AL

Fazendo Ax = h, para tornar a notagao mais “limpa”, obtemos:

. _ a®(a" —1) ind Y Ay " a" —1
Arso Az hso h owamaa - oAz ¢ AN T h

Neste ponto, nao temos qualquer garantia de que o limite do resultado obtido exista de fato.
Vamos, porém, tomar uma licenca matematica e, admitir sua existéncia antes mesmo de
prova-la. Denotando o limite pela letra £ temos o seguinte resultado:

Sendo y = a®, teremos como derivada % = k - a*, ou seja, & = ky.
’ dx ) ’ dx

Esse resultado torna explicita a peculiaridade fundamental das fungoes exponenciais, a saber,
que sua taxa de variacao em cada ponto é proporcional ao proprio valor da funcao no
ponto. Partindo disso, podemos levantar uma nova questao: Quanto vale essa constante de
proporcionalidade? Ou mais interessante, existe alguma base a que torne essa constante igual
al?

Em outras palavras, queremos:

lim a”" = lim (1 + h)
h—0 h—0

=

(ima")" = (1im(1+ )

h—0 h—0

a=lim(l+h)" =e
h—0

Como mostramos no teorema 6.2.3 da secao 6.2.

Sendo assim, se tomarmos a constante irracional e para base de uma fungao exponencial,
teremos um fato interessantissimo, a taxa de variacao de uma funcao exponencial de base e

;. R L. ~ . . d(e®

é igual & propria fungao, em simbolos, sendo y = e”, teremos como derivada % =€, ou
iy dy

seja, dr Y.

Mas podemos ir além nessa conclusao, Nao apenas a funcao e* € igual & sua propria deri-
vada, como € a tnica fun¢ao (descontando-se uma constante multiplicativa) que tem essa
propriedade (Crease, 2011, p. 136). Existem numerosos fendmenos naturais nos quais sua
taxa de variacao em relagao ao tempo é proporcional a propria quantidade. Portanto, todo

fendmeno deste tipo pode ser representado por uma equacao diferencial do tipo j—g = my,
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cuja solucao serd da forma y = Ce”, onde as constantes m e C' estao relacionadas as
condic¢oes particulares de cada fenomeno. Um modelo matematico é a descricao de algum
fenomeno do mundo real, por meio de ferramentas mateméticas. Uma equacao diferencial é
um modelo matemético que estabelece uma relacao entre uma funcao e sua taxa de varia-
cao. Funcoes sao as ferramentas matemaéticas utilizadas para a descricao dos fenémenos que
relacionam grandezas de variacao interdependentes. Muitos desses feno6menos sao descritos
por proposicoes que envolvem uma taxa de variacao de certa grandeza ao longo do tempo.
Como apontam Boyce e DiPrima:

[...] para compreender e investigar problemas envolvendo o movimento de fluidos,
o fluxo de corrente elétrica em circuitos, a dissipacao de calor em objetos sélidos,
a propagacao e a deteccao de ondas ou o aumento ou a diminui¢ao de populagoes,
entre muitos outros, é necessario saber alguma coisa sobre equacoes diferenciais
(Boyce e Diprima, 2010, p. 01).

Os fendmenos que podem ser estudados por meio das equagoes diferenciais vao muito além
dos apontados acima. Alguns deles podem até ser mais “faceis de aceitar” como os fenome-
nos fisicos ou quimicos. Mas, tal ramo da Matemética é usado nas mais diversas &reas do
conhecimento humano, como por exemplo, na psicologia /.../ aqueles interessados na teoria
do aprendizado estudam a chamada curva do aprendizado, que € o grifico do desempenho
P(t) de alguém aprender alguma coisa como fun¢ao do tempo de treinamento t (Stewart,
2006, p. 206). Podemos ainda citar: Em sociologia, o cdlculo diferencial é usado na andlise
do espalhamento do boato (ou inovagdes, ou modismos, ou padréoes) (Ibidem).

7.5 Aplicacoes envolvendo [nx e e’ na modelagem de
fendomenos

Vamos agora discorrer sobre alguns modelos matematicos que envolverao a constante e.
Comecaremos por um problema relacionado & Lei do resfriamento extraido e adaptado de
um exemplo encontrado em Lima (2009):

e Em um dia cuja temperatura é de 30° certa quantidade de dgua fervia em uma panela. Apos
ter passado cinco minutos do momento em que o fogo foi apagado, a temperatura da dgua era
65°. Quanto tempo depois de apagado o fogo a dgua atingird a temperatura de 38°, sabendo
que a lei matematica que expressa essa variacao de temperatura é dada por D(t) = Dye™*
onde a constante « depende do material a qual a superficie do objeto é constituida. (Essa
relacao é conhecida como Lei do resfriamento de Newton, onde Dy expressa o valor da
diferenca da temperatura do objeto exposto ao resfriamento e a temperatura ambiente no
momento zero, e consequentemente D(t) sera a diferenga no instante t).

No exato momento em que o fogo foi apagado (¢t = 0), a temperatura da agua era 100° e
a do ambiente 30°, logo, Dy = 100° — 30° = 70°. Apds passar t minutos, a diferenca da
temperatura da dgua para com a do ambiente é dada por D(t) = 70 - e~ . Para determinar
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a constante «, usamos o fato de que ap6s 5 minutos a temperatura da agua era 65°, ou seja:

35=65—-30=D(5)="70-e"

35 S
% =€
1 —ba
—=e
2
l L) = -5
n 9 = «
—In(2) = —ba
l
ne
3
a=0,1386

Temos, portanto a relagao, D(t) = 70 - e %1386 ¢ desse modo, estamos aptos a responder
ao problema inicial, ou seja, quanto tempo a agua levara para atingir a temperatura de 38°
apos apagado o fogo?

8
D(t) =70 - 6_0’1386t —38—-30=28 = 6—0,138675 — %

tomando In em ambos os lados da igualdade, —0, 1386t = In (%) ou ainda —0, 1386t =

70 .
—In <§) = 0, 1386t = 2,169 e finalmente ¢ = 219 — 15,65 minutos.

0,1386

Agora um problema referente a crescimento populacional adaptado de um exemplo cujo
original esta em Simmons (1987):

e Considere uma cultura de bactérias, criadas em laboratoério, com alimento ilimitado e sem
inimigos. Se N = N(¢) representa o nimero de bactérias no instante ¢, é natural aceitar que
a taxa de variacao de NN é proporcional ao proprio N. Se o nimero de bactérias presentes
no inicio é Ny, e esse nimero dobra apos 2 horas, qual serd a populacao apos 6 horas?

A lei de crescimento neste caso pode ser escrita como: &Y = kN (k > 0), rearranjando os
termos: % = kdt e integrando em ambos os lados, temos:
dN

Como inicialmente (em ¢ = 0) temos N = N, substituimos em In Ny = k- 0+ C, para
concluir que In Ny = C. Logo, nossa equacao (7.5) é expressa por In N = kt + In Ny ou
ainda, In N — In Ny = kt o que implica lanO = kt do qual obtemos:

N
FO = €kt = N = Noekt.

Precisamos agora descobrir a constante k, para isso, vamos usar o fato de que o niimero
de bactérias dobra apoés 2 horas, ou seja, 2Ny = Noe?* = 2 = €% e pela propriedade dos
logaritmos, obtemos In 2 = 2k ou ainda rearranjando os termos, k = %ln 2.
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Do qual finalmente concluimos que a funcao necessaria para obter a populacao de bactérias
apos 6 horas é N(t) = Noe®'"2)/2 Agora basta fazer t = 6 para obter a proporcio desejada,
ou seja:

N(6) — Noe(G-an)/Q — N063-ln2 — N()€ln8 — 8N0

Logo, passadas 6 horas a populacao de bactérias sera 8 vezes a inicial.

Vamos agora conhecer um novo problema, esse adaptado e extraido de Stewart (2006) refe-
rente a crescimento populacional mundial (1987):

e Use o fato de que a populacao mundial em 1950 era 2560 milhoes e em 1960 de 3040
milhoes para modelar a populagdo do mundo na segunda metade do século XX. (Suponha
que a taxa de crescimento seja proporcional ao tamanho da populagdo.) Qual é a taxa de
crescimento relativa? Use o modelo para estimar a populacao do mundo em 1993 e no ano
de 2020.

Medimos o tempo ¢ em anos e fazemos t = 0 no ano 1950. Medimos a populagdo P(t) em
milhoes de pessoas. Entao P(0) = 2569 e P(10) = 3040. Uma vez que estamos supondo que

42 — kP, da mesma forma que no problema anterior, obtemos: P(t) = P(0)et = 2560 - e*.

Assim, P(10) = 2560-¢'% = 3040 = €' = 328 ¢ aplicando In em ambos lados, temos 10k =

3040 1 3040
In (%) =k = 0 In (m) ou ainda k ~ 0,017185 o qual podemos inferir que a taxa

de crescimento relativa é aproximadamente 1,7% ao ano, e também que o modelo matemético
que descreve esse crescimento é dado por: P(t) = 2560 - €%017185 Para estimar a populagio
mundial em 1993, basta calcular P(t) para t = 43, ou seja, P(43) = 2560 - e%01718543 ~ 5360
milhoes.

Fazendo uma previsao da populagdo mundial para o ano de 2020 teremos P(70) = 2560 -
00718570 ~ 8525 milhdes.

Vamos por fim conhecer um problema, adaptado e extraido de Boyce e Diprima (2010)
referente & mistura de compostos:

e Em um instante ¢ = 0, um tanque contém )y lb de sal dissolvido em cerca de 100 gal de
agua. Uma torneira despeja no tanque uma mistura de }1 Ib de sal por galao de agua a uma
taxa de r galoes por minuto. Ao mesmo tempo esse liquido, ja bem misturado, sai do tanque
por outra mangueira com a mesma taxa de entrada. Encontre a quantidade de sal Q(t) no
tanque em qualquer instante t e a quantidade limite ()7, ap6s um periodo muito longo de
tempo.

Partindo do pressuposto que o sal nao é criado nem destruido no tanque, as variacoes nas
quantidades estao apenas relacionadas a entrada e saida. Mais precisamente essa taxa %
serd igual a razao de entrada do sal menos a razao de saida, ou seja:

’r = taxa de entrada — taxa de saida.

Como as quantidades de entrada e saida sao iguais, o volume de dgua no tanque é constante
em 100 gales. Portanto, a taxa em que o sal deixa o tanque é [rQ(¢)/100] 1b/min. Desse
modo, a equacao diferencial que rege esse processo é:

dQ rQ aQ rQ r

,
—=- - = 4=
dat 4 100 dt+100 4
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mos um uacao diferencial linear qu r lmente r vi r mei um
Obtemos a equacao diferencial linea e pode ser facilmente resolvida por meio de
fator integrante, nesse caso /1% e, portanto temos:

on (1979 _ v

dt 100

o7t/100 aQ | ert/100 Q. _ rt/100 "
dt 100 4

d rt/100 _ rt/100 "
g Q) =

d rt/100 _ / rt/100 ©
ort/100 Qt) = r / /100 gy
4

e1"t/100 Q(t) =925 ert/lOO +C
Q(t) = 25+ Ce /10

Aplicando a condicio inicial Q(0) = Qg obtemos Q(0) = 25+Ce 1% ou seja, Qo = 25+C
ou ainda C' = Qo — 25. Portanto, Q(t) = 25 + (Qo — 25)e~ /1%,

Para encontrar o valor limite Q1 basta observar que a parcela (Qo — 25)e™"/1% ira se anular

para valores muito grandes de ¢, isto é, Q(t) — 25 quando t — oo, logo o valor limite para
essa situacao é () = 25.



Capitulo 8

Problemas interessantes e curiosidades
envolvendo e

Neste capitulo, vamos conhecer alguns problemas que envolvem de modo direto ou indireto
a constante e. Eles diferem dos apresentados no capitulo anterior, por possuirem um cariter
menos técnico/tedrico e mais ladico. De fato, eles se apresentam sob a forma de desafios
e situacoes que aos poucos vao revelando suas intencoes e conclusoes. A ideia, é que eles
possam ser utilizados pelo professor para instigar a curiosidade dos alunos e posteriormente,
no momento em que puder formalizar tais ideias, remeta o conteiido a esses problemas.
Acredito que o primeiro possa ser trabalhado com alunos do Ensino Fundamental II, por
exigir um conhecimento técnico menos avancado. Por sua vez, os trés ultimos, se utilizam
de um ferramental teérico mais avancado e talvez seja mais indicado para alunos de Ensino
Médio, Licenciatura ou na formacao continuada. De qualquer modo, penso que independente
do uso que fara o professor, esses conhecimentos sao essenciais para sua melhor compreensao
dos assuntos e consequentemente, para a sua pratica docente.

8.1 Problema do moleiro e do burro

Um moleiro era alguém que trabalhava nos moinhos de adgua ou de vento na moedura de
graos e cereais, em especial do trigo e milho utilizados na fabricacio de farinha. E uma
profissao muito antiga e que ja gozou de muito prestigio na sociedade. Hoje, porém, gragas
ao desenvolvimento tecnoldgico e processos industriais, essa profissao se tornou bastante
rara. Talvez somente seja possivel encontrar algum moleiro ou moinho em funcionamento
em pequenas cidades, afastada dos grandes centros urbanos, mas por hora, basta-nos saber
0 que é para conhecermos o classico problema que leva o nome de “Problema do moleiro e
do burro™

Um moleiro armazenou 10 sacas de trigo, cada uma contendo 100 kg de trigo. Como ele
precisava transportar a carga de sua casa até o moinho, que fica a 100 km de distancia, pediu
emprestado um burrinho para seu compadre. Mas foi logo advertido por ele dos seguintes
pormenores:

e Ele faz todo tipo de carreto, desde que, quando carregando, precisa ser alimentado
constantemente por graos de trigo. Quando se encontra sem peso, anda o quanto
necessario sem apresentar problema;

e O burrinho suporta transportar no maximo 100 kg por viagem.

89
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O moleiro achou as condicoes justas e partiu com o burrinho para transportar suas sacas de
trigo. Acontece que ja na primeira viagem percebeu que ele comia o equivalente a 1 kg de
trigo por quiléometro percorrido, de modo que ao fim do percurso, ele tinha comido todo o
trigo. Desse modo, devemos responder:

Respeitando os termos propostos, é possivel transportar todo o trigo da casa do moleiro até
o moinho?

E se o moleiro dividir o caminho fazendo varias viagens menores?

Por fim, existe algum modo de maximizar a quantidade de trigo que realmente chega ao
moinho?

A primeira vista, parece ser um problema sem solucao, dado que a cada viagem o burrinho
consome toda a carga que esta transportando. Entretanto, ha uma estratégia que o moleiro
pode adotar. Vamos ver o que acontece se o caminho for dividido em dois trechos de 50 km.

De inicio o moleiro transportara todo o trigo até a metade do caminho e, portanto, o burrinho
consumira metade de cada carga, ou seja, restarao 10 sacas de 50 kg cada. Na segunda etapa,
poderao ser juntadas duas metades para formar uma carga de 100 kg, restando, portanto, 5
sacas de 100 kg cada. No final do segundo percurso, restarao 5 sacas de 50 kg cada. Desse
modo, dividindo o percurso em dois trechos iguais de 50 km cada, conseguiremos “salvar” ao
final do processo o equivalente & metade da metade, ou em outras palavras, a quarta parte
da carga, isto é, 250 kg. A pergunta que surgird naturalmente é se existe alguma forma de
“salvar” uma carga maior que 250 kg a partir da situacao descrita? E a resposta é sim, vamos
ver o que ocorre se dividirmos o percurso em 5 trechos de igual tamanho:

Na primeira etapa, transportaremos toda a carga para 20 km de distancia da casa, mas
“perderemos” 1/5 da carga, ou seja, nos restara apenas 4/5 (10 sacos de 80 kg cada), o que
pode ser arranjado de modo a formar 8 sacos de 100 kg. Na segunda etapa, transportaremos
toda a carga para 40 km de distancia da casa, mas “perderemos” novamente 1/5 dessa carga,
ou seja, nos restara apenas 4/5 de 4/5 (8 sacos de 80 kg cada), o que pode ser arranjado de
modo a formar 6 sacos de 100 kg e um de 40 kg. Poderiamos continuar esse procedimento
até transportar toda a carga pelos 100 km. Teriamos, portanto (em uma situagao teorica) o
equivalente a “4/5 de 4/5 de 4/5 de 4/5 de 4/5”, isto ¢, (4/5)° da carga inicial que equivale
a 327,68 kg.

Generalizando esse procedimento para n intervalos igualmente espacados, teremos a expres-

_ (n—=1\". . L .
sao indicando a proporcao da carga inicial. Se tomarmos um niimero de paradas
n

muito grande, nossa expressao se aproximarad cada vez mais de um nimero relacionado ao

irracional e. Podemos dizer entao, para fins teoricos que, tomando n tendendo ao infinito,

. n—1 n ) ) n 1
obtemos lim que pode ser reescrito como lim [ 1 — — ] que resulta e™ ou o
n

n—00 n n—00

equivalente a 0,3678 da carga inicial, que no nosso exemplo serd 367,8 kg.

8.2 Problema do amigo secreto (Permutacao Caodtica)

Uma permutacao de n nimeros, com n € N é chamada cadtica, quando nenhum nimero
estiver em seu lugar primitivo. Desse modo, tomando a lista 1234 de nimeros naturais,
temos que 3412 e 2341 sdo permutagoes cadticas, enquanto 2431 ndo é (o 3 esta em seu lugar
primitivo). A fim de calcularmos o nimero D,, de permutagoes cadticas de determinada lista
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de n nameros, devemos definir o conjunto A; que contém todas as permutacoes de 123...n
em que o nimero i ocupa exatamente a i-ésima posi¢ao, com o valor i € {1,2,....,n}.

Podemos relacionar esse problema a tao famosa brincadeira chamada “amigo secreto”, muito
comum nas festas de fim de ano. Nela um determinado ntmero de participantes coloca seu
nome em um papel e posteriormente cada um sorteia um desses papeis para presentear sem
que ninguém saiba quem sorteou quem. Muito provavelmente, todos ja brincaram ou pelo
menos ja ouviram falar dessa brincadeira, mas vale a pena destacar que, uma situacao que
nao pode ocorrer, é quando um (ou mais participantes) pega(m) o proprio nome na hora
do sorteio, pois desse modo ele(s) deve(m) presentear a si mesmo(s), o que foge ao espirito
da brincadeira. E, justamente essa situacao em que alguém sorteia o proprio nome é que
podemos chamar de permutacao nao cattica (pois ao menos um nome acabou em seu lugar
primitivo). No caso em que isso ocorre, sao feitos tantos sorteios quanto necessario, até que
ninguém pegue o préprio nome. A fim de facilitar a descricao, vamos chamar as situacoes
em que um ou mais participantes sorteiam seu proprio nome de situagoes com “ponto fixo”.

Vamos descobrir como calcular o niimero de permutagoes caoticas de (1,2, ...,n) e posteri-
ormente a probabilidade de permutacoes A;, A, ..., A, da mesma sequéncia, mas tendo ¢
como ponto fixo, partindo da seguinte ideia:

Calculemos o nimero total de permutagoes possiveis 2 de (1,2,...,n) e depois vamos eli-
minando os casos desfavoraveis, ou seja, com ponto fixo.
So = #(Q) =nl;
n n

S1 = Z#(A1> = Z(n —l'=n(n—-1)!=nl

n!

So= Y #ANA)= Y (=2 =Cuz- (=2 =T

1<i<j<n 1<i<j<n

n!

Ss= Y, #ANA4NA)= (n=3)l=Cos-(n—3)l =55

1<i<j<k<n 1<i<j<k<n

|
Sp=Cpn-(n—n)="2"

) _m'

Agora basta tomar o total de permutactes e subtrair os casos em que ocorre ponto fixo.
Apesar de parecer trivial essa tarefa, é preciso ter cuidado, pois ela necessita de uma anélise
minuciosa, caso contrario podemos cometer o equivoco de contar duas vezes algum caso ou
eliminar algum que deveria ser considerado.

Apenas a titulo de exemplo, note o caso n = 3. Vamos encontrar Aj:
Fixando o primeiro elemento: (123), (132);
Fixando o segundo elemento: (123), (321);
Fixando o terceiro elemento: (123), (213);
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Partindo disso, deveriamos subtrair 6 do resultado total, mas é claro que isso nao é verdade,
uma vez que o caso (123) foi contado 3 vezes. Como contornar isso entao? Podemos usar o
principio da Inclusao e Exclusao, e o problema ficara simples. Nao iremos abordéa-lo aqui para
nao sobrecarregar sobremaneira o texto, mas para o leitor interessado, Santos e Morgado
(utilizados em nossa bibliografia) trazem o assunto de modo completo. Entretanto, partindo
dessas ideias, podemos observar o seguinte:

Tomando um caso genérico com n elementos, devemos observar o seguinte:

Ao fixar o primeiro elemento, teremos certo nimero de permutacoes, mas dentre todas elas,
em algum momento ocorrerdo as do tipo (12...). Por outro lado, ao fixar o segundo ele-
mento, em certo momento ocorrerao as permutacoes do tipo (12...). Ora, serdo justamente
as mesmas permutacoes computadas duas vezes cada. Nao precisamos nos preocupar em
descontar cada uma duas vezes se, em vez de subtrairmos, n6s somarmos as do tipo (12...),
resolvendo assim o problema da dupla subtracao.

Em simbolos, o que queremos é o seguinte:

D,=5—-5S+S8—S3+...+4(-1)"- 85,

n!  nl n!
=nl-nl+ — — — . =
=nl—nl+5 3'—1— A4 (—1) oy
i 11 L1 .
= n/ 1—1—}—5—5—1—...—1—(—1) E] ou ainda
1 1 1 1
p— ' —_— — —_—— — —_— n._
O R TR TRt TR R n!]

Na secao 3.4, dissemos que Euler passou a representar a funcao e® utilizando a série:

JZ‘Q .CL’S I‘4 SL’B IG SL’7 1‘8 379 IlO l’ll xl?

T
T 1 T e T T T
+1'+2'+3'+4'+5'+6'+7'+8'+9'+10‘+11'+12'

Note que se tomarmos para x o inteiro (—1), obtemos:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

671:1—l N — - - - T -
1

o 3T st Ty oo T

Limitando o ntimero de termos (por exemplo para 9), podemos afirmar entdo que, para
algum real € > 0 temos:

_ 1 1 1 1 1 1 1 1
TR R TP TR I TR TRV

ou ainda
. D,
e =—+¢.
n!

Perceba que esse € (0 qual chamaremos de erro), se tornard tao menor, quanto mais termos
n utilizarmos.
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Podemos desse modo, calcular a probabilidade de obtermos permutacoes cadticas em um
dado nimero de langcamentos. Mas perceba que dividindo o ntimero de casos favoraveis pelo
nimero total de casos, obtemos justamente:

Em outras palavras, obtemos uma aproximacao para % com uma precisao tao boa quanto

desejarmos. No momento em que quisermos obter uma aproximacgao melhor, basta aumentar
0 numero n.

Podemos entao concluir a partir do exposto que a probabilidade de se realizar um sorteio
de amigo secreto e ele “dar certo”, isto ¢, ninguém tirar seu proprio nome, é algo em torno
de % ou ainda, aproximadamente 36%. Pode parecer bem contra intuitivo se pensarmos por
outra o6tica, isto é, a probabilidade de alguém tirar o proprio nome ¢é algo em torno de 64%
e, portanto maior do que a probabilidade de ninguém sortear a si mesmo.

8.3 Matematizando as sensacoes

No ano de 1825 o fisiologista alemao Ernst H. Weber (1795 — 1878) fez uma série de expe-
riéncias envolvendo sensacoes humanas. Em uma delas um homem vendado deveria segurar
uma espécie de peso ao qual, gradualmente, eram acrescentadas cargas menores. O homem
deveria avisar quando sentisse, pela primeira vez, que houve um aumento de peso. Foi des-
coberto que a percepcao da mudanca de peso nao era proporcional ao aumento absoluto da
carga, mas sim, ao aumento relativo. Ou seja, se em um momento a pessoa submetida ao
teste estivesse segurando um peso com 10 kg e a ele fosse acrescentado 1 kg (aumento de
dez por cento), para fornecer a mesma sensagao a pessoa quando estivesse segurando um
peso de 20 kg seria necessario acrescentar um peso de 2 kg, isto ¢, um aumento proporcional
a dez por cento. Analisando por outra ética, podemos dizer que a sensagao transmitida ao
acrescentar um peso de 2 kg a alguém que ja esteja segurando um peso de 10 kg seria di-
ferente se essa mesma pessoa estivesse segurando um peso de 20 kg. Isso pode ser expresso
matematicamente pela expressao:

aw

w

ds =k -

em que ds é o menor aumento perceptivel de peso, dI/W o aumento do peso correspondente,
W é o peso ja existente e k£ é uma constante de proporcionalidade.

Essa lei foi generalizada para todo tipo de sensacgao fisiologica, tais como dor sentida por
uma pressao fisica, percepcao de brilho causado por fonte de luz ou de volume causado por
uma fonte sonora etc. Posteriormente essa lei foi muito utilizada e popularizada pelo médico
alemao Gustav T. Fechner (1801 — 1887) e ficou conhecida como “lei de Weber-Fechner”.

Interpretando do ponto de vista matematico essa lei, temos uma equacao diferencial que

apos ser integrada resultaré:
s=klnW+C

Se tomarmos W, como o maior peso que nao causa estimulo fisico (um nivel limite exata-

mente antes de provocar uma resposta), teremos s = 0 para W = W, o qual resulta que
C=—-kln Wo.
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Substituindo esse valor na expressao anterior, obtemos por fim:

s=kInW-—-kInW, = s:klnl.
Wo

Podemos concluir entao que a resposta para um estimulo obedece a uma lei logaritmica
de base e. Desse modo, para que a resposta aumente em iguais proporcoes, o estimulo
correspondente deve aumentar a uma taxa constante, ou seja, em progressao geométrica.

Apesar da lei de Weber-Fechner ter sido aplicada a uma grande variedade de situagoes em
que se media uma resposta fisiologica, hoje sua validade universal é discutivel. Enquanto os
estimulos fisicos podem ser perfeitamente mensurados, por se tratarem de medidas objetivas,
a resposta humana ao estimulo serd algo subjetivo e totalmente sujeito a caracteristicas
proprias de cada situacao e pessoa submetida ao teste. Entretanto, existe uma sensacao
que se mostrou extremamente precisa no que diz respeito a possibilidade de mensura-la.
A mudancga de volume ou tonalidade musical. O ouvido humano é um drgao extremamente
sensivel, capaz de notar uma mudanca de tonalidade causada por uma alteragao de frequéncia
de apenas 0,3 por cento (Maor, 2006, p. 149). Um misico possui uma habilidade ainda
maior para identificar essas mudancas, dado que treina essa capacidade constantemente e,
um ouvido bem treinado capta facilmente mudancas na faixa de 20 ciclos por segundo até
algo proximo de 20 mil (variando com a idade). Em termos de tonalidade, essa diferenca
corresponde a cerca de dez oitavas (é raro uma orquestra usar mais que sete).

Ao tomarmos um conjunto de notas separadas por oitavas, ou seja, com proporcao 2:1, a
frequéncia dessas notas aumenta na progressao 1,2,4,8, ... e assim sucessivamente. Por essa
razao, a pauta onde sao escritas as notas musicais ¢ na verdade uma escala logaritmica em
que a distancia vertical (tom da nota) é proporcional ao logaritmo da frequéncia.

Para finalizar, podemos ainda citar a escala de brilho de magnitude estelar, a escala Richter
(que mede a intensidade dos tremores de terra), a escala de espectro visivel pelo olho humano,
a escala decibel de ruido, entre varias outras que seguem uma escala logaritmica.

8.4 Problema do paraquedista

Suponha que um paraquedista salte de um aviao e em dado momento t = 0 abra seu
paraquedas. E possivel estimar a velocidade em que ele chegara ao solo?

Esse problema sera apresentado dentro de hipoteses que o simplificam, como admitir que a
queda se dé em movimento vertical e desconsiderando uma anélise dimensional mais deta-
lhada das grandezas envolvidas. Nessa situagao ideal é possivel considerar a forca de resis-
téncia que o ar exerce proporcional a velocidade da queda, para velocidades relativamente
pequenas. Chamemos de k£ a constante de proporcionalidade e m a massa do paraquedista.
Teremos duas forgas opostas agindo sobre ele, o peso mg (sendo g a aceleracao da gravidade,
cerca de 9,8 m/s?) e a resisténcia do ar kv (no qual v = v(t) é a velocidade de queda no
instante ).

A forca resultante sera

F =mg — kv. (8.1)

O sinal negativo na equacao indica que sao forcas agindo em direcoes opostas.



8.4 PROBLEMA DO PARAQUEDISTA 95

De acordo com a segunda lei do movimento de Newton

F =ma (8.2)

dv N - . -
onde a = yr representa a aceleragao ou taxa de variacao da velocidade em relacao ao tempo,

e desse modo, igualando (8.1) e (8.2), obtemos

- = —k = —=9g— —
Mg T~ a9 m

Interpretando a expressao % como uma proporc¢ao entre duas diferenciais, e substituindo a

fracao % por a, podemos reescrever a equagao anterior de modo a isolar as variaveis v e t, e
posteriormente resolver a equacao diferencial obtendo, portanto:

d -1
v =dt = —lIn(g—av)=t+c.
a

g —av

E possivel determinar a constante de integracdo ¢ que apareceu na igualdade a partir da
condicao inicial desse problema, isto ¢, chamando a velocidade no instante em que o para-
quedas se abre de v, teremos v = vy quando t = 0. Substituindo na equacao obtida temos
c= _71 In(g — avp), ou seja,

-1 1
" nlg—av) =t — = In(g —
- n(g — av) " n(g — avy)

_71 [In(g —av) —In(g — avy)] =t

In(g — av) —In(g — avy) = —at

n (g—av) = —at
g — av

Por fim, resolvendo essa equacao para v em funcao de ¢, ficaremos com:

In (g—av) = —at
g — avg

g—av

g — avo
g—av=-e "(g— av)
av =g — e (g — a)

av = g — ge” " + avge ™
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av =g (1 — e_“t) + avge™ ™

v =

ISHES]

(1—e™) + voe™.

Dessa equacao, podemos inferir uma conclusao interessantissima:

Se o paraquedas for aberto imediatamente apds o salto, teremos vy = 0, desse modo, o
altimo termo da equagdo ¢ eliminado e, portanto, se resume a v = (1 — e~ ). Por outro
lado, mesmo caindo livremente antes de abrir o paraquedas, o efeito “velocidade inicial
nula” aumenta com o passar do tempo, isto é: para t — 0o, a expressao e~ tende a zero
e, portanto, a velocidade limite v,, depende unicamente do peso mg e do coeficiente de
resisténcia k, ou seja, v = g, mas como a = %, resulta em v = %. Justamente esse fato que
propicia um pouso suave e seguro em um voo de paraquedas. Podemos ver o comportamento
descrito através do seguinte grafico:

Y

L

Figura 8.1: Grdfico Paraquedas.



Capitulo 9

Consideracoes finais

Se por um lado, j4 é consenso entre os profissionais da educacao que o professor necessita
de um conhecimento que vai além do oferecido em sua formacao, por outro nao se tem
estabelecido qual deve ser esse conhecimento. Dentro das concepcoes existentes, ha os que
defendem que apenas um saber matematico aprofundado pode dar conta da tarefa de ensinar
e existem os que acreditam ser a pratica suficiente para atingir o objetivo esperado. Neste
trabalho, no capitulo 2, apresentamos um terceiro ponto de vista. Compreendemos que a sala
de aula ¢ um espaco complexo de troca de informacoes, onde convivem diferentes pessoas,
as mais variadas concepcoes, pré-requisitos, habilidades fisicas e intelectuais. Dessa forma,
acreditamos que nenhuma dessas conviccoes deva ser descartada, mas sim, que se estabeleca
um amalgama entre o que cada uma delas tem de melhor a oferecer.

Baseados no artigo de Ball et al. (2008), mais especificamente no conceito de conhecimento
matematico especializado, e na questao “Qual matematica o professor necessita para realizar
seu trabalho de modo satisfatorio?”, esperamos que esta dissertagao contribua para a reflexao
e o desenvolvimento profissional do professor, tanto em formacao, quanto em atuacao. Bus-
camos oferecer elementos que complementem os conhecimentos pedagogicos, epistemoldgicos
e matematicos do educador por meio de uma abordagem completa e atual de conceitos re-
lativos ao tema. Devemos salientar que o referencial tedrico utilizado merece, por si s6, uma
profunda anélise e reflexao, por ser um campo novo e rico de estudos que tem influenciado
uma série de pesquisas na area da educagao de modo geral. Acreditamos que as questoes
historicas e epistemoldgicas aqui apresentadas, podem desempenhar um papel importante
nas aulas, (inclusive corroborados por recomendagoes de documentos oficiais que regulamen-
tam a educagdo) uma vez que, nada surge por acaso, e a Matematica, como qualquer outro
corpo do saber, nao é isenta de influéncias sociais. E importante que o aluno também se
aproprie dessa concepcao a fim de tornar o conhecimento mais legitimo e natural. Por fim,
cabe destacar a relevancia do proprio tema matematico aqui abordado, dado que:

A funcao logaritmo, porém, nunca morreré, pela simples razdo de que as variagoes
exponenciais e logaritmicas sdo partes vitais da natureza e da andlise. Conse-
quentemente, um estudo das propriedades da funcio logaritmo e de sua inversa,
a funcao exponencial, permanecerd sempre uma parte importante do ensino da
matematica (Eves, 2004, p. 351).

97
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