MAEO0121 - Introdugao a Probabilidade e Estatistica II
Resolucao da Lista 9
Vanderlei da Costa Bueno

1. A funcédo densidade de probabilidade de (X,Y) é

flz,y) =cye™e™, 0<z<00,0<y<o0.

A) Calcule o valor de ¢ para que f(z,y) seja uma funcdo densidade de probabilidade.
B) Calcule E[X]Y = y].
C) Verifique, neste exercicio, que E{E[X|Y]} = E[X].
D) Verifique se X e Y sdo independentes.
)

E) Calcule o coeficiente de correlagao linear entre X e Y.

Respostas: A)
Para que f(x,y) seja uma funcdo densidade de probabilidade devemos ter fooo fooo flz,y)dzdy = 1.

1:/ / cyefyzefydxdy:/ cyefy(/ e Yodx)dy =
o Jo 0 0

o] 1 o0
/ cye Y(=)dy = c/ e Ydy = c.
0 Y 0

B) Para calcular E[X|Y = y], devemos obter a fungio densidade de probabilidade da varidvel condicional

Fxiv=y(e) = 357

Portanto ¢ = 1.

o0 o0 o0 -y
fr(y) = / flz,y)dx = / ye Ye Vdr = ye_y/ e Vdy = yey e . 0<y <o,
0 0 0

uma distribuicao exponencial padrao.
Portanto

ye Yre~Y

Ixjy=y(z) = =ye ¥, 0<z < oo0.

e Y
* _ 1
E[X|Y:y]:/ xye Y¥dx = —.
0 Y

( é a esperanca da exponencial com pardmetro y.)

C)

A varigvel aleatéria o(Y) = E[X]|Y] assume valores E[X|Y = y] com fungao densidade de probabilidade
fy (y). Portanto

E{E[X|Y]} = [;° %e_ydy que ndo existe.

Observe também que

— dy = Ve Yy = yergy — —— 0
fx(x) /0 [z, y)dy /0 ye YTe Vdy x+1/0 ye V=G <z <oo

e BIX] = [[° aippda =7

Fazendoy=xz+1,z=y—ledr=dy. Sex=0entdoy=1ese x =00,y = 0.

E[X]=/1OOy_1dy=/1my‘2(y—1)dy=/loo(y‘1—y‘z)dyz

y2

Portanto

o [ee)
/ yldy — / y2dy =yl — (—y ) = o0,
1 1



isto é, nao existe.

D) f(z,y) = cye ¥ e Y, 0<x<00,0<y<o0;

fx(x):ﬁ, 0 <z < oo;

frly)=e ¥ 0<y<oo.

Claramente f(z,y) # fx(z).fy (y), indicando que X e Y néo s ao independentes,

E) Como E[X] n~ ao existe, p(X,Y’) ndo estd definida.

. Se X e Y sao varidveis aleatérias com funcao densidade de probabilidade

fla,y) =e T 0 <2< o00,0<<y< 0.

A) Calcular P(0 < X < 2);

B) Calcular PO< X +Y <2)

C) Qual a distribuicao de E[X|Y] ?
Respostas:

A)

PO< X <2)="?

P(0< X <2) = [} fx(z)da.

Contudo - -
fx(x) = / e Ye Vdy = e_x/ e Vdy=e"1 0<z< 0.
0 0
e
2
PO<X<2)= / e tdr = (—e B =1—-e2

0

B)

Observe que

PO<X+Y<2)=P-X<Y<2-X)=PY <2-X).
A dltima igualdade vale pois P(—X <Y) = 1.

A reta y = 2 — z passa pelos pontos (0,2) e (2,0). A drea abaixo desta reta é calculada pela integral

2 2—x 2 2—x
/ / ef(f“ry)dydx:/ efx(/ e Ydy)dr =
0o Jo 0 0
2

2
/ e (—e V3T de = / e (1 —e*®)dx =

0 0

2 2
/ e *dr — / e 2dr=1—e2.
0 0

Como f(x,y) = fx(x).fy(y), X e Y sdo independentes e F[X|Y] = E[X] (uma constante) e portanto
E[X]Y] tem distribuigdo degenerada em E[X]



3. A) Se X tem distribuigao uniforme no intervalo (0, 1), qual a funcdo de distribuigao e a func¢do densidade
de probabilidade de Z = —In X7

B) Se Z tem distribuigdo exponencial padrao, de parametro A = 1, qual a fungao de distribuigdo e a
fungao densidade de probabilidade de X =1n Z?
Respostas:

A) Se X tem distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1), sua fung ao de distribuigdo é: Fx(z) =z, 0 <z <1
e 0, cc.

Observe que se 0 < z < 1 temos 0 < z < co. Para z neste intervalo :

P(Z<z)=P(-nX<z)=P(lnX>-2)=PX>e?)=1-PX<e?)=1—-e""
Concluimos que Z tem distribuigdo exponencial padrao, com fungao de distribuicdo Fz(z) =1 —e *. e
fungéo densidade de probabilidade fz(z) =e %, 0< z < 0.

B) Se Z tem distribuicdo exponencial padrao, sua funcdo de distribuicdo é: Fz(z) =1—e7* 0< 2z < 0.

Observe que se 0 < z < oo temos —oo < x < oo. Para x neste intervalo :

P(X<z)=PInZ<z)=P(Z<e")=1—e"°.

Concluimos que X tem distribuicao de Gumbel apropriada para medir valores extremos como temperatura,
—e®

velocidade do vento, com funcao densidade de probabilidade fx(z) =e™¢ .e* — oo <z < 0.

4. A) Se X; tem distribuigio normal com média p; e varidncia 02, i = 1,2,...,10 e s ao independentes, use
a funcao geradora de momentos para provar que X; + Xo + ... + X1 tem distribuigdo normal com média
W1+ fi2 + ... + w1 e varidncia of + 03 + ... + 0%,

I D e “ e o 212, X,
B) Se na parte A) as médias e as varidncias sdo iguais, qual a distribuicdo de =557

Respostas:
A fungdo geradora de momentos da distribuicio N (u;0?) é

t252

Mx(t) = et"H' 2,

’

A fungdo geradora de momentos de ¥12, X, My x, () é

Bl 5% = B2, =

10 p[tX 10 it gt

T Bl ] = miZ et T =
12510 o2

[et‘ziil Hit 1%“

que é a fungdo geradora de momentos da distribuicio N (312, u;;312,02). Observe que a fungao geradora
de momentos caracteriza completamente a distribuicao de probabilidade.

Se na parte A) as médias forem iguais a p e as Varidncias iguais a 02 temos que

¥ X ~ N(nu;no?)

=i X 4 20Xy 1 10 _onp A 22Xy 1 10 _
e === tem média F[~=] = ~F[¥;2, X;] = “F = p e variancia Var(==) = S Var(¥;2,X;) =
n.o? _ o2

n2 T n°

Como combinagoes lineares de distribuigoes normais tem distribuicao normal concluimos que

X ~ N(u;0°).



5. Seja X e Y varidveis aleatdrias independentes com distribui¢oes exponenciais de parametros A e p, respec-
tivamente. Calcular a fungéo densidade de probabilidade e a fungéo de distribuigdo de Z = max{X,Y}.
Resposta

As distribuigbes exponenciais tem dominio no intervalo (0,00) e portanto Z assume valores em (0,00). A
funcéo de distribuigao de Z é

P(Z<z)=Pmax{X, Y} <2)=P(X <2,Y<z)=P(X<2)PY <2z2)=

(1—e M) (1—e ")l —e P —e 4 e~ (BtN)z,

6. Uma varidvel aleatéria T tem funcgao de distribuicao exponencial se, e somente se,
0 : t<O0
FT(t)_{ 1—exp[-At] : t>0"
Fr(t) =1 —exp[—A.t].
Frp(t) é diferencidvel e tem fungao densidade de probabilidade

0 : t<0
f(t){)\exp[—)\t] >0

A fungdo geradora de momentos de T' é dada por

My (t) = Elexp[t.T]] = /OOO exp[tz]\ exp[—A.x|dz =

e A
/ Aexp[—z. (A —t)]de = —— t < A\

com primeira e segunda derivadas iguais a M;l)(t) = ﬁ e Mg)(t) = 2'&(_’\&5), respectivamente. No ponto

zero temos

1
p=B[T) =My (0) = 5
e E[T?) = M{?(0) = % de forma que

2 1 1
2
o =Val =% -w=xw

Observe que a média de T' é o inverso de seu parametro.

Se Z é uma variavel aleatéria continua com distribuicio normal com média p = 0 e varidncia 02 = 1, a
varigvel aleatéria Y, resultado da transformacio Y = Z2, tem funcao densidade de probabilidade

7%}7 Yy > 07

11
*ﬁﬁexp[ 9

denominada de distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade.

f()

Resposta

Evidentemente, os valores de Y sao positivos e a fungao de distribuigao de Y é dada por

PY <y)=P(Z°<y)=P(—\/y<Z<fy) =

vYoq x? ZI| x?
- (2 — - (>
exp! ——|dx = 2. exp' ——|dx.
/\/y V2n P ] A V27 P ]



dF(y) -
dy €

Portanto a fungao densidade de probabilidade de Y, f(y) =

1 1

Y
f\[ xp[~3], ¥ >0,

fly) =

Definicao:
A funcao de distribuicao de uma varidvel aleatéria Y com funcao densidade de probabilidade

k k
221

Y
Yy eXp[_§L ) > 07

¢ denominada de distribuicao qui-quadrado com k graus de liberdade, tem média u = k e varidncia 02 = 2.k.

A funcao Gama, denotada por I' que aparece na definigdo acima é definida por
o0
I(t) = / o'~ texp[—a]dr, t> 0.
0

Por integragao por partes pode-se provar que I'(¢ + 1) = tI'(¢). Se ¢ = n, um nimero natural, temos
I'(n+1) = nl. Em particular T'(n + ) = M\/2ﬂ' el(3)=2I(2) = /7.

Definigao
A fungdo de distribui¢do de uma varidvel aleatéria X com fungdo densidade de probabilidade

1
z) = — X% Lexpl—ay], >0,
f(z) (o) p[—ay]
é denominada de distribuicao gama com parametros o e A, os quais sao niimeros reais positivos.
A distribuicdo gama tem funcaogeradora de momentos dada por

M (t) = (%)a, £< A

A distribuicdo gama ¢é denotada por gama(a, \) e tem média E[X] = & e variancia o? = 35

Sejam X7, Xo, ..., Xj¢ varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a X que tem distribuigao
exponencial de parametro \
A fungdo geradora de momentos de X é

My (t) = Elexp[t.T]] = /000 expltz|\ exp[—\.z]dx =

/ Aexp[—z.(\ —t)]dx = L,t <A
0 A—t

Portanto

_$. 310y ; —tX;
Myso, x, () = Ble™ T2 X1) = B[}, =% = 70, Ble =] =

ﬂ}ﬂlE[e_txl} = E[e_txl]" = ()0t <A

A—t
Concluimos que soma de n variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com distribuigao
exponencial de parAmetro A tem distribuigao gama de parametros A e n.



