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O problema do menor caminho

Um motorista deseja encontrar o caminho mais
curto possivel entre duas cidades do Brasil

Caso ele receba um mapa rodoviario do Brasil, que
apresenta a distancia entre cada par de cidades
adjacentes, como determinar uma rota mais curta
entre as cidades desejadas?

Uma maneira possivel € enumerar todas as rotas
possiveis que levam de uma cidade a outra, e entao
selecionar a mais curta




O problema do menor caminho

Men_or caminho = caminho de menor custo = melhor
caminho

Custo = distancia ou qualquer outra métrica



Caminhos minimos

O problema do caminho minimo consiste em determinar um
menor caminho entre um vértice de origem u e um vertice de
destino v

Qual o menor caminho entre s e y?




Caminhos minimos

Possiveis caminhos
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Possiveis caminhos




‘ Caminhos minimos

= Possiveis caminhos




Caminho minimo

Duas abordagens para caminho minimo

0 Se grafo nao valorado (assume-se que cada
aresta tem peso 1), busca em largura € uma boa
opcao

o Se grafo valorado, outros algoritmos sao
necessarios



Caminho minimo

Grafo dirigido G(V,A) com funcao peso w: A—>R que
associa pesos as arestas

Peso (custo) do caminho p = <v,, v4, ..., V>

W(p) ZW(VZ 19 z



Caminho minimo

Grafo dirigido G(V,A) com funcao peso w: A—>R que
associa pesos as arestas

Peso (custo) do caminho p = <v,, v4, ..., V>

k
w(p) = Z w(V;_1,V;)
i=1

Caminho de menor peso entre u e v

p
S(u,v) _Jmin{w(p):u=visedrota deu p/v

0O CC
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Caminho minimo

Menor caminho entre os vertices u e v
definido como qualquer rota p com um peso

w(p) = &(u,v)

Atencao especial com ciclos e pesos
negativos
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Caminho minimo

Qual o menor caminho entre s e v?
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‘ Camino minimo

= Se ha um ciclo positivo no caminho, ele nao
faz parte do caminho minimo

o Por qué?
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‘ Camino minimo

= Se ha um ciclo positivo no caminho, ele nao
faz parte do caminho minimo

a Por qué?
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‘ Caminhos minimos

= Conceitos

o Parte-se do vértice inicial s, associando-se a cada vértice
um numero d(v) que informa o valor (distdncia) do menor
caminho de s até v
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‘ Caminhos minimos

= Conceitos

o Por exemplo, na figura abaixo, quando chegamos ao
vértice v, d(v) sera dado por min(d(u)+6, d(x)+4, d(y)+7)
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Caminhos minimos

Conceitos

o Relaxamento de arestas
Faz-se uma estimativa pessimista para o valor do caminho
minimo até cada veértice: d(v) = «
O processo de ‘relaxar’ uma aresta consiste em verificar se é

possivel melhorar esta estimativa pessimista, passando-se
pelo vertice u

d(u)=5 d(v)=9  relaxamento d(u)=5 d(v)=7
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Caminhos minimos

Conceitos

o Relaxamento de arestas
Faz-se uma estimativa pessimista para o caminho minimo até
cada vértice: d(v) = «
O processo de relaxar uma aresta consiste em verificar se é
possivel melhorar esta estimativa, passando-se pelo vertice u

d(u)=3 d(v)=6 nao faz d(u)=5 d(v)=6

relaxamento
_____ | _——_————
C 2 C = () 2 .
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Caminhos minimos

Sub-rotina para relaxamento de arestas

relax(u, v, w) // (u,v) & a aresta, w € 0 seu peso
inicio
se d[v] > d[u] + w(u,v) entao
d[v] = d[u] + w(u,V)
antecessor|[v]=u
fim
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Caminhos minimos

Sub-rotina para relaxamento de arestas

relax(u, v, w) // (u,v) &€ a aresta, w € 0 seu peso
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se d[v] > d[u] + w(u,v) entao
d[v] = d[u] + w(u,V)
antecessor|[v]=u

fim d(u)=5 d(v)=9 relaxamento d(u)=5 d(v)=7




Caminhos minimos

Sub-rotina para relaxamento de arestas

relax(u, v, w) // (u,v) &€ a aresta, w € 0 seu peso
inicio
se d[v] > d[u] + w(u,v) entao
d[v] = d[u] + w(u,V)
antecessor|[v]=u

fim d(u)=5 dvj=6  naofaz d(u)=5
relaxamento




Caminho minimo

Varias possibilidades de caminhos

o Caminhos mais curtos de origem unica

o Caminhos mais curtos de destino unico

o Caminho mais curto de par unico

o Caminhos mais curtos de todos os pares
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Algoritmo de Dijkstra

Caracteristicas

o Caminho mais curto de origem uUnica
o Admite ciclos

o SO admite pesos positivos

Método

o Inicia-se com estimativas pessimistas para cada veértice

o A cada passo, adiciona um vértice u de menor estimativa
de caminho minimo a um conjunto S
S contém os vértices com caminhos minimos desde a origem
ja definidos
o Relaxam-se as arestas adjacentes a u
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‘ Algoritmo de Dijkstra

= Exemplo (a partir de s)
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Algoritmo de Dijkstra

Exemplo (a partir de s)
o Estimativas pessimistas
a0 S=0

d(f)= d(x)=c

10
d(s)=0
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‘ Algoritmo de Dijkstra

= Exemplo (a partir de s)
o AdicionasasS
o S={s}
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‘ Algoritmo de Dijkstra

= Exemplo (a partir de s)
o Adicionaya$S
o S={s,y}
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Algoritmo de Dijkstra

Exemplo (a partir de s)
o Adicionaza$S

d(t)=8 d
o S={s,y,z}

(X)=14>13
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Algoritmo de Dijkstra

Exemplo (a partir de s)
o Adicionata S
o S={s,y,z,t
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Algoritmo de Dijkstra

Exemplo (a partir de s)
o Adicionaxa S
o S={s,y,z,t,x}
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Algoritmo de Dijkstra

Exemplo (a partir de s)
o S={s,y,z,t,x}
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‘ Algoritmo de Dijkstra

= Por que funciona? Solucao o6tima?

32



Algoritmo de Dijkstra

Por que funciona? Solucao 6tima?

o Estrategia gqulosa

o Solucdo 6tima, pois sempre busca pelo vértice
mais leve
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Exercicios




Exercicio

Calcule os caminhos minimos para o grafo
abaixo a partir do vertice 0 aplicando o
algoritmo de Dijkstra
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Exercicio

Calcule os caminhos minimos para o grafo
abaixo a partir do vertice 1 aplicando o
algoritmo de Dijkstra

1 10 2
o

12
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Algoritmo de Dijkstra

Implementacao do algoritmo de Dijkstra

o Insere os vértices em uma fila de prioridades,
organizada em funcao da atual estimativa do
custo do caminho minimo
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Algoritmo de Dijkstra

DIUKSTRA(G, w, s)
inicio
//inicializa variaveis
para cada vértice v faga

d[v]: %)
antecessor[v]= -1
d[s]= 0
S=0

cria fila de prioridade F com vértices do grafo

/linsere vértice u em S e faz relaxamento a partir das arestas
adjacentes

enquanto F # @ faca
u= retirar vértice de F
S=S + {u}
para cada vértice v adjacente a u faca
relax(u,v,w) //atualizando fila de prioridade, se necessario
fim
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Algoritmo de Dijkstra

Complexidade de tempo (se fila de prioridade bem
implementada sobre heap) em funcao da somatoria
de:

o O(]V|) para inicializar variaveis
o O(|V| log|V]) para criar fila de prioridade sobre heap

o O(|V]) para processar todos os vértices e, para cada um,
atualizar a fila na ordem de O(log|V])

O(|V] log|V]), portanto
o O(JA]) para processar todas as arestas e, para cada
relaxamento, atualizar a fila na ordem de O(log|V|)
O(|A] log|V]), portanto

O(|A| log|V|), no pior caso, considerando que |A|>|V]
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‘ Questao

= Como lidar com os demais casos abaixo?
o Caminhos mais curtos de origem unica - ok
o Caminhos mais curtos de destino unico?
o Caminho mais curto de par unico?

o Caminhos mais curtos de todos os pares?
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Exercicio

= Propor algoritmo de caminho minimo para
grafo com ciclo e peso negativo
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‘ Questao

= Para pensar

o Como a busca pelo caminho minimo pode se
beneficiar da ordenacao topologica?
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