Analise de resposta
transitoria e de regime
estacionario

o
1
o
E=
[
g
(&

5.1 | Introducao

Em capitulos anteriores, foi dito que o primeiro passo para a analise de um sistema de controle
¢ a obtencdo de um modelo matematico do sistema. Uma vez obtido esse modelo, ¢ possivel
analisar o desempenho do sistema a partir dos varios métodos disponiveis.

Na pratica, o sinal de entrada de um sistema de controle ndo é conhecido previamente: ele
¢ de carater aleatdrio e seus valores instantaneos ndo podem ser expressos de maneira analitica.
Somente em alguns casos especiais o sinal de entrada ¢ conhecido antecipadamente e pode ser
expresso de maneira analitica ou por meio de curvas, como no caso do controle automatico das
maquinas-ferramentas.

Na analise e no projeto de sistemas de controle, devemos ter uma base de comparagdo do
desempenho de varios sistemas de controle. Essa base pode ser estabelecida detalhando-se sinais
de entrada de teste especificos e, em seguida, comparando-se as respostas dos varios sistemas
com esses sinais.

Muitos dos critérios de projeto t€m como base as respostas a esses sinais ou a resposta dos
sistemas as mudancas das condig¢des iniciais (sem qualquer sinal de teste). O uso de sinais de
teste pode ser justificado em virtude da correlagdo existente entre as caracteristicas das respostas
de um sistema a um sinal de entrada tipico de teste e a capacidade de o sistema responder aos
sinais de entrada reais.

Sinais tipicos de testes. Os sinais de entrada de teste geralmente utilizados sdo as fung¢des
degrau, rampa, parabola de aceleragdo, impulso, senoidais e ruido branco. Neste capitulo, usa-
mos sinais de teste como degrau, rampa, parabola de aceleracdo e impulso. Com esses sinais de
teste, tanto a analise experimental como a analise matematica dos sistemas de controle podem
ser obtidas facilmente, uma vez que esses sinais sdo fun¢des de tempo muito simples.

Pode-se determinar quais desses sinais tipicos de entrada devem ser utilizados na analise
das caracteristicas do sistema, pelo comportamento da entrada a que o sistema sera submetido,
com maior frequéncia, sob condi¢des normais de operagdo. Se as entradas de um sistema de
controle sdo fungdes de tempo que variam gradualmente, entdo a rampa em fung¢do do tempo
pode ser um bom sinal de teste. Da mesma maneira, se um sistema estiver sujeito a variagoes
bruscas de entrada, a fun¢do degrau poderd ser um bom sinal de teste. Da mesma forma, se o
sistema estiver sujeito a entradas de impacto, uma func¢ao impulso podera ser a melhor opcao.
Uma vez projetado o sistema de controle com base nos sinais de teste, o desempenho do sis-
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tema em resposta a entradas reais geralmente ¢ satisfatorio. O uso desses sinais possibilita a
comparacao do desempenho de varios sistemas em relagdo a mesma base.

Resposta transitoria e resposta estacionaria. A resposta temporal de um sistema de controle
consiste em duas partes: a resposta transitoria e a resposta estacionaria. Por resposta transitoria,
entende-se aquela que vai do estado inicial ao estado final. Por resposta estacionaria, entendemos
o comportamento do sinal de saida do sistema na medida em que ¢ tende ao infinito. Assim, a
resposta c(f) do sistema pode ser escrita como:

c(t) = cu(t) + ci(t)
onde o primeiro termo do lado direito da equagdo € a resposta transitoria e o segundo € a resposta
estacionaria.

Estabilidade absoluta, estabilidade relativa e erro estacionario. No projeto de um
sistema de controle, deve ser possivel prever seu comportamento dindmico a partir do conhe-
cimento de seus componentes. A caracteristica mais importante do comportamento dindmico
do sistema de controle é a estabilidade absoluta, isto é, se o sistema ¢ estavel ou instavel. Um
sistema de controle esta em equilibrio se, na auséncia de qualquer distirbio ou sinal de entrada,
a saida permanece no mesmo estado. Um sistema de controle linear e invariante no tempo ¢é
estavel se a saida sempre retorna ao estado de equilibrio quando o sistema ¢ submetido a uma
condi¢do inicial. Um sistema de controle linear e invariante no tempo € criticamente estavel se
as oscilagdes do sinal de saida se repetirem de maneira continua. E instavel se a saida divergir
sem limites a partir do estado de equilibrio quando o sistema for sujeito a uma condi¢ao inicial.
Nos casos reais, o sinal de saida de um sistema fisico pode aumentar até certo valor, mas pode
ser limitado por fins de curso mecanicos, ou o sistema pode se romper ou se tornar nao linear,
apos o sinal de saida ultrapassar certa amplitude e, desse modo, as equagdes diferenciais do
modelo ndo terdo mais validade.

Outros comportamentos importantes do sistema (além da estabilidade absoluta), com os quais
se deve ter uma consideracao especial, sdo a estabilidade relativa e o erro estacionario. Como um
sistema fisico de controle contém energia armazenada, a saida do sistema, quando este ¢ subme-
tido a um sinal de entrada, ndo pode seguir a entrada imediatamente, mas apresenta uma resposta
transitoria antes que um regime permanente seja obtido. A resposta transitoria de um sistema
de controle pratico frequentemente apresenta oscilagdes amortecidas antes de atingir o estado
permanente. Se o sinal de saida de um sistema em regime permanente ndo coincidir exatamente
com a entrada, diz-se que o sistema apresenta um erro estaciondrio. Esse erro ¢ indicativo da
precisdo do sistema. Na andalise de um sistema de controle, deve-se examinar o comportamento
da resposta transitoria e do estado estacionario.

Visao geral do capitulo. Este capitulo trata das respostas do sistema aos sinais aperiodicos
(como degrau, rampa, aceleragdo e impulso, em func¢io do tempo). Eis o resumo do capitulo: a
Secdo 5.1 apresenta a matéria introdutoria do capitulo. A Secdo 5.2 trata da resposta dos sistemas de
primeira ordem a entradas aperiddicas. A Se¢do 5.3 apresenta a resposta transitoria de sistemas
de segunda ordem. Sdo estudadas analises detalhadas das respostas dos sistemas de segunda
ordem a excitagdes em degrau, rampa e impulso. A Secdo 5.4 discute a andlise da resposta tran-
sitoria de sistemas de ordem superior. A Se¢@o 5.5 apresenta uma introdugdo a abordagem do
MATLAB na solugdo de problemas de resposta transitoria. A Se¢@o 5.6 fornece um exemplo de
um problema de resposta transitoria resolvido com o MATLAB. A Se¢do 5.7 apresenta o critério
de estabilidade de Routh. A Secdo 5.8 discute os efeitos das agdes de controle integral e deriva-
tiva no desempenho dos sistemas. Por fim, a Secdo 5.9 trata de erros estacionarios e sistemas de
controle com realimentacdo unitaria.
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5.2 | Sistemas de primeira ordem

FIGURA 5.1

(a) Diagrama
de blocos de
um sistema de
primeira ordem;
(b) diagrama

de blocos
simplificado.

Considere o sistema de primeira ordem mostrado na Figura 5.1(a). Fisicamente, esse sistema
pode representar um circuito RC, um sistema térmico ou algo semelhante. A Figura 5.1(b) traz
um diagrama de blocos simplificado. A relagdo entrada-saida ¢ dada por:

Cls) _ 1 (5.1)
R(s) Ts+1
A seguir, analisaremos as respostas do sistema a entradas como as fun¢des degrau unitario, rampa
unitaria e impulso unitario. As condig¢des iniciais sdo consideradas nulas.

Note que todos os sistemas que t€ém a mesma funcdo de transferéncia apresentardo a mesma
saida em resposta a0 mesmo impulso. Para determinado sistema fisico, pode ser dada uma inter-
pretacdo fisica a resposta matematica.

Resposta ao degrau unitario do sistema de primeira ordem. Como a transformada de
Laplace da fungdo degrau unitario é 1/s, substituindo R(s) = 1/s na Equagao 5.1, obtemos:

__ 1 1
Cls) = Ts+ 1s s

Expandindo C(s) em fragdes parciais, temos:

-1l__r _1__ 1
C(S)_s Ts+1 s s+1/7) (5-2)

Considerando a transformada inversa de Laplace da Equagao 5.2, obtemos:

c(t)y=1-e" parat>0 (5.3)
A Equagao 5.3 estabelece que, inicialmente, a resposta c(#) € zero e, no fim, torna-se unitaria. Uma
caracteristica importante de uma curva de resposta exponencial ¢(¢) ¢ que em ¢ = T o valor de c(?) €

0,632 ou a resposta c(7) alcancou 63,2% de sua variacdo total. Isso pode ser facilmente comprovado
substituindo-se ¢ = 7' em c(z). Ou seja,

c(N=1-¢"'=0,632
Note que, quanto menor a constante de tempo 7, mais rapidamente o sistema responde. Outra
caracteristica importante da curva exponencial de resposta € que a inclinagao da linha tangente
em¢=0¢ 1/7, uma vez que

de
dt

-1
T (5.4)
A saida alcancaria o valor final em # = T"se fosse mantida a velocidade inicial de resposta. A partir
da Equacdo 5.4, vemos que a inclinag@o da curva de resposta c(¢) decresce monotonicamente de
1/Tem t=0azero em ¢ = oo,

_ l_e—t/T
o T

A curva exponencial de resposta c(f) dada pela Equagao 5.3 ¢ mostrada na Figura 5.2. Em uma
constante de tempo, a curva da resposta exponencial vai de 0% a 63,2% do valor final. Em duas
constantes de tempo, a resposta atinge 86,5% da resposta final. Para t =37, 4T e 57, a resposta
alcanga 95%, 98,2% e 99,3%, respectivamente, da resposta final. Assim, para ¢ > 47, a resposta se
mantém a 2% do valor final. Como se vé na Equacdo 5.3, o estado permanente ¢ alcangado mate-
maticamente apenas depois de um tempo infinito. Na pratica, entretanto, ¢ razoavel que o tempo

R(s) ®E(s) 1 C(s) R(s) 1 C(s)
—{+ — —— —

T

(a) (b)
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FIGURA 5.2
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estimado de resposta seja o intervalo de tempo necessario para a curva alcangar e permanecer a
2% da linha do valor final, ou quatro constantes de tempo.

Resposta a rampa unitdria de sistemas de primeira ordem. Como a transformada de
Laplace da rampa unitaria ¢ 1/s?, obtemos a saida do sistema da Figura 5.1(a) como:

11
=Ty

Expandindo C(s) em fra¢des parciais, temos:

C(s) = %—ng Tsyj—l (5.5)
Considerando a transformada inversa de Laplace da Equacao 5.5, obtemos:

c(f)y=t—T+Te" parat>0 (5.6)
Entdo, o sinal de erro e(?) ¢é:

e(n) = r(1) — (1)
=T(1 —e™)

Conforme ¢ tende ao infinito, e “" se aproxima de zero e, assim, o sinal de erro e(f) se aproxima
de 7 ou

e(o)=T
A Figura 5.3 mostra a rampa unitaria de entrada e a resposta do sistema. O erro do sistema para

seguir a rampa unitaria como sinal de entrada ¢ igual a 7 para ¢ suficientemente grande. Quanto
menor a constante de tempo 7, menor o erro estaciondrio ao seguir a entrada em rampa.

Resposta ao impulso unitario de sistemas de primeira ordem. Para o impulso unitario de
entrada, R(s) = 1 e a resposta do sistema da Figura 5.1(a) pode ser obtida como:

_ 1 57
O =71 (57

A transformada inversa de Laplace da Equagao 5.7 resulta em:
c(t) = %e_”, parat>0 (5.8)

A curva de resposta dada pela Equagao 5.8 ¢ mostrada na Figura 5.4.

Uma propriedade importante de sistemas lineares invariantes no tempo. Na analise
anterior, mostrou-se que, para a entrada em rampa unitaria, a saida c(¢) é:

c(y=t-T+Te", parat>0 (Veja a Equagdo 5.6)



FIGURA 5.3
Resposta de
rampa unitaria
do sistema
mostrado na
Figura 5.1(a).

FIGURA 5.4
Resposta ao
impulso unitario
do sistema
exposto na
Figura 5.1(a).
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Para a entrada em degrau unitério, que ¢ a derivada da entrada em rampa unitaria, a saida c(z) ¢é:
c(f)y=1-e"",

Por fim, para a entrada em impulso unitario, que ¢ a derivada da entrada em degrau unitario, a
saida c(¢) é:

parat>0 (Veja a Equagdo 5.3)

c([) = 17671/71, para ¢ >0 (Veja a Equac;éo 58)
A comparacao das respostas do sistema com essas trés entradas indica claramente que a resposta
a derivada de um sinal de entrada pode ser obtida diferenciando-se a resposta do sistema para
o sinal original. Pode-se ver também que a resposta a integral do sinal original pode ser obtida
pela integragdo da resposta do sistema ao sinal original e pela determinacdo da constante de
integracao a partir da condig@o inicial de resposta nula. Esta ¢ uma propriedade dos sistemas
lineares invariantes no tempo. Os sistemas lineares variantes no tempo e sistemas nao lineares
nao possuem essa propriedade.

5.3 | Sistemas de segunda ordem

Nesta se¢do, obteremos a resposta do sistema de controle tipico de segunda ordem as entra-
das em degrau, rampa e impulso. Aqui, consideraremos um servossistema como um exemplo de
sistema de segunda ordem.



150 Engenharia de controle moderno

FIGURA 5.5

(a) Servossistema;
(b) diagrama

de blocos;

(c) diagrama

de blocos
simplificado.

Servossistema. A Figura 5.5(a) mostra um servossistema constituido por um controlador pro-
porcional e elementos de carga (elementos de inércia e de atrito viscoso). Suponha que se deseje
controlar a posi¢ao da saida ¢ de acordo com a posi¢do de entrada r.

A equagdo para os elementos de carga é:
Jé+Be=T
onde T ¢ o torque produzido pelo controlador proporcional cujo ganho ¢ K. Considerando as
transformadas de Laplace de ambos os lados dessa ultima equagao e supondo condigdes iniciais
nulas, obtemos:
Js*C(s) + BsC(s) = T(s)
Entéo, a fungdo de transferéncia entre C(s) e 7(s) é:

Cls) _ 1
T(s)  s(Js+ B)

Pelo uso dessa fungdo de transferéncia, a Figura 5.5(a) pode ser redesenhada como na Figu-
ra 5.5(b), que pode ser modificada para o esquema mostrado na Figura 5.5(c). A funcdo de
transferéncia de malha fechada ¢ entdo obtida como:

C(s) _ K _ K/J
R(s)  Js*+Bs+K  s*+(Bl)s+(K.J)

Esse sistema, em que a fungdo de transferéncia de malha fechada possui dois polos, ¢ chamado
sistema de segunda ordem. (Alguns sistemas de segunda ordem podem conter um ou dois zeros.)

Resposta ao degrau do sistema de segunda ordem. A fungéo de transferéncia de malha
fechada do sistema mostrado na Figura 5.5(c) é:

C(s) _ K

R(s) Js*+Bs+K

(5.9)

que pode ser reescrita como:

B
]
r e T I ¢
-~
1 (L]
(a)

R() 1) 1 cs)
_’®_’ K ™| S5

|

R(s) K C(s)
s(Js + B) .

(b)

©



FIGURA 5.6

Sistema de
segunda ordem.
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Os polos de malha fechada sdo complexos conjugados se B* — 4JK < 0 e sdo reais se B>~ 4JK >
0. Na analise da resposta transitoria, ¢ conveniente escrever:

K > B

7 = W, 7 = ZC(Dn =20
onde ¢ ¢ chamado atenuagdo; w, ¢ a frequéncia natural ndo amortecida; e { é o coeficiente de
amortecimento do sistema. O coeficiente de amortecimento € a relagdo entre o amortecimento
real B e o amortecimento critico ou B, =2 v JK ou

(=B -_B

B, 2/JK

Em termos de { e w,, o sistema da Figura 5.5(c) pode ser modificado conforme mostra a Figu-
ra 5.6 e a fungdo de transferéncia de malha fechada C(s)/R(s), dada pela Equagdo 5.9, pode ser
escrita como:

C(s) _ w,
R(s)  s%+20w,s + o

(5.10)

Essa forma é chamada forma-padrdo do sistema de segunda ordem.

O comportamento dindmico do sistema de segunda ordem pode ser descrito em termos de
dois parametros { e w,. Se 0 <{ <1, os polos de malha fechada sdo complexos conjugados e se
situam no semiplano esquerdo do plano s. O sistema ¢ entdo chamado subamortecido, e a resposta
transitdria € oscilatoria. Se { =0, a resposta transitoria ndo decai. Se {= 1, o sistema ¢ denominado
criticamente amortecido. Os sistemas superamortecidos correspondem a { > 1.

Determinaremos agora a resposta do sistema mostrado na Figura 5.6 a uma entrada em
degrau unitario. Consideraremos trés diferentes casos: subamortecido (0 < < 1), criticamente
amortecido ({ = 1) e superamortecido ({> 1).

(1) Sistema subamortecido (0 < { < 1): nesse caso, C(s)/R(s) pode ser escrito como:
Cls) _ ®,
R(s) (s + Lw, +jo,)(s + Lw, — jw,)

2 A . r A . . .
onde w, = w, v1 — . A frequéncia w, é chamada fiequéncia natural amortecida do sistema.
Para uma entrada em degrau unitario, C(s) pode ser escrita como:

C(s) 2

O (5.11)
A transformada inversa de Laplace da Equacao 5.11 pode ser obtida facilmente se C(s) for escrita
da seguinte maneira:

N (s> + 2Lw,s + 0)s

1 s+ 2w
C(s)=-=—— .
(s) s 574+ 20w,s + w3
1 s+ Cw, Lo,

s (s+lof+ ol (s+ o)+ o

R(s) E(s) w% Ci(s)
’ @1 > (s + 2Lw,) .




152

Engenharia de controle moderno

Consultando a tabela de transformadas de Laplace no Apéndice A, podemos demonstrar que:
s+ Cw,
(s + Lo,y + 0f

- = e ' cosw,t

1 [OF

— Lo, t
— | =e “"senw, !¢
(s + Lo, + ) !

Entao, a transformada inversa de Laplace da Equacdo 5.11 € obtida como:
LC(s)] = c(2)

=1—e " (cos Wyt +

g
———=senw,!
i)
/ 2
=1- ﬁ sen(wdt +tg”! IT_C>, parat=0
A partir da Equagao 5.12, pode-se ver que a frequéncia da oscilagdo transitoria € a frequéncia

natural amortecida do sistema ), €, assim, varia de acordo com o coeficiente de amortecimento
. O sinal de erro para esse sistema ¢ a diferenga entre a entrada e a saida e é:

e(t)=r(t)—c(r)

= e‘é‘”"’<cos w,t+

e Lot

(5.12)

¢
J1 =

Esse sinal de erro apresenta uma oscilagdo senoidal amortecida. Em regime permanente ou em
t = o0, ndo existe erro entre a entrada e a saida.

sen a)dt>, parat=0

Se o coeficiente de amortecimento ( for igual a zero, a resposta ndo sera amortecida e as
oscilagdes continuardo indefinidamente. A resposta, ¢(¢) no caso de o amortecimento ser nulo,
pode ser obtida substituindo { = 0 na Equagdo 5.12, o que resulta em:

c(f)y=1-cosw,t, parat=>0 (5.13)
Assim, a partir da Equag@o 5.13, vemos que o, representa a frequéncia natural do sistema
sem amortecimento. Isto ¢, , ¢ a frequéncia em que a resposta do sistema podera oscilar, se o
amortecimento for reduzido a zero. Se o sistema linear tiver algum amortecimento, a frequéncia
natural ndo amortecida do sistema ndo podera ser observada experimentalmente. A frequéncia
que pode ser observada ¢ a frequéncia natural amortecida, w,, que é igual a w, v'1 — {*, que
¢ sempre menor que a frequéncia natural ndo amortecida. Um aumento em { poderia reduzir a
frequéncia natural amortecida w,. Se ¢ for aumentado acima da unidade, a resposta se tornara
superamortecida e ndo oscilara.
(2) Sistema criticamente amortecido (= 1): se os dois polos de C(s)/R(s) forem iguais, o sistema
sera dito criticamente amortecido.

Para uma entrada em degrau unitario, R(s) = 1/s e C(s) podem ser escritas como:

= on (5.14)

A transformada inversa de Laplace da Equagdo 5.14 pode ser determinada como:
ct)=1-e*"(1 +w,p), parat>0 (5.15)

Esse resultado pode também ser obtido fazendo-se { se aproximar da unidade na Equagdo 5.12
e utilizando o seguinte limite:

_ 2
lim SNl _ 1o SeNO, vi-8t _ o1
Mg Tl e
(3) Sistema superamortecido (> 1): nesse caso, os dois polos de C(s)/R(s) sdo reais, negativos
e desiguais. Para uma entrada em degrau unitario, R(s) = 1/s e C(s) podem ser escritas como:
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(02

C(s) = . 5.16
() (S+Zwil+wnJ§2_1)(S+C(Dn_0*)n\/c2_1)s ( )
A transformada inversa de Laplace da Equagdo 5.16 é:
1 —C+vVC-1Do,t
c(ty=1+ e g
2/ —1¢+V/E - 1)
_ 1 e C—VE Doy
2/ 1=V -1)
[0 —st —S,t
=1+ n <e - £ >, arat>0 5.17
2\/§2 -1\ % A P ( )

onde s, =((+ J?-1)w,es5=C—- /¢ —1)n, Assim, a resposta c(¢) inclui dois termos
exponenciais decrescentes.

Quando ( for, de modo consideravel, maior que a unidade, uma das duas exponenciais
decrescentes decai mais rapido que a outra e, assim, o termo que decai mais rapido (o que cor-
responde @ menor constante de tempo) pode ser desprezado. Ou seja, se —s, estiver situado muito
mais proximo do eixo jw que —s, (que significa |s,| < [s,|), entdo, para uma solugdo aproximada,
poderemos desprezar —s,. Isso € permitido porque o efeito de —s, na resposta ¢ muito menor que
o de —s,, ja que o termo que contém s, na Equacao 5.17 decresce muito mais rapidamente que o
termo que contém s,. Uma vez que o termo exponencial que decresce mais rapidamente tenha
desaparecido, a resposta sera analoga a de um sistema de primeira ordem e C(s)/R(s) podera ser
aproximada para:

C(s): {w, — o,y -1 5
R(s)  s+Cw,—w, /=1 s+

Esse modo de aproximagao ¢ uma consequéncia direta do fato de que os valores iniciais e finais,
tanto de C(s)/R(s) original como da aproximagao, sdo coincidentes.

Com a func¢ao de transferéncia de C(s)/R(s) aproximada, a resposta ao degrau unitario pode
ser obtida como:

— cwn_wn\’cz_l
Cs) = (s + Lo, — 0, /E = 1)s

A resposta no tempo c(z) €, entdo, igual a:
C(t) =1 e,@,w,l)m",

, parat=0

Isso fornece uma resposta aproximada ao degrau unitario, quando um dos polos de C(s)/R(s)
puder ser desprezado.

A Figura 5.7 mostrauma familia de curvas ¢(f) como resposta ao degrau unitario para diversos
valores de (, onde a abscissa ¢ a variavel adimensional w,z. As curvas sdo funcdes somente de
. Essas curvas sdo obtidas a partir das equacdes 5.12, 5.15 ¢ 5.17. O sistema descrito por essas
equacgdes inicialmente estava em repouso.

Note que dois sistemas de segunda ordem que tenham o mesmo valor de {, mas valores de
w, diferentes, apresentam o mesmo sobressinal e 0 mesmo padrao oscilatério. Diz-se que esses
sistemas tém a mesma estabilidade relativa.

A partir da Figura 5.7, vemos que um sistema subamortecido com ( que varia entre 0,5 e 0,8
se aproxima mais rapidamente do valor final do que um sistema criticamente amortecido ou supe-
ramortecido. Entre os sistemas que apresentam resposta sem oscilagdo, um sistema criticamente
amortecido é o que fornece a resposta mais rapida. A resposta de um sistema superamortecido ¢
sempre mais lenta, qualquer que seja o sinal de entrada.

E importante notar que, para sistemas de segunda ordem cujas fungdes de transferéncia de
malha fechada sejam diferentes da que foi apresentada pela Equagdo 5.10, as curvas de resposta
ao degrau podem parecer completamente diferentes das mostradas na Figura 5.7.
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FIGURA 5.7
Curva de
resposta ao
degrau unitdrio
do sistema
mostrado na
Figura 5.6.
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Definicao das especificacoes da resposta transitoria. Com frequéncia, as caracteristicas
de desempenho de um sistema de controle sdo especificadas em termos de resposta transitoria
a uma entrada em degrau unitario, ja que se trata de entrada suficientemente brusca e gerada
com facilidade. (Quando a resposta a uma entrada em degrau ¢ conhecida, ¢ possivel calcular
matematicamente a resposta a qualquer tipo de sinal de entrada.)

A resposta transitoria de um sistema a uma entrada em degrau unitario depende das condi¢des
iniciais. Por conveniéncia, na comparacao entre as respostas transitorias de varios sistemas, € uma
pratica comum utilizar uma condi¢@o inicial padrao que ¢ a do sistema inicialmente em repouso,
com o valor da variavel de saida e todas as suas derivadas em funcdo do tempo iguais a zero.
Assim, as caracteristicas de resposta dos varios sistemas poderao ser facilmente comparadas.

Na pratica, antes de atingir o regime permanente, a resposta transitoria de um sistema de
controle apresenta, frequentemente, oscilagdes amortecidas. Na especificacdo das caracteristicas
das respostas transitérias de um sistema de controle a uma entrada em degrau unitario, ¢ comum
especificar o seguinte:

1. Tempo de atraso, ¢,

2. Tempo de subida, ¢,

3. Tempo de pico, ¢,

4. Maximo sobressinal (ou apenas sobressinal), M,

5. Tempo de acomodacao, ¢,

Essas especificacdes sdo definidas a seguir e sdo mostradas graficamente na Figura 5.8.
1. Tempo de atraso, ¢,: trata-se do tempo requerido para que a resposta alcance metade de
seu valor final pela primeira vez.

2. Tempo de subida, 7,: € o tempo requerido para que a resposta passe de 10 a 90%, ou de
5% a 95%, ou de 0% a 100% do valor final. Para sistemas de segunda ordem subamor-
tecidos, o tempo de subida de 0% a 100% ¢ o normalmente utilizado. Para os sistemas
superamortecidos, o tempo de subida de 10% a 90% ¢ o mais comumente utilizado.

3. Tempo de pico, #,: € o tempo para que a resposta atinja o primeiro pico de sobressinal.

4. Maximo sobressinal (em porcentagem), M,: € o valor maximo de pico da curva de resposta,
medido a partir da unidade. Se o valor final da resposta em regime permanente diferir
da unidade, entdo é comum utilizar porcentagem maxima de sobressinal, definida por:

C(tp) B C(OO)

Porcentagem maxima de sobressinal = ———~——— X 100%
c(o0)
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O valor maximo (em porcentagem) do sobressinal indica diretamente a estabilidade relativa
do sistema.

5. Tempo de acomodagdo, #;: ¢ o tempo necessario para que a curva de resposta alcance
valores em uma faixa (geralmente de 2% ou 5%) em torno do valor final, ai permane-
cendo indefinidamente. O tempo de acomodacao esta relacionado a maior constante de
tempo do sistema de controle. Pode-se determinar qual porcentagem deve ser utilizada
no critério de erro a partir dos objetivos do projeto do sistema em questao.

As especificagdes no dominio de tempo dadas anteriormente sdo muito importantes, porque a
maioria dos sistemas de controle ¢ sistema no dominio de tempo, isto ¢, devem fornecer respostas
temporais aceitaveis. (Isso quer dizer que o sistema de controle deve ser modificado até que a
resposta transitoria seja satisfatoria.)

Observe que nem todas essas especificagdes se aplicam necessariamente a todos os casos
dados. Por exemplo, para um sistema superamortecido, os termos tempo de pico e maximo sobres-
sinal ndo se aplicam. (No caso dos sistemas que resultam em erros estacionarios para entradas
em degrau, esse erro deve ser conservado em um nivel de porcentagem especifico. Discussdes
detalhadas sobre erros estacionarios serdo apresentadas posteriormente na Secdo 5.8.)

Alguns comentdrios sobre as especificacoes da resposta transitdria. Exceto para certas
aplicacdes nas quais as oscilagdes ndo podem ser toleradas, ¢ desejavel que a resposta transitoria
seja suficientemente rapida e amortecida. Assim, para uma resposta transitoria desejavel de um
sistema de segunda ordem, o coeficiente de amortecimento deve se situar entre 0,4 ¢ 0,8. Valores
pequenos de { (ou seja, £ < 0,4) resultam em excessivo sobressinal na resposta transitoria, e um
sistema com um grande valor de { (ou seja, { > 0,8) responde lentamente.

Veremos adiante que o maximo sobressinal e o tempo de subida sao conflitantes entre si. Em
outras palavras, tanto o maximo sobressinal como o tempo de subida ndo podem ser diminuidos
simultaneamente. Se um deles diminui, o outro necessariamente se torna maior.

Sistemas de segunda ordem e especificacdes da resposta transitdria. A seguir, obteremos
o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal e o tempo de acomodagao do sistema
de segunda ordem dado pela Equagdo 5.10. Esses valores serdo obtidos em termos de { e w,,
Supde-se que o sistema seja subamortecido.

Tempo de subida t,: referente a Equacdo 5.12, obtemos o tempo de subida ¢, com c(z,) = 1.

%Czsenmdg (5.18)

Como e # 1, obtemos a partir da Equacdo 5.18 a seguinte equagio:

ct)y=1=1—e " (cos Wyt +
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FIGURA 5.9
Defini¢do do
angulo p.

g
J1=¢
Como w,v1 — §* =w,elw, =0, temos

cos Wyt + senw,t. = 0

V1= o,

tgwdtr = — C o
Assim, o tempo de subida z, é
= L -1 & — T— B
t, = 0, g <—G> Ry (5.19)

onde o angulo B ¢ definido na Figura 5.9. Evidentemente, para um menor valor de z,, w, deve
ser maior.

Tempo de pico t,: com o auxilio da Equagdo 5.12, podemos obter o tempo de pico diferenciando
¢(t) em relagdo ao tempo e igualando essa derivada a zero. Como

dc ¢ —gmz< ¢
4C = Lw,e > coswdt+—sen(odt>
dt /1 - ¢
+e‘5‘°"’((o sen o t—&cosw t)
d d - d
1-¢

e 0s termos em cosseno nessa ultima equacgdo cancelam-se mutuamente, dc/dt, calculada em ¢ =
t,, pode ser simplificada para:

de W,
= (senw,t,)—L—-¢e
=1, ( d”Jl—?

Lot _ 0
dt
Dessa ultima equagao resulta a seguinte expressao:

senw,t, =0
ou
w,t, =0, m, 2m, 3m, ...
Como o tempo de pico corresponde ao primeiro pico do sobressinal, w,z, = n. Entdo,

T

%=5; (5.20)

O tempo de pico ¢, corresponde a meio ciclo da frequéncia de oscilagdo amortecida.
Maximo sobressinal M,: 0 maximo sobressinal ocorre no tempo de pico ou em ¢ = £, = W/®,. Ao
supor que o valor final da saida seja unitario, M, € obtido a partir da Equagédo 5.12 como:

M,=c@,)-1
= — g~ Cenlro) <cos7t + %sen 7t>
v1-¢
_ oy _ —CV1-0)n
=e "= (5.21)
A porcentagem maxima de sobressinal & e “2" X 100%.
Jjo
SR
w18 18
Ll
Y 0 [
4" Cmn I~
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Se o valor final ¢(o0) da saida ndo for unitario, entao sera necessario utilizar a seguinte equagao:
M= c(t,) — c(o)
! c(oo)

Tempo de acomodagdo t;: paraum sistema subamortecido de segunda ordem, a resposta transitoria
¢ obtida a partir da Equa¢@o 5.12 como:

—Lo, _ 2
c(t)=1- ﬁsen(mﬂ +tg”! @), para >0

Ascurvas 1 +(e“"/,/1 — £?) sdo as curvas envoltorias da resposta transitéria a entrada em degrau
unitario. A curva-resposta c(f) permanece sempre dentro de um par de curvas envoltorias, como
mostra a Figura 5.10. A constante de tempo dessas curvas envoltorias é 1/{w,.

A velocidade de decaimento da resposta transitoria depende do valor da constante de tempo
1/€w,. Para dado valor de w,, o tempo de acomodacao #, ¢ uma func¢do do coeficiente de amor-
tecimento {. A partir da Figura 5.7, vemos que, para o mesmo o, € para uma faixa de valores
de { entre 0 e 1, o tempo de acomodacao 7, para um sistema ligeiramente amortecido ¢ maior
que para um sistema adequadamente amortecido. Para um sistema superamortecido, o tempo de
acomodagdo £, se torna grande porque a resposta ¢ lenta.

O tempo de acomodacgdo correspondente a faixa de tolerancia + 2% ou +5% pode ser medido
em termos da constante de tempo 7 = 1/{w, a partir das curvas da Figura 5.7 para valores dife-
rentes de {. O resultado ¢ mostrado na Figura 5.11. Para 0 < { < 0,9, se for utilizado o critério
de 2%, ¢, serd aproximadamente quatro vezes a constante de tempo do sistema. Se for usado
o critério de 5%, entdo ¢z, serd aproximadamente trés vezes a constante de tempo. Note que o
tempo de acomodagdo atinge um valor minimo em torno de { = 0,76 (para o critério de 2%) ou
=0,68 (para o critério de 5%) e, entdo, aumenta quase linearmente para valores grandes de .
A descontinuidade nas curvas da Figura 5.11 surge porque uma variagao infinitesimal do valor
de { pode causar uma variacao finita no tempo de acomodacao.

Por conveniéncia, na comparacao das respostas dos sistemas, definimos comumente o tempo
de acomodagdo z, como:

4 4 s
=47 == T, (critério de 2%) (5.22)

ou

V1=
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FIGURA 5.11
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Note que o tempo de acomodagao € inversamente proporcional ao produto do coeficiente de
amortecimento pela frequéncia natural do sistema ndo amortecido. Como o valor de { ¢, em geral,
determinado a partir da especificacdo do sobressinal maximo aceitavel, o tempo de acomodagdo
¢ determinado principalmente pela frequéncia natural ndo amortecida w,. Isso significa que a
duragdo do periodo transitorio pode variar, sem alteracdo do maximo sobressinal, pelo ajuste da
frequéncia natural ndo amortecida w,.

A partir da analise anterior, ¢ evidente que, para uma resposta rapida, w, deve ser grande. Para
limitar o maximo sobressinal M, e fazer que o tempo de acomodagdo seja pequeno, o coeficiente
de amortecimento { ndo deve ser muito pequeno. A relagdo entre a porcentagem do maximo
sobressinal € o coeficiente de amortecimento M, ¢ apresentada na Figura 5.12. Note que, se o
coeficiente de amortecimento estiver situado entre 0,4 ¢ 0,7, entdo a porcentagem do maximo
sobressinal para a resposta ao degrau estara entre 25% e 4%.

E importante notar que as equagdes para a obtencio do tempo de subida, tempo de pico, maxi-
mo sobressinal e tempo de acomodagdo sdo validas somente para o sistema-padrao de segunda
ordem, definido pela Equagdo 5.10. Se o sistema de segunda ordem contiver um zero ou dois
zeros, a forma da curva de resposta ao degrau unitario sera muito diferente daquela mostrada
na Figura 5.7.
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Exemplo 5.1 Considere o sistema mostrado na Figura 5.6, onde { = 0,6 ¢ ®, = 5 rad/s. Obteremos o tempo de

subida #,, o tempo de pico ¢,, 0 maximo sobressinal M,, ¢ o tempo de acomodag@o ¢, quando o
sistema for submetido a uma entrada em degrau unitario.

A partir dos valores de { e w,, obtemos ®,= w,v 1 — ’=4e0= w,=3.
Tempo de subida t,: o tempo de subida é:
T—f _314- B

b= Wy, 4
onde B3 ¢ dado por:
= -1 & = -1 i =
B=tg 5 tg 3 0,93 rad
O tempo de subida ¢, ¢, entdo, igual a:
[ =214=093 _ 55
4
Tempo de pico t,: o tempo de pico €:
_n _314 _
t, = o = 4 =0,785s

Maximo sobressinal M,: 0 maximo sobressinal ¢:
— o/ — 3/4)X3,14 _
M, = @0dm =g =0,095
O maximo sobressinal em porcentagem é, entdo, 9,5%.
Tempo de acomodacado t;: para o critério de 2%, o tempo de acomodacao ¢é:

—4_4_
=0 =5=13s

Para o critério de 5%,

Servossistema com realimentacao de velocidade. A derivada do sinal de saida pode ser
utilizada para melhorar o desempenho do sistema. Na obtencao da derivada do sinal de saida de
posicdo, ¢ desejavel utilizar um tacometro em vez de diferenciar fisicamente o sinal de saida.
(Note que a derivagao amplifica os efeitos do ruido. De fato, se houver ruidos descontinuados,
a derivacdo amplificard mais o ruido descontinuado do que o sinal util. Por exemplo, o sinal de
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FIGURA 5.13

(a) Diagrama de
blocos de um
servossistema;
(b) diagrama

de blocos
simplificado.

saida de um potencidmetro ¢ um sinal de tensdo descontinuo, porque, com 0 cursor em movi-
mento sobre as espirais do enrolamento, sdo induzidas tensdes por ocasido da comutagdo entre
espirais gerando, assim, transitorios. Portanto, a saida do potenciometro ndo pode ser seguida
por um elemento diferenciador.)

O tacometro, um gerador cc especial, é frequentemente utilizado para medir a velocidade sem
o processo de derivagdo. O sinal de saida de um tacémetro é proporcional a velocidade angular
do motor.

Considere o servossistema mostrado na Figura 5.13(a). Nesse dispositivo, o sinal de veloci-
dade, com o sinal de posi¢ao, é realimentado como sinal de entrada, produzindo o sinal de erro
atuante. Em qualquer servossistema, esse sinal de velocidade pode ser gerado facilmente por um
tacometro. A Figura 5.13(a) mostra o diagrama de blocos que pode ser simplificado, como se
pode ver na Figura 5.13(b), resultando em:

Cls) _ K
R(s) — Js*+ (B +KK,)s + K

(5.24)

Comparando-se as equagdes 5.24 ¢ 5.9, notamos que a realimentagdo de velocidade tem como
efeito aumentar o amortecimento. O coeficiente de amortecimento  torna-se:

¢ — B+KK,
2VKJ

A frequéncia natural ndo amortecida ®, = VKIJ nio é afetada pela realimentacao de velocida-
de. Observando que o maximo sobressinal da resposta a uma entrada em degrau unitario pode
ser controlado pelo coeficiente de amortecimento (, podemos reduzir esse maximo sobressinal
ajustando o valor da constante de realimentacdo de velocidade K, a fim de fazer que ( fique
situado entre 0,4 ¢ 0,7.

Lembre-se de que a realimentagdo de velocidade tem o efeito de aumentar o coeficiente de
amortecimento sem afetar a frequéncia natural ndo amortecida do sistema.

(5.25)

K 1 )
Js+B o s .
K
(@)
R(s) K C(s)

s(Js + B+ KK}) .

(b)
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Exemplo 5.2 Para o sistema da Figura 5.13(a), determine os valores de ganho K e a constante de realimentagio
de velocidade K, de modo que o maximo sobressinal da resposta ao degrau unitario seja 0,2 € o
tempo de pico seja 1 s. Com esses valores de K e K, obtenha o tempo de subida e o tempo de
acomodacdo. Suponha que J = 1 kg-m*e B = 1 N-m/rad/s.

Determinagao dos valores de K e K: 0 maximo sobressinal M, ¢ dado pela Equagdo 5.21 como:

— —(C/x/l—lz)fr
M,=e
Esse valor deve ser 0,2. Assim,

e*(g/«/ 1-0)r — 0,2

ou

{m

J-C

= 1,61

que resulta em:

£=0,456
O tempo de pico ¢, € especificado como 1 s; portanto, a partir da Equagao 5.20,

_ T _

t,= o 1

ou

w,=3,14
Como (¢ 0,456, w, € igual a:

Wy

———=3,53

w, =
V1=
Como a frequéncia natural w, é igual a v K/J ,
K=Jw,=w,=12,5N-m
Entao, a partir da Equagao 5.25, K, é:

Kk - 2/KIL-B _2/K{-1
"= K - K

=0,178s

Tempo de subida t.: a partir da Equacdo 5.19, o tempo de subida ¢, ¢:

T—P

Wy

. =

r

onde

-1 (Dd

B=tg 5= tg™'1,95 = 1,10

Portanto, ¢, é

t.=0,65s
Tempo de acomodacdo t;: para o critério de 2%,
t =% =2,48s
o
Para o critério de 5%,
L=3=1.86s
’ o

Resposta ao impulso dos sistemas de segunda ordem. Para um impulso unitario de entrada
(), a transformada de Laplace correspondente € unitaria, ou seja, R(s) = 1. A resposta ao impulso
unitario C(s) do sistema de segunda ordem mostrado na Figura 5.6 ¢ igual a:
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FIGURA 5.14
Curvas de
resposta ao

impulso unitario

do sistema
mostrado na
Figura 5.6.

w,

C(s) =
(s) st 4+ 2Lw,s + w:

A transformada inversa de Laplace dessa equagdo fornece a solug@o para a resposta no tempo
c(t), como segue:

Para0<C<l,
® —Lw,t 2
c(t) = —2L—e 'senw,vy1 — ¢, parat>0 (5.26)
J1=-¢

Paral=1,
c(t) = wite ', parat>0 (5.27)

Para £ >1,
c(t) = — S BN O /TN para 1> 0 (5.28)

2We—1° 21

Note que, sem necessidade de recorrer a transformada inversa de Laplace de C(s), podemos
também obter a resposta no tempo c¢(f) derivando a resposta ao degrau unitario correspondente,
ja que a fungdo impulso unitario € a derivada da fungdo degrau unitario. Uma familia de cur-
vas de resposta ao impulso unitario dada pelas equacdes 5.26 e 5.27 para varios valores de { é
mostrada na Figura 5.14. As curvas c(t)/w, estdo representadas no grafico em funcao da variavel
adimensional ), e, portanto, sdo fungdes somente de {. Para os casos de amortecimento critico
e superamortecimento, a resposta ao impulso unitario ¢ sempre positiva ou nula, isto é, c(f) > 0.
Isso pode ser visto a partir das equagdes 5.27 ¢ 5.28. Para o caso de subamortecimento, a resposta
ao impulso unitario c¢(?) oscila em torno de zero e assume valores tanto positivos como negativos.
A partir da analise anterior, podemos concluir que, se a resposta ¢(¢) ao impulso ndo muda
de sinal, o sistema deve ser criticamente amortecido ou superamortecido, caso em que a resposta
correspondente a um degrau ndo possui sobressinal, mas aumenta ou diminui monotonicamente,

aproximando-se de um valor constante.
O maximo sobressinal para a resposta ao impulso unitario do sistema subamortecido ocorre em:

tg ' Y= 1-¢
(=5 onde0<t<1 (5-29)
w,v1 -

(A Equagao 5.29 pode ser obtida igualando dc/dt a zero e determinando 7.) O maximo sobressinal ¢:

/ 2
C(t)nix = ©,€Xp|— : ~tg” Lt ) onde 0 < ¢ <1 (5.30)
J1=¢ 4
1,0 :
0,8 A//C:: 0,1
0.6 =03

™ %Ngé?i
0,2

Wy

(O3
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(A Equacdo 5.30 pode ser obtida substituindo a Equacdo 5.29 na Equagéo 5.26.)

Como a funcao de resposta ao impulso unitario € a derivada em relagdo ao tempo da funcao de
resposta ao degrau unitario, 0 maximo sobressinal M, para a resposta ao degrau unitario pode ser
determinado a partir da resposta ao impulso unitario correspondente. Ou seja, a area sob a curva de
resposta ao impulso unitario a partir de =0 até o instante do primeiro zero, como mostra a Figura
5.15,€ 1+ M,, onde M, ¢ 0 maximo sobressinal (da resposta ao degrau unitéario) dado pela Equagao
5.21. O tempo de pico ¢, (da resposta ao degrau unitario) dado pela Equagdo 5.20 corresponde ao
tempo necessario para que a resposta ao impulso unitario cruze pela primeira vez o eixo do tempo.

c@® )

Resposta ao impulso unitario

° T
Ip

5.4 | Sistemas de ordem superior

FIGURA 5.16

Sistema de
controle.

Nesta secdo, apresentaremos uma andlise da resposta transitoria de sistemas de ordem superior
em termos gerais. Veremos que a resposta dos sistemas de ordem superior ¢ a soma das respostas
de sistemas de primeira e de segunda ordem.

Resposta transitoria de sistemas de ordem superior. Considere o sistema mostrado na
Figura 5.16. A fungao de transferéncia de malha fechada é:

o) G)
R(s) 1+ G(s)H(s)

Em geral, G(s) e H(s) sdo dadas como relagdo de polindmios em s ou

(5.31)

p(s) n(s)
G(s) = e H(s)=
©=4 ¢ M=ay)
onde p(s), q(s), n(s) e d(s) sdo polindmios em s. A fun¢do de transferéncia de malha fechada dada
pela Equacdo 5.31 pode, entdo, ser escrita como:
Cs) _ plo)dls)
R(s)  q(s)d(s) + p(s)n(s)

_bys"+ b+ + b, s+b,
'+ 4a,_s+a,

(m < n)

ays" + ays"”

R(s) C(s)
—>®—> G(s)

1 H(s)
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A resposta transitoria desse sistema para dado sinal de entrada pode ser obtida por uma simula-
¢do de computador. (Veja a Se¢do 5.5.) Se uma expressao analitica para a resposta transitoria for
desejada, entdo é necessario fatorar o polindmio do denominador. [O MATLAB pode ser utilizado
para encontrar as raizes do polinomio do denominador. Utilize o comando roots(den).] Uma vez
que o numerador e o denominador tenham sido fatorados, C(s)/R(s) pode ser escrita como a seguir:

C(s)  K(s+z)s+z)(s+z,)
R(s)  (s+p)(s+p)(s+p)
Examinaremos o comportamento da resposta desse sistema para uma entrada em degrau

unitario. Considere primeiro o caso em que os polos de malha fechada sio todos reais e distintos.
Para uma entrada em degrau unitario, a Equagdo 5.32 pode ser escrita como:

q@=£+i 4 (5.33)

N i:ls—i-p,-

(5.32)

onde a; ¢ o residuo do polo em s =— p;. (Se o sistema contém polos multiplos, entdo C(s) terd
termos multipolares.) [A expansdo em fragdes parciais de C(s), dada pela Equagdo 5.33, pode
ser obtida facilmente com o MATLAB. Utilize o comando residue. (Consulte o Apéndice B.)]

Se todos os polos de malha fechada se situarem no semiplano esquerdo do plano s, os valores
dos residuos determinar@o a importancia relativa dos componentes na forma expandida de C(s).
Se existir um zero de malha fechada préximo a um polo de malha fechada, entdo o residuo nesse
polo sera pequeno e o do termo correspondente da resposta transitoria para esse polo se tornara
pequeno. Um par de polos e zeros proximos vai se cancelar mutuamente. Se um polo estiver
localizado muito longe da origem, o residuo nesse polo podera ser pequeno. Os transitorios corres-
pondentes a esse polo remoto sdo pequenos e de curta duragdo. Os termos na forma expandida de
C(s) que tenham residuos muito pequenos contribuem pouco para a resposta transitoria e podem
ser desprezados. Nesse caso, o sistema de ordem superior pode se aproximar de um de maior
ordem. (Essa aproximacao frequentemente nos possibilita avaliar as caracteristicas da resposta
de um sistema de ordem superior a partir de um sistema mais simplificado.)

A seguir, considere o caso em que os polos de C(s) sejam constituidos pelos polos reais e de
pares de polos complexos conjugados. Um par de polos complexos conjugados resulta em um
termo de segunda ordem em s. Como a forma fatorada da equacgao caracteristica de ordem ele-
vada consiste em termos de primeira e segunda ordens, a Equacdo 5.33 pode ser reescrita como:
b (s + §wp) + o/ 1 —

A
C(s) =<+ — +
(s) s ,; s+ p; ,; s* 428, w5 + of

(g +2r=n)

onde supomos que todos os polos de malha fechada sejam distintos. [Se entre os polos de malha
fechada existirem polos multiplos, C(s) devera ter termos multipolares.] A partir dessa ultima
equacgdo, vemos que a resposta de um sistema de ordem superior ¢ composta por uma série de
termos que contém fungdes simples encontradas em respostas dos sistemas de primeira e segunda
ordens. A transformada inversa de Laplace c(7), da resposta ao degrau unitario C(s), é, entdo,
igual a:

q r
c(t)y=a+ Zaje‘”/’ + Zbke‘g“”k’cosa)k J1 =t
k=1

Jj=1

.
+ che‘gk“’*’sen w, /1 —¢it, parat=0 (5.34)
k=1
Assim, a curva de resposta de um sistema estavel de ordem superior ¢ a soma de uma série de
curvas exponenciais e curvas senoidais amortecidas.
Se todos os polos de malha fechada estiverem no semiplano esquerdo do plano s, entdo os

termos exponenciais e os termos exponenciais amortecidos da Equacdo 5.34 tenderdo a zero a
medida que ¢ aumentar. A saida em regime permanente ¢, entdo, c(w) = a.
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Vamos supor que o sistema considerado seja estavel. Entdo, os polos de malha fechada que
estiverem situados distantes do eixo jw terdo grandes partes reais negativas. Os termos expo-
nenciais que correspondem a esses polos decrescem rapidamente, tendendo a zero. (Note que
a distancia horizontal a partir de um polo de malha fechada até o eixo jo determina o tempo de
acomodacdo dos componentes transitorios daquele polo. Quanto menor a distancia, maior é o
tempo de acomodacao.)

Devemos lembrar que o tipo de resposta transitoria ¢ determinado pelos polos de malha
fechada, enquanto a forma da resposta transitoria é determinada principalmente pelos zeros de
malha fechada. Como vimos anteriormente, os polos da entrada R(s) resultam em termos da
resposta de regime permanente na solucdo, enquanto os polos de C(s)/R(s) introduzem os termos
da resposta transitoria exponencial e/ou os termos da resposta transitoria senoidal amortecida.
Os zeros de C(s)/R(s) ndo afetam os expoentes dos termos exponenciais, mas afetam os valores
e os sinais dos residuos.

Polos dominantes em malha fechada. O dominio relativo dos polos de malha fechada ¢é
determinado pela relacdo das partes reais dos polos de malha fechada, bem como pelo valor dos
residuos calculados nos polos. As magnitudes dos residuos dependem tanto dos polos como
dos zeros de malha fechada.

Se as relagdes das partes reais forem maiores que 5 e ndo houver zeros nas proximidades,
entdo os polos de malha fechada mais préoximos do eixo jo serdo dominantes no comportamento
da resposta transitoria porque correspondem aos termos da resposta transitoria que decrescem
lentamente. Os polos que t€m efeitos dominantes no comportamento da resposta transitéria sao
chamados polos dominantes de malha fechada. Muito frequentemente, os polos dominantes
apresentam-se sob a forma de um par complexo conjugado. Os polos dominantes de malha
fechada sdo os de maior importancia entre todos os polos de malha fechada.

Note que o ganho de um sistema de ordem superior ¢ frequentemente ajustado para ter um
par de polos complexos conjugados dominantes de malha fechada. A presenca desses polos em
um sistema estavel reduz o efeito de certas ndo linearidades, como zona morta, folga e atrito
de Coulomb.

Andlise de estabilidade no plano complexo. A estabilidade de um sistema linear de malha
fechada pode ser determinada a partir da localizagcdo dos polos de malha fechada no plano s.
Se qualquer um desses polos estiver no semiplano direito do plano s, entdo, com o decorrer do
tempo, eles dardo origem ao modo dominante e a resposta transitoria aumentara monotonica-
mente ou oscilara com amplitude crescente. Isso representa um sistema instavel. Assim que for
ligada, a saida desse sistema podera aumentar com o tempo. Se nao for alcangado um ponto de
saturag@o do sistema ou se ndo houver um fim de curso mecanico, entdo o sistema podera estar
sujeito a danos e apresentar falhas, ja que a resposta de um sistema fisico real ndo pode aumentar
indefinidamente. Por isso, nos usuais sistemas lineares de controle, ndo sdo permitidos polos de
malha fechada no semiplano direito do plano s. Se todos os polos de malha fechada se situarem
a esquerda do eixo jw, qualquer resposta transitoria podera alcangar o equilibrio. Isso caracteriza
um sistema estavel.

A estabilidade ou a instabilidade de um sistema linear ¢ propriedade do préprio sistema e
nao depende da entrada ou da fun¢@o de excitacdo do sistema. Os polos da entrada ou da fungdo
de excitacdo ndo afetam a estabilidade do sistema, mas contribuem somente para os termos da
resposta de regime permanente na solucdo. Assim, o problema da estabilidade absoluta pode ser
resolvido prontamente pela escolha dos polos de malha fechada no semiplano direito do plano
s, incluindo o eixo jo. (Matematicamente, os polos de malha fechada no eixo jw resultardo em
oscilagdes cuja amplitude ndo vai decrescer nem aumentar com o tempo. Nos casos praticos,
em que existem ruidos, entretanto, a amplitude das oscilagdes pode aumentar a uma taxa deter-
minada pelo nivel de poténcia do ruido. Portanto, um sistema de controle ndo deve ter polos de
malha fechada no eixo jw.)
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FIGURA 5.17
Regiao no
plano complexo
que satisfaz as
condicoes ( >
04et <4/o.

Observe que o simples fato de que todos os polos de malha fechada estejam situados no
semiplano esquerdo do plano s ndo garante que as caracteristicas da reposta transitéria sejam
satisfatorias. Se os polos complexos conjugados dominantes de malha fechada estiverem situados
proximos ao eixo jw, a resposta transitoria podera apresentar oscilagdes excessivas ou podera
ser muito lenta. Dessa maneira, para garantir que as caracteristicas da resposta transitoria sejam
rapidas, mas também suficientemente amortecidas, é necessario que os polos de malha fechada do
sistema se situem em uma regido conveniente do plano complexo, tal como a regido delimitada
pela area sombreada na Figura 5.17.

Como a estabilidade relativa e o desempenho da resposta transitoria de um sistema de con-
trole de malha fechada estdo diretamente relacionados a configuragdo de polos e zeros de malha
fechada no plano s, frequentemente ¢ necessario ajustar um ou mais parametros do sistema, a
fim de obter configuragdes satisfatorias. Os efeitos da variacdo dos parametros do sistema nos
polos de malha fechada serdo discutidos com detalhes no Capitulo 6.
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5.5 | Analise da resposta transitéria com o MATLAB

Introducao. O processo pratico para a representagdo grafica das curvas de resposta em fungio
do tempo dos sistemas de ordem maior que 2 ¢ feito por meio de simulagdo por computador.
Nesta se¢do, apresentaremos a abordagem computacional para a analise da resposta transitoria
com o MATLAB. Em particular, discutiremos resposta ao degrau, resposta ao impulso, resposta
a rampa e resposta a outras entradas simples.

Representacao de sistemas lineares com o MATLAB. A fungdo de transferéncia de um
sistema ¢ representada por dois vetores de nimeros. Considere o sistema

C(s) 25 +25
= 5.35
R(s)  s*>+4s+25 (5.35)

Esse sistema pode ser representado por dois vetores-linha, cada um com os coeficientes dos
polindmios com poténcias de s decrescentes, como segue:

num = [2 25]

den = [1 4 25]
Uma alternativa de representacao ¢:

num = [0 2 25]

den = [1 4 25]
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Nessa expressao, foi acrescentado um zero. Note que, se forem convenientemente completadas

com zeros, as dimensdes dos vetores ‘num’ e ‘den’ tornam-se as mesmas. Uma vantagem de

acrescentar zeros ¢ que os vetores ‘num’ e ‘den’ podem ser somados diretamente. Por exemplo,
num + dem = [0 2 25] + [1 4 25]

[1 6 50]

Se num e den (o numerador e o denominador da fungdo de transferéncia de malha fechada) forem

conhecidos, comandos como

step(num,den), step(num,den,t)
gerardo as curvas das respostas ao degrau unitario. (O pardmetro ¢ no comando step € o tempo
especificado pelo usuério.)

Para um sistema de controle definido em uma forma de espaco de estados, onde a matriz
de estado A, a matriz de controle B, a matriz de saida C e a matriz de transmissdo direta D das
equagoes de espaco de estados sdo conhecidas, o comando

step(A,B,C,D), step(A,B,C,D,t)
gerard as curvas de respostas ao degrau unitario. O vetor tempo € determinado de maneira auto-
matica quando ¢ ndo for explicitamente incluido nos comandos step.
Note que o comando step(sys) pode ser utilizado para obter a resposta ao degrau unitario de um
sistema. Primeiro, defina o sistema como:
tf(num,den)

Sys
ou

ss(A,B,C,D)
Entao, para obter, por exemplo, a resposta ao degrau unitario, forneca o comando

sys

step(sys)
ao computador.
Quando os comandos do degrau tém argumentos do lado esquerdo, como

[y,x,t] = step(num, den,t)

[y,x,t] = step(A,B,C,D,iu)

[y,x,t] = step(A,B,C,D,iu) (5.36)
nenhum grafico ¢ apresentado na tela. Entdo, ¢ necessario utilizar um comando plot para ver as
curvas de resposta. As matrizes y ¢ x contém os valores de saida e de estado do sistema, respecti-
vamente, calculados nos pontos computacionais do tempo t. (y tem tantas colunas quantas forem
as saidas e uma linha para cada elemento em t; x tem tantas colunas quantos forem os estados e
uma linha para cada elemento em t.)

Note que, na Equag@o 5.36, o escalar iu ¢ um indice nas entradas do sistema e especifica
qual entrada ¢é utilizada para a resposta, e t € o tempo especificado pelo usudrio. Se o sistema tiver
multiplas entradas e multiplas saidas, o comando step, tal como ¢ dado pela Equagao 5.36, forne-
cera uma série de graficos de resposta ao degrau, um para cada combinagao de entrada e saida de

X =Ax + Bu
y=Cx+Du

(Para mais detalhes, veja o Exemplo 5.3.)

Considere o seguinte sistema:

B _ 1 =1fa] 1]
-).62_6,50)(?2 101/[2
)/1_113614_00u1
¥l 1 0llx,] [0 0]|u,

Obtenha as curvas de resposta ao degrau unitario.
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Embora nao seja necessario conhecer a expressao da matriz de transferéncia do sistema para
obter as curvas de resposta ao degrau unitario com o MATLAB, deduziremos essa expressao
para referéncia.

Sendo o sistema definido como:

X =Ax+ Bu
y=Cx+ Du
a matriz de transferéncia G(s) ¢ a matriz que relaciona Y(s) e U(s) como segue:
Y(s) = G(s)U(s)
Transformando por Laplace as equagdes de espaco de estados, obtemos:
sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s) (5.37)
Y(s) = CX(s) + DU(s) (5.38)
Na dedugao da matriz de transferéncia, supomos que x(0) = 0. Entdo, a partir da Equagéo 5.37,
obtemos:
X(s) = (sI - A) 'BU(s) (5.39)
Substituindo a Equagdo 5.39 na Equagao 5.38, temos:
Y(s)=[C(sI - A) 'B+D] U(s)
Assim, a matriz de transferéncia G(s) ¢ dada por:
G(s)=C(sI-A)'B+D
A matriz de transferéncia G(s) para o sistema dado resulta em:
G(s)=C(GI—-A)'B

Cro]fs+1 1t

o 1|}-6,5 s |10

B 1 s =11

T S +5+6,5(65 s+1|1 0

_ 1 s—1 s

P 4s5465]|s+7,5 6,5

Portanto:
s—1 K

Y| _|s*+s+65 s°+s5+6,5|Us)
L(s) | _stTS 6,5 Uy (s)

s +546,5 s+s5+6,5

Como esse sistema contém duas entradas e duas saidas, podemos definir quatro fungdes de
transferéncia, dependendo de quais sinais forem considerados entrada e saida. Note que, quando
consideramos o sinal #, como entrada, supomos que o sinal u, seja zero e vice-versa. As quatro
funcdes de transferéncia sdo:

Y (s) _ s—1 Y (s) _ s
U@s) s*+s5465 U(s) s'+s5+6,5
Y(s) __ s+7)5 h(s) _ 6,5

Uls) sS+s+65 Uys) B s +5+6,5

Considere que u, e u, sdo fungdes de degrau unitario. As quatro curvas individuais de resposta
ao degrau podem ser representadas com a utilizacdo do comando
step(A,B,C,D)
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O Programa 5.1 em MATLAB produz essas quatro curvas de resposta ao degrau. As curvas sao
mostradas na Figura 5.18. (Note que o vetor de tempo t € automaticamente determinado, uma
vez que o comando ndo inclui t.)

Programa 5.1 em MATLAB
A=1[-1-1;6.50];

B =1[11;10];
C=1[10;01];

D =1[00;0 0];
step(A,B,C,D)

Para tragar duas curvas de resposta ao degrau para a entrada u, em um diagrama e duas cur-
vas de resposta ao degrau para a entrada u, em outro diagrama, podemos utilizar os comandos
step(A,B,C,D,1)

step(A,B,C,D,2)
respectivamente. O Programa 5.2 em Matlab ¢ um programa para tragar duas curvas de resposta
ao degrau para a entrada u#, em um diagrama e duas curvas de resposta ao degrau para a entrada
u, em outro diagrama. A Figura 5.19 mostra os dois diagramas, cada um constituido por duas
curvas de resposta ao degrau. (Esse programa Matlab usa comandos de texto. Para tais comandos,
consulte o paragrafo seguinte a este exemplo.)

FIGURA 5.18
Curvas de Resposta ao degrau
resposta ao
degrau unitario. De: Ul De: U2
0,6 , . 0,6 , .
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0 0,4 : i
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e
g
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<
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FIGURA 5.19
Curvas de resposta ao degrau unitdrio. (a) u; € a entrada (u, = 0); (b) u, € a entrada (u; = 0).
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Programa 5.2 em MATLAB

% ***** Neste programa, desenharemos curvas de resposta em degrau para
um sistema com duas entradas (ul e u2) e duas saidas (yl e y2) ****x*

o

e

***%* Primeiro, desenharemos as curvas de resposta em degrau quando a
entrada for ul. Em seguida, desenharemos as curvas de resposta em
degrau quando a entrada for u2 *****

e

o

e

**%%% Entram as matrizes A, B, C e D **¥*x*

[-1 -1;6.5 0];
[11;10];
[1 050 1];
[0 0;0 0];

*¥**** Para desenhar as curvas de resposta em degrau quando a entrada
for ul, dé o comando 'step(ABCD1)' *x#*=**

step(A,B,C,D,1)

grid

title ('Graficos de Resposta ao Degrau Unitario: Entrada = ul (u2 = 0)"')
text(3.4, -0.06,'Y1")

text (3.4, 1.4,'Y2")

OO W >
non

o

e

% ***** Em seguida, desenharemos as curvas de
% resposta em degrau quando a entrada for u2. Dé
% o comando 'step(ABCD2) ¥+

step(A,B,C,D,2)

grid

title ('Graficos de Resposta ao Degrau: Entrada = u2 (ul = 0)')
text(3,0.14,'Y1")

text(2.8,1.1,'Y2")
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Escrevendo texto nos graficos da tela. Para escrever texto nos graficos da tela, digite, por
exemplo, os seguintes comandos:
text(3.4, -0.06,'Y1")

text(3.4,1.4,'Y2")
O primeiro comando informa ao computador para escrever ‘Y1’ comeg¢ando nas coordenadas
x=13,4ey=-0,06. Da mesma maneira, o segundo comando diz ao computador para escrever
‘Y2’ comecando nas coordenadas x = 3,4 e y = 1,4. [Veja o Programa 5.2 em MATLAB ¢ a
Figura 5.19(a).]
Outro modo de escrever um texto no grafico ¢ utilizando o comando gtext. A sintaxe ¢é:
gtext('text')

Quando o comando gtext é executado, o computador espera até o cursor ser posicionado
(utilizando-se 0 mouse) na posicdo desejada na tela. Quando o botdo esquerdo do mouse for
pressionado, o texto entre aspas sera escrito no grafico, na posi¢ao onde esta o cursor. Pode-se
utilizar o comando gtext em um gréafico quantas vezes forem necessarias. (Veja, por exemplo,
o Programa 5.15 em MATLAB.)

Descricao do sistema-padrao de segunda ordem com 0 MATLAB. Como foi mencionado

anteriormente, o sistema de segunda ordem

w,

G(s) =
(s) 57+ 2Lw,s +

(5.40)

¢ chamado sistema-padrio de segunda ordem. Dados w, ¢ {, o0 comando
printsys(num,den) ou printsys(num,den,s)
imprime num/den como uma relagdo de polindmios em s.
Considere, por exemplo, o caso em que w, =5 rad/s e {=0,4. O Programa 5.3 em MATLAB

gera o sistema-padrao de segunda ordem, onde w, = 5 rad/s e { = 0,4. Note que, no programa
MATLAB 5.3, num 0’ é 1.

Programa 5.3 em MATLAB

wn = 5;
damping_ratio = 0.4;
[num0,den] = ord2(wn,damping ratio);
num = 5"2*num0;
printsys(num,den,'s")
num/den =
25
S™2 + 4s + 25

Obtencao da resposta ao degrau unitario a partir da funcao de transferéncia do sis-
tema. Consideraremos a resposta ao degrau unitario do sistema definido por:

25
G(s) = —=2>——
(s) st +4s +25

O Programa 5.4 em MATLAB fornecera o grafico da curva de resposta ao degrau unitario desse
sistema. O grafico da curva de resposta ao degrau unitario ¢ mostrado na Figura 5.20.
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FIGURA 5.20
Curva de
resposta ao
degrau unitdrio.
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Programa 5.4 em MATLAB

% mmmmmmmmm - Resposta ao degrau unitdrio -------------
% ***** Digite o numerador e o denominador da funcdo de transferéncia *****

num = [25];
den = [1 4 25];

% ***** Digite o seguinte comando de resposta ao degrau *****

step(num,den)

% ***** Digite os comandos para inserir a grade e o titulo do grdafico *****

grid
title (' Resposta ao Degrau Unitario de G(s) = 25/(s"2+4s+25)")

Note que, na Figura 5.20 (e em muitas outras), as legendas dos eixos x e y sdo determina-
das automaticamente. Se for desejado rotular os eixos x € y de modo diferente, sera necessario
modificar o comando step. Por exemplo, se quisermos rotular o eixo x como 't (s)' eoeixoy
como ‘Saida’, entdo deveremos utilizar os comandos de resposta ao degrau com argumentos do
lado esquerdo da igualdade como:

c = step(num,den,t)
ou, mais genericamente,
[y,x,t] = step(num,den,t)
e usar o comando plot(t,y). Veja, por exemplo, o Programa 5.5 em MATLAB e a Figura 5.21.

Programa 5.5 em MATLAB

% mmmmmmmmmm e Resposta ao degrau unitario -------------
num = [25];

den = [1 4 25];

t =0:0.01:3;

[y,x,t] = step(num,den,t);

plot(t,y)

grid

title('Resposta ao Degrau Unitario de G(s)=25/s"2+4s+25)")
xTabel('t Sec')
ylabel('Output')




FIGURA 5.21
Curva de
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degrau unitario.

Exemplo 5.4
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Resposta ao degrau unitario de G(s) = 25/(s>+4s+25)
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Obtencao do grafico tridimensional das curvas de resposta ao degrau unitario com
MATLAB. O MATLAB permite tragar facilmente graficos tridimensionais. Os comandos para
a obtencao de um grafico tridimensional sdo ‘mesh’ e ‘surf’. A diferenca entre os graficos ‘mesh’
e ‘surf’ é que, no primeiro, sdo desenhadas apenas as linhas e, no segundo, os espagos entre as
linhas sdo preenchidos por cores. Neste livro, usamos apenas o comando ‘mesh’.

Considere o sistema de malha fechada definido por:

Cls) _ 1
R(s) ~ s> +2¢s+1

(A frequéncia natural ndo amortecida w, foi normalizada para 1.) Trace as curvas de resposta ao
degrau unitario ¢(f) quando { assumir os seguintes valores:

£=10;0,2;04;0,6;0,8; 1,0
Trace também um grafico tridimensional.

Um programa em MATLAB ilustrativo para gerar um diagrama bidimensional e um grafico
tridimensional das curvas de resposta ao degrau unitario desse sistema de segunda ordem ¢ o
Programa 5.6 em MATLAB. Os graficos resultantes sdo mostrados nas figuras 5.22(a) e (b),
respectivamente. Observe que usamos o comando mesh(t,zeta,y') para o grafico tridimensio-
nal. Podemos usar um comando mesh(y') para obter o mesmo resultado. [Note que o comando
mesh(t,zeta,y) oumesh(y) produzird um grafico tridimensional igual ao da Figura 5.22(b), mas
com os eixos x ¢ y permutados. Veja o Problema A.5.15.]

Quando queremos resolver um problema usando o MATLAB e se o processo de solugdo
implica muitos calculos repetitivos, varias abordagens podem ser concebidas para simplificar o
programa. Uma abordagem frequentemente utilizada para simplificar os céalculos ¢ 'for loops'. O
Programa 5.6 em MATLAB usa um 'for loop'. Neste livro, muitos programas em MATLAB dife-
rentes que utilizam 'for loops' sdo apresentados para a solugao de varios problemas. Aconselha-se
ao leitor estudar atentamente esses problemas e familiarizar-se com a abordagem.
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FIGURA 5.22
(a) Grafico
bidimensional
das curvas de
resposta ao
degrau unitdrio
para{=0;0,2;
0,4,0,6;0,8e
1,0.

(b) grafico
tridimensional
das curvas de
resposta ao

degrau unitario.

Griéfico das curvas de resposta ao degrau unitario com w,=1¢ {=0;0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1

Resposta

Resposta

0.8 b
0,6 f
04 F

02 r

Tempo (s)

(2)

Grafico tridimensional das curvas de resposta ao degrau unitario

(b)
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Programa 5.6 em MATLAB

% —------ Graficos bidimensional e tridimensional das curvas de resposta
ao degrau unitdrio para um sistema padrdo de segunda ordem com wn = 1
e zeta = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 e 1. -=-==---

o

e

t =0:0.2:10;

zeta = [0 0.2 0.4 0.6 0.8 1];
for n = 1:6;
num = [1];

den = [1 2*zeta(n) 1];
[y(1:51,n),x,t] = step(num,den,t);
end

% Para gerar o diagrama bidimensional utilize o comando plot(t,y).

plot(t,y)

grid

title('Grafico das Curvas de Resposta ao Degrau com \omega n = 1 and \
zeta = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1")
xlabel ('t (sec)')
ylabel('Resposta')
text(4.1,1.86,'\zeta = 0')
text(3.5,1.5,'0.2")

text(3 .5,1.24,'0.4")
text(3.5,1.08,'0.6")
text(3.5,0.95,'0.8")
text(3.5,0.86,'1.0")

% Para gerar o grafico tridimensional, utilize o comando mesh(t,zeta,y').

mesh(t,zeta,y")

title('Grafico Tridimensional das Curvas de Resposta ao Degrau Unitario')
xTabel ('t Sec')

ylabel('\zeta')

zlabel('Resposta')

Obtencao do tempo de subida, tempo de pico, mdximo sobressinal e tempo de aco-
modacao com o MATLAB. O MATLAB pode ser convenientemente utilizado para obter o
tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal e o tempo de acomodagdo. Considere
o sistema definido por:

C(s) _ 25
R(s) s>+ 65425

O Programa 5.7 em MATLAB calcula o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal
e o tempo de acomodac¢ao. Uma curva de resposta para esse sistema ¢ mostrada na Figura 5.23
para verifica¢ao dos resultados obtidos pelo Programa 5.7 em MATLAB. (Note que esse programa
também pode ser aplicado a sistemas de ordem superior. Veja o Problema A.5.10.)
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FIGURA 5.23
Curva de Resposta ao degrau
resposta ao 1.4 : : : : j
degrau unitdrio.
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Programa 5.7 em MATLAB
% mm———— Este & um programa em MATLAB para determinar o

o

tempo de subida, o tempo de pico, o maximo sobressinal e
0 tempo de acomodacdo de um sistema de segunda ordem e de
um sistema de ordem superior -------

e

o

e

------- Neste exemplo, admitimos que zeta = 0.6 e wn = 5 -------

num = [25];
den = [1 6 25];
t = 0:0.005:5;

[y,x,t] = step(num,den,t);
r =1; while y(r) < 1.0001; r = r + 1; end;
rise_time = (r - 1)*0.005

rise time = 0.5550
[ymax,tp] = max(y);
peak time = (tp - 1)*0.005
peak_time = 0.7850

max_overshoot = ymax-1
max_overshoot = 0.0948

s = 1001; while y(s) > 0.98 & y(s) < 1.02; s = s - 1; end;

settling time = (s - 1)*0.005
settling time = 1.1850

Resposta ao impulso. A resposta ao impulso unitario de um sistema de controle pode ser obtida
pelo uso de um dos seguintes comandos do MATLAB:
impulse(num,den)

impulse(A,B,C,D)

[y,x,t] = impulse(num,den)

[y,x,t] = impulse(num,den,t) (5.41)
[y,x,t] = impulse(A,B,C,D)

[y,x,t] = impulse(A,B,C,D,iu) (5.42)

[y,x,t] = impulse(A,B,C,D,iu,t) (5.43)
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FIGURA 5.24
Curva de
resposta ao

impulso unitario.
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O comando impulse (num,den) traga a curva de resposta ao impulso unitario na tela. O comando
impulse(A,B,C,D) produz uma série de graficos de curvas de resposta ao impulso unitario, uma
para cada combinac¢do de entrada e saida do sistema

X =Ax+ Bu
y=Cx+Du

Observe que, nas equagdes 5.42 e 5.43, o escalar iu é um indice nas entradas do sistema e espe-
cifica qual a entrada a ser utilizada para a resposta ao impulso.

Note também que, se o comando usado ndo inclui explicitamente ‘t’, o vetor tempo é deter-
minado automaticamente. Se o comando incluir o vetor ‘t” fornecido pelo usuario, como o0s
comandos dados nas equagoes 5.41 e 5.43, esse vetor especifica os instantes de tempo nos quais
se deseja que a resposta ao impulso seja calculada.

Se um comando do MATLAB for escrito com o argumento [y,x,t], do lado esquerdo da
igualdade, como no caso em que [y,x,t] = impulse(A,B,C,D), esse comando retornara as
saidas, as respostas de estado do sistema e o vetor de tempo t. Nenhum grafico ¢ desenhado na
tela. As matrizes y e X contém os valores das saidas e das respostas de estado do sistema calcu-
ladas para os elementos nos pontos de tempo t. (y tem tantas colunas quantas forem as saidas e
uma linha para cada elemento em t; x tem tantas colunas quantas forem as variaveis de estado e uma
linha para cada elemento em t.) Para tracar a curva de resposta, temos de incluir um comando
plot, por exemplo, plot(t,y).

Obtenha a resposta ao impulso unitario do seguinte sistema:

C(s) _ _ 1
R - Y= T om 11

O Programa 5.8 em MATLAB produzira a resposta ao impulso unitario. A Figura 5.24 mostra
o grafico resultante.

Programa 5.8 em MATLAB

num = [1];

den = [1 0.2 1];
impulse(num,den);
grid

title('Resposta ao impulso unitdrio de G(s) = 1/(s™2 + 0.2s + 1)"')

Resposta ao impulso unitério de G(s) = 1/(s2+0,2s+1)

Amplitude

o
o o
>
>

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (s)
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FIGURA 5.25

Curva de
resposta ao
impulso unitrio
obtida como

a resposta ao
degrau unitdrio
de sG(s) = s/(s* +
0,2s +1).

Método alternativo para obter resposta ao impulso. Note que, quando as condigdes iniciais
sdo nulas, a resposta ao impulso unitario de G(s) é a mesma que a resposta ao degrau unitario
de sG(s).
Considere a resposta ao impulso unitario do sistema apresentado no Exemplo 5.5. Como
R(s) = 1 para a entrada em impulso unitario, temos:
C(s) _
R(s)

1

Cis)=G(s)= ————

(s) = G(s) 4025+ 1
_ s 1
S+0,25+1 s

Assim, podemos converter a resposta ao impulso unitario de G(s) na resposta ao degrau unitario
de sG(s).
Se digitarmos os seguintes valores de num ¢ den no MATLAB,
num = [0 1 0]
den = [1 0.2 1]
e utilizarmos o comando de resposta ao degrau; como indicado no Programa 5.9 em MATLAB,
obteremos uma curva de resposta ao impulso unitario do sistema, como mostra a Figura 5.25.

Programa 5.9 em MATLAB

num = [1 0];

den = [1 0.2 1];

step(num,den);

grid

title('Resposta ao Degrau Unitdrio de sG(s) = s/(s™2 + 0.2s + 1)"')

Resposta a rampa. Nio existe um comando especifico para rampa no MATLAB. Assim, ¢
necessario utilizar o comando degrau ou o comando Isim (que sera visto adiante) para obter a
resposta a rampa. Especificamente, para obter a resposta a rampa do sistema de fungao de trans-
feréncia G(s), divide-se G(s) por s e utiliza-se o comando para a resposta ao degrau. Por exemplo,
considere o sistema de malha fechada

C(s) _ 2541
R(s)  s*+s5+1

Resposta ao degrau unitario de sG(s) = s/(s2+0,2s+1)

Amplitude
=) “S
-
>

Tempo (s)
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Para uma entrada em rampa unitaria, R(s) = 1/s*. Entdo,

__2s+1 1 _ 2541 1
C@%_f+s+1s2_(f+s+nss
Para obter a resposta desse sistema a rampa unitaria, digite os seguintes valores de numerador e
denominador no programa em MATLAB:

num = [2 1];
den = [1 11 0];

e utilize o comando de resposta ao degrau. Veja o Programa 5.10 em MATLAB. O grafico que
resulta do processamento do programa ¢ mostrado na Figura 5.26.

Programa 5.10 em MATLAB

o

e

o

0
%

N O+ o

e

o

o
%

num = [2 1];
den = [1 11 0];

p]Ot(tsC:IOIQtstsl'l)

grid

title('Curva de Resposta a Rampa Unitdria para o Sistema G(s) = (2s + 1)/(s"2 + s + 1)')
xlabel ('t s')

ylabel('Entrada e Saida')

--------------- Resposta a rampa unitaria ---------------

***x% N resposta a rampa unitdria & obtida como a resposta ao degrau unitario de
G(S)/S *kkkk

**%%* Digite o numerador e o denominador de G(s)/s *****

**%%% Especifique os instantes de tempo para o cdlculo (tais como t = 0:0.1:10)
e entdo digite o comando de resposta ao degrau: c = step(num,den,t) *****
0:0.1:10;

step(num,den,t);

**x%* No grafico da curva de resposta a rampa, adicione a referéncia.
A entrada de referéncia é t. Acrescente ao argumento do comando

plot o seguinte: t,t,'-'. Assim o comando plot fica como a seguir:
plot(t,c,'o',t,t,'-") ***x*

**x%% Acrescente grade, titulo, xlabel e ylabel *****

FIGURA 5.26
Curva de
resposta em
rampa unitaria.

Curva de resposta 4 rampa unitaria para o sistema G(s) = (2s + 1)/(s> + s +1)
12 T T T T T T T T T

10 |

Entrada e Saida
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Resposta a rampa unitdria de um sistema definido no espaco de estados. A seguir,
trataremos da resposta a rampa unitaria do sistema no modelo de espaco de estados. Considere
o sistema definido por:

x =Ax + Bu
y=Cx+ Du

onde u ¢ a fungdo rampa unitria. A seguir, apresentaremos um exemplo simples para explicar o
método. Considere o caso em que

0 1 0
[ I R

c=[ 0] D =0]

A=

Quando as condig¢des iniciais forem nulas, a resposta a rampa unitaria sera a integral da resposta
ao degrau unitario. Entdo, a resposta a rampa unitaria pode ser dada por:

z= fo 'y dr (5.44)
A partir da Equacdo 5.44, obtemos:
Z=y=x (5.45)
Vamos definir
Z=Xx;
Entdo, a Equacdo 5.45 torna-se:
Xy =X, (5.46)
Combinando a Equagdo 5.46 com a equagdo original do espago de estados, obtemos:
X 0 10][x] [0
X|=1—1 =1 0]|x|+|[1|u (5.47)
X 1 0 0]|x] [0
X
z=[0 0 1]|x, (5.48)
X3

onde u aparece na Equagdo 5.47 como a fun¢do de degrau unitario. Essas equagdes podem ser
escritas como:

x =AAx + BBu
z=CCx + DDu

onde

AA=|-1 -1 0=

BB = ? =[ ] cCc=[0 01, DD =0
0

Note que x; € o terceiro elemento de x. Um grafico da curva de resposta a rampa unitéria z(¢)
pode ser obtido executando o Programa 5.11 em MATLAB. Um gréfico da curva de resposta a
rampa unitaria obtida como resultado desse programa em MATLAB ¢ mostrado na Figura 5.27.
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FIGURA 5.27
Curva de Resposta a rampa unitaria
resposta a rampa
unitaria. | . . : _

? : : : A

Entrada e Saida
w
(e}
Ooo

Programa 5.11 em MATLAB

% mmmmmmmmmmmm - Resposta a rampa unitdaria ---------------

**x%k* A resposta & rampa unitdria é obtida pela adicao de uma
nova varidvel de estado x3. A dimensdo da equacdo de estado
& acrescida de 1 *****

N o

e

o

***x* Digite as matrizes A, B, C e D das equacdes originais
de estado e de saida *****

= [0 1;-1 -1];

= [0; 1];

= [10];

= [0];

**%%% Digite as matrizes AA, BB, CC e DD das novas,
equacdes de estado e de saida aumentados *****

O O W > N

e

o

AA = [A zeros(2,1);C 0];
BB = [B;0];

cC =100 1];

DD = [0];

[

% **x** Digite o comando de resposta ao degrau: [z,x,t] = step(AA,BB,CC,DD) ***=**
[z,x,t] = step(AA,BB,CC,DD);

% ***** No grafico x3, adicione a entrada em rampa unitaria t
% digitando o seguinte comando: plot(t,x3,'o',t,t,'-") *****

x3 = [0 0 1]*x'; plot(t,x3,'0",t,t,"'-")
grid

title('Resposta a Rampa Unitaria')
xTabel ('t (s)"')

ylabel('Entrada e Saida')

Obtencao da resposta a uma entrada arbitraria. Para obter a resposta a uma entrada arbi-
traria, pode-se utilizar o comando Isim. Os comandos como:
1sim(num,den,r,t)
1sim(A,B,C,D,u,t)
y = 1sim(num,den,r,t)
y = 1sim(A,B,C,D,u,t)
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gerardo a resposta a uma entrada em fungdo do tempo, r ou u. Veja os dois exemplos a seguir.
(Veja também os problemas A.5.14 a A.5.16.)
Exemplo 5.6 Utilizando o comando Isim, obtenha a resposta a rampa unitaria do seguinte sistema:

Cls) _ 25+1
R(s) s*4s+1

Podemos obter a resposta a rampa unitaria por meio do Programa 5.12 em MATLAB. A Figura
5.28 mostra o grafico resultante.

Programa 5.12 em MATLAB

% -—----- Resposta a rampa -------
num = [2 1];

den = [1 1 1];

t = 0:0.1:10;

r=t;

y = 1sim(num,den,r,t);

plot(t,r,'-',t,y,'0")

grid

title('Resposta a Rampa Unitaria Obtida com o Uso do Comando "1sim"')
xTabel ('t (s)')

ylabel('Entrada e Saida do sistema')

text(6.3,4.6, 'Entrada em Rampa Unitaria')

text(4.75,9.0,'Saida")

FIGURA 5.28
Resposta a rampa b Resposta a rampa unitaria obtida com o uso do comando ‘Isim’
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Exemplo 5.7 Considere o sistema
X, -1 0,5(|x] |0
= + | |u
o =1 0|t
X
=1 0
y=0ol
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Utilizando o MATLAB, obtenha as curvas de resposta y(f) quando a entrada u ¢ dada por:

1. u = entrada em degrau unitario

2. u=e¢’

Suponha que o estado inicial seja x(0) = 0.

Uma opg¢ao do programa em MATLAB para produzir as curvas de resposta desse sistema
para a entrada em degrau unitario [u = 1 (¢)] e a entrada exponencial [u = ¢ ] é mostrada no
Programa 5.13 em MATLAB. As curvas de resposta resultantes sdo apresentadas nas figuras
5.29(a) e (b), respectivamente.

Programa 5.13 em MATLAB

0:0.1:12;

[-1 0.5;-1 0];
[0;1];

= [10];

= [0];

Para a entrada em degrau unitario u = 1(t),
utilize o comando 'y = step(A,B,C,D,1,t)"'.

O O W >
[}

e

e

y = step(A,B,C,D,1,t);

plot(t,y)

grid

title('Resposta ao Degrau Unitdario')
xTabel ('t (s)')

ylabel('Sa7da")

o

Para a resposta & ebtrada exponencial
u = exp(-t), utilize o comando
'z = 1sim(A,B,C,D,u,t)"' .

e

o

u=exp(-t);

z = 1sim(A,B,C,D,u,t);

plot(t,u,'-',t,z,'0")

grid

title('Resposta a Entrada Exponencial u = exp(-t)')
xlabel('t (s)')

ylabel('Entrada Exponencial e Saida do sistema')
text(2.3,0.49, 'Entrada Exponencial')
text(6.4,0.28,'Saida")

Resposta a condicao inicial. A seguir, serdo apresentados alguns métodos para a obtengio
de resposta a uma condicao inicial. Os comandos que podem ser utilizados sdo 'step’ ou 'initial".
Veremos primeiro um método para obter a resposta a uma condigao inicial utilizando um exemplo
simples. Depois, discutiremos a resposta a uma condig¢ao inicial quando o sistema esta represen-
tado na forma de espago de estados. Por fim, apresentaremos um comando inicial para obter a
resposta de dado sistema definido em um espago de estados.
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FIGURA 5.29
(a) Resposta ao Resposta ao degrau unitario
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Exemplo 5.8 Considere o sistema mecanico mostrado na Figura 5.30, onde m = 1 kg, 5=3 N-s/m e k=2 N/m.
Suponha que em # = 0 a massa m seja puxada para baixo, de modo que x(0) = 0,1 m e x(0) = 0,05
m/s. O deslocamento x(7) ¢ medido a partir da posicao de equilibrio antes que a massa seja puxa-
da para baixo. Obtenha o movimento da massa sujeita a condicao inicial. (Considere a inexistén-
cia de uma forga externa.)

A equacdo do sistema ¢:
mX+bx+kx=0
com as condig¢des iniciais x(0) = 0,1 m e x(0) = 0,05 m/s (x ¢ medido a partir da posi¢do de equi-
librio.) A transformada de Laplace da equagdo do sistema resulta em:

m[s*X(s) — sx(0) — x(0)] + b[sX(s) — x(0)] + kX(s) = 0
ou
(ms® + bs + k) X(s) = mx(0)s + mx(0) + bx(0)

Resolvendo essa ultima equagdo para X(s) e substituindo os valores numéricos dados, obtemos:



FIGURA 5.30
Sistema
mecanico.
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mx(0)s + mx(0) + bx(0)
ms* + bs + k

_ 0,1s + 0,35s
s +3s+2

X(s) =

Essa equagdo pode ser escrita como segue:
0,1s* + 0,355 1
X(S) = 2 o
s°+3s+2 s
Entdo, o movimento da massa m pode ser obtido como a resposta ao degrau unitario do seguinte
sistema:
0,1s* 4+ 0,35s
G) =3 o
s*+3s+2

O Programa 5.14 em MATLAB fornecera o grafico do movimento da massa. O grafico ¢ mos-
trado na Figura 5.31.

Programa 5.14 em MATLAB

% mmmmmmmmmm e Resposta a condicao inicial ---------------

***%% A resposta do sistema a condicdo inicial & convertida
a uma resposta ao degrau unitdrio modificando-se o polindmio
do numerador *****

N o°

o

o°

***%% Digite o numerador e o denominador da funcdo de
transferéncia G(s) *****

num = [0.1 0.35 0];
den = [1 3 2];

o

[

% ***** Digite o comando de resposta ao degrau a seguir *****
step(num,den)
% ***** Insira a grade e o titulo do grafico *****

grid
title('Resposta do sistema Massa-Mola-Amortecedor a Condicdao Inicial')
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FIGURA 5.31
Resposta
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considerado no
Exemplo 5.8.
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Resposta a condicao inicial (enfoque no espaco de estados, caso 1). Considere o sistema
definido por:
x =Ax, x(0)=x, (5.49)
Vamos obter a resposta x(f) quando a condigdo inicial x(0) for especificada. Suponha que nao
exista entrada de forcas externas que atuem sobre esse sistema. Suponha também que x seja um
vetor de ordem .
Primeiro, obtenha as transformadas de Laplace de ambos os lados da Equagao 5.49.

sX(s) — x(0) = AX(s)

A equagao pode ser escrita como:

sX(s) = AX(s) + x(0) (5.50)
Considerando a transformada inversa de Laplace da Equagéo 5.50, temos:
%X = Ax + x(0) + 3(2) (5.51)

(Note que, ao obter inicialmente a transformada de Laplace de uma equagao diferencial e, depois,
considerar a transformada inversa de Laplace dessa equacdo transformada, geramos uma equagao
diferencial que envolve a condicdo inicial.)

Agora, defina

Z =X (5.52)
Entéo, a Equagdo 5.51 pode ser escrita como:
Z = Az +x(0) + 3(?) (5.53)
Integrando a Equacdo 5.53 em relagao a ¢, obtemos:
z=Az +x(0)1(r) = Az + Bu (5.54)

onde
B=x(0), u=1()
Referindo-se a Equagdo 5.52, o estado x(7) ¢ dado por z(). Assim,
x=z2=Az+ Bu (5.55)
A solucdo das equagdes 5.54 ¢ 5.55 fornece a resposta a condi¢ao inicial.

Em resumo, a resposta da Equagdo 5.49 a condicao inicial x(0) ¢ obtida resolvendo-se as
seguintes equagdes no espago de estados:
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z=Az+ Bu

x=Az+ Bu
onde
B=x(0), u=1()
Os comandos do MATLAB para obter as curvas de resposta, onde nio especificamos o vetor de
tempo ¢ (isto é, deixamos o vetor de tempo ser determinado automaticamente pelo MATLAB)
sdo dados a seguir:
% Especificar matrizes A e B
[x,z,t] = step(A,B,A,B);
x1=[100...0]*x";
x2=1[010...0]*";

xn=[000 ... 1]*x";
plot(t,x1,t,x2, ... ,t,xn)
Se escolhermos o vetor de tempo ¢ (por exemplo, considere que o intervalo de tempo no cal-

culosejadet = 0at = tp, com o incremento de calculo de At), entdo usaremos os seguintes
comandos MATLAB:
t = 0: At: tp;
% Especificar matrizes A e B
[x,z,t] = step(A,B,A,B,1,t);
x1 =100 ... 0]*x';
x2=[010...0]*x";

xn = [000 ... 1]*x";
plot(t,xl,t,x2, ... ,t,xn)
(Veja, o Exemplo 5.9.)
Resposta a condicao inicial (enfoque no espaco de estados, caso 2). Considere o sistema
definido por:
x =Ax, x(0)=x, (5.56)
y=Cx (5.57)
(Suponha que x seja um vetor de ordem 7 e que y seja um vetor de ordem m.)
Da mesma maneira que o caso 1, definindo
Z=X
podemos obter a seguinte equacao:
z=Az +x(0)1(¢) = Az + Bu (5.58)
onde
B=x(0), u=1()

Observando que x = z, a Equacdo 5.57 pode ser escrita como:

y=Cz (5.59)
Substituindo a Equacdo 5.58 na Equagao 5.59, obtemos:
y = C(Az + Bu) = CAz + CBu (5.60)

A solugdo das equagdes 5.58 e 5.60, reescritas aqui



188 Engenharia de controle moderno

72=Az+ Bu
y = CAz + CBu

onde B =x(0) e u = 1(¢) fornecem a resposta do sistema para dada condig¢do inicial. Os comandos
do MATLAB para a obtencdo das curvas de resposta (curvas de saida y1 versus t, y2 versus
t, ..., ymversus t) sdo mostrados a seguir para dois casos:

Caso A. Quando o vetor de tempo t ndo ¢é especificado (ou seja, o vetor de tempo t devera ser
determinado automaticamente pelo MATLAB):

% Especificar matrizes A, B e C

[y,z,t] = step(A,B,C*A,C*B);

yl =100 ... 0]*y';

y2 =010 ... 0]*y';

ym=1[000 ... 1]*y';
plot(t,yl,t,y2, ... ,t,ym)

Caso B. Quando o vetor de tempo t é especificado:
t =0: At: tp;
% Especificar matrizes A, B e C
[y,z,t] = step(A,B,C*A,C*B,1,t)
yl =100 ... 0]*y';
y2 =010 ... 0]*y';

ym=1[000 ... 1]*y';
plot(t,yl,t,y2, ... ,t,ym)

Exemplo 5.9 Obtenha a resposta do sistema submetido a dada condigdo inicial:

[ 0 1 2
" |-10 -5 1

X

xl(O) _
xz(O)

X, X[

ou
x=Ax, x(0)=x,

Obter a resposta do sistema a dada condicao inicial vem a ser o mesmo que obter a resposta ao
degrau unitario do seguinte sistema:

z=Az+ Bu
x=Az+ Bu
onde
B=x(0), u=1(?)

Entdo, uma opgao do programa em MATLAB para obter a resposta ¢ o Programa 5.15 em
MATLAB. As curvas de resposta resultantes sdo mostradas na Figura 5.32.



FIGURA 5.32
Resposta do
sistema do
Exemplo 5.9 a

condicao inicial.
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Resposta a condig¢do inicial

Variaveis de estado x; e x,

t(s)

Programa 5.15 em MATLAB

0:0.01:3;

[0 1;-10 -5];

[2;1];

X,z,t] = step(A,B,A,B,1,t);

1 =1[10]*x"';

x2 = [0 1]*x';
plot(t,x1,'x',t,x2,"'-")

grid

title('Resposta a Condicao Inicial')
xTabel('t (s)')

ylabel('Variaveis de Estado x1 e x2')
gtext('x1')

gtext('x2')

t
A
B
L
X

Para um exemplo ilustrativo de como usar as equagdes 5.58 e 5.60 para encontrar a resposta
a condi¢do inicial, veja o Problema A.5.16.

Obtencao da resposta a condicao inicial pelo uso do comando inicial. Se o sistema for
definido no espago de estados, entdo o comando
initial(A,B,C,D,[initial condition],t)
produzira a resposta a condicao inicial.
Considerando o sistema definido por:
x=Ax+Bu, x(0)=x,
y=Cx+ Du

onde

Xy =

i

entdo o comando 'initial' pode ser utilizado como mostra o Programa 5.16 em MATLAB para
a obtenc¢do da resposta a condi¢do inicial. As curvas de resposta x,(?) e x,(¢) sdo mostradas na
Figura 5.33. Elas sdo as mesmas que as da Figura 5.32
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FIGURA 5.33
Curvas de Resposta a condigdo inicial
resposta a 3 ' ' - '

condicao inicial.

Variavel de estado x| e x,

Programa 5.16 em MATLAB

0:0.05:3;

[0 1;-10 -5];

= [0;0];

= [0 0];

= [0];

[y,x] = initial(A,B,C,D,[2;1],t);

x1 = [1 0]*x';

x2 = [0 1]*x';
plot(t,x1,'o',t,x1,t,x2,'x",t,x2)
grid

title('Resposta a Condicdao Inicial')
xTabel ('t (s)')

ylabel('Variaveis de Estado x1 e x2')
gtext('x1")

gtext('x2"')

O O W >

Exemplo 5.10 Considere o seguinte sistema submetido as condigdes iniciais. (N&o existem forgas externas atuantes.)
y+8+17y+10y=0
y0)=2, y0)=1, j0)=05
Obtenha a resposta y(¢) para a condi¢do inicial dada.
Definindo as variaveis de estado como:

=y
Xy, =Y
X3 =)
obtemos a seguinte representagdo para o sistema no espago de estados:
X 0 1 0][x] [x/(0) 2
L= 0 0 1f|x, |»0O|=]1
X =10 =17 =8]|x;] |x(0)] 10,5
X
y=[10 0],

X3
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Uma opgao do programa em MATLAB para a obtengao da resposta y(¢) ¢ o Programa 5.17 em
MATLAB. A curva de resposta resultante ¢ mostrada na Figura 5.34.

Programa 5.17 em MATLAB

0:0.05:10;
[010;001;-10-17 -8];

= [0;0;0];

= [100];

[o];
initial(A,B,C,D,[2;1;0.5],t);
plot(t,y)

grid

title('Resposta a Condicdo Inicial')
xlabel ('t (s)')

ylabel('Saida y')

< OO W >+
I

FIGURA 5.34

Resposta y(t) a Resposta a condigo inicial
2,5 : : : : : ,

condicdo inicial.

5.6 | Critério de estabilidade de Routh

O problema mais importante relacionado aos sistemas de controle lineares ¢ o da estabilidade.
Isto é, sob quais condigdes um sistema se tornard instavel? Se for instavel, como deveriamos
estabiliza-lo? Na Se¢do 5.4, foi visto que um sistema de controle ¢ estavel se e somente se todos
os polos de malha fechada estiverem situados no semiplano esquerdo do plano s. A maioria dos
sistemas lineares de malha fechada tem fungdes de transferéncia de malha fechada da forma:

C(s) _ bys" +bs" "+ -+ b, s+b, _ Bls)
R(s)  ays"+as" '+ +a, s+a, As)

onde a e b sdo constantes e m < n. Um critério simples, conhecido como critério de estabilidade
de Routh, nos possibilita determinar o nimero de polos de malha fechada que se situam no
semiplano direito do plano s, sem ter de fatorar o polindmio do denominador. (O polinémio pode
incluir parametros que o MATLAB ndo pode tratar.)
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Critério de estabilidade de Routh. O critério de estabilidade de Routh nos diz se existem ou
ndo raizes instaveis em uma equagao polinomial, sem que seja necessario resolvé-la. Este crité-
rio de estabilidade aplica-se somente a polindmios com um numero finito de termos. Quando o
critério € aplicado a um sistema de controle, as informacgdes sobre a estabilidade absoluta podem
ser obtidas diretamente dos coeficientes da equagao caracteristica.

Eis o procedimento no critério de estabilidade de Routh:

1.

Escreva o polindmio em s da seguinte maneira:
ays" +a;s"'+..+a, s+ta,=0 (5.61)

onde os coeficientes sdo grandezas reais. Suponha que a, # 0, isto é, qualquer raiz nula
foi removida.

Se algum dos coeficientes for zero ou negativo na presenca de pelo menos um coeficiente
positivo, entdo existird uma ou varias raizes imaginarias ou que tenham partes reais posi-
tivas. Assim, nesse caso, o sistema ndo sera estavel. Se estivermos interessados somente
na estabilidade absoluta, ndo havera necessidade de continuar o procedimento. Observe
que todos os coeficientes devem ser positivos. Esta ¢ uma condi¢do necessaria, como
podemos ver no argumento a seguir: um polindmio em s tendo coeficientes reais sempre
podera ser fatorado em fatores lineares e quadraticos, como (s + a) e (s* + bs + ¢), onde
a, b e ¢ sdo reais. Os fatores lineares resultam em raizes reais e os fatores quadraticos, em
raizes complexas conjugadas do polindmio. O fator (s* + bs + ¢) resulta em raizes com
partes reais negativas somente se b e ¢ forem ambos positivos. Para que todas as raizes
tenham partes reais negativas, as constantes a, b, c etc., em todos os fatores, devem ser
positivas. O produto de qualquer ntimero de fatores lineares e quadraticos que contenha
somente coeficientes positivos resulta sempre em um polindmio com coeficientes positi-
vos. E importante notar que a condigdo de que todos os coeficientes sejam positivos néo
¢ suficiente para assegurar estabilidade. A condi¢ao necessaria, mas nao suficiente para a
estabilidade, é que os coeficientes da Equacdo 5.61 estejam todos presentes ¢ que todos
tenham sinais positivos. (Se todos os a forem negativos, estes podem ser feitos positivos,
multiplicando ambos os lados da equacdo por — 1.)

Se todos os coeficientes forem positivos, organize os coeficientes do polindmio em linhas
e colunas, de acordo com o seguinte padrao:

" a, a, a, ag

' ay oay as a,

$ b b, b, b,
n—73

s c ¢ ¢ Gy

s e e
1

s
0

S &1

O processo de formagao das linhas continua até que se esgotem todos os elementos. (O nimero
total de linhas ¢ n + 1.) Os coeficientes b,, b,, b, etc. sdo calculados como segue:
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_ 44, — apas
a,

_ al a4 - aoas
a

S
3
|

a,ag — aya,
b3 =
a

O calculo dos b continua até que os elementos restantes sejam todos zeros. O mesmo padrio de
multiplicagdo em cruz dos coeficientes das duas linhas anteriores ¢ seguido para o calculo de c,
d, e etc. Ou seja,

_bay—ab,
1
_ bas—a b,
cz——b
|
.= ba—aby
3T b
1
e
o b, — bc
d1: 1 2c 12
1
d = Gb=be
) =
(&

Esse processo continua até que a n-ésima linha seja completada. A matriz completa de coeficien-
tes ¢ triangular. Observe que, ao desenvolver essa matriz, uma linha inteira pode ser dividida ou
multiplicada por um ntimero positivo, de modo a simplificar os calculos numéricos subsequentes,
sem alterar a conclusdo sobre a estabilidade.

O critério de estabilidade de Routh afirma que o numero de raizes da Equacdo 5.61 com
partes reais positivas ¢ igual ao nlimero de mudangas no sinal dos coeficientes da primeira coluna
da matriz. Deve-se notar que os valores exatos dos termos na primeira coluna ndo precisam ser
conhecidos; do contrario, apenas os sinais sdo necessarios. A condi¢do necessaria ¢ suficiente
para que todas as raizes da Equagdo 5.61 se situem no semiplano esquerdo do plano s é que todos
os coeficientes da Equagdo 5.61 sejam positivos e que todos os elementos da primeira coluna da
matriz tenham sinais positivos.

Exemplo 5.11 Vamos aplicar o critério de estabilidade de Routh ao seguinte polindmio de terceira ordem:
ays’ +a,s* +a,s+a,=0

onde todos os coeficientes sdo niumeros positivos. A matriz dos coeficientes ¢€:

s a, a,
s a, a,
L Gay, — dods
a,
s° a,

A condigdo para que todas as raizes tenham partes reais negativas ¢ dada por:

a,a; > ayds
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Exemplo 5.12 Considere o seguinte polindmio:
s'H25° +35° +4s+5=0
Vamos seguir o procedimento visto e construir a matriz de coeficientes. (As duas primeiras linhas

podem ser obtidas diretamente a partir do polindmio dado. Os termos restantes sao obtidos a partir
destes. Se algum dos coeficientes for inexistente, este podera ser substituido por zeros na tabela.)

st 1 3 5] 1 3 5

s’ 2 4 0s 2 A A A segunda linha
I 2 0 ¢dividida por 2.

57 1 5 52 1 5

5! -6 st =3

50 5 s° 5

Neste exemplo, o nimero de mudangas no sinal dos coeficientes na primeira coluna ¢ 2. Isso
quer dizer que existem duas raizes com partes reais positivas. Note que o resultado nao se altera
quando os coeficientes de uma linha sdo multiplicados ou divididos por um niimero positivo,
visando simplificar o calculo.

Casos especiais. Se um termo na primeira coluna de qualquer linha for nulo, mas os termos
restantes ndo forem nulos ou ndo existirem, entdo o termo nulo sera substituido por um niimero
positivo muito pequeno € e o resto da matriz serd calculada. Considere, por exemplo, a seguin-

te equacao:
S +25+5+2=0 (5.62)
A matriz de coeficientes €
s 101
s 202
st 0=e¢
202

Se o sinal do coeficiente acima do zero (€) ¢ o mesmo do coeficiente abaixo, isso indica que existe
um par de raizes imaginarias. De fato, a Equac@o 5.62 tem duas raizes em s =+ ;.
Entretanto, se o sinal do coeficiente acima do zero (€) for oposto ao do coeficiente abaixo,
isso indica que existe uma mudanga de sinal. Por exemplo, na equagio
£ -3s+2=(s—-1(s+2)=0

a matriz dos coeficientes é:

S —
Uma mudanca de sinal: [ 2 0~¢ 2

s! a2
Uma mudanga de sinal: < €

s° 2

Ocorreram duas mudangas de sinal dos coeficientes na primeira coluna. Portanto, ha duas raizes
no semiplano direito do plano s. Isso estd de acordo com o resultado correto indicado pela forma
fatorada da equagdo polinomial.

Se todos os coeficientes em uma linha calculada forem nulos, isso indica que ha raizes de
mesmo valor, radialmente opostas, situadas no plano s — isto ¢, duas raizes reais de igual valor e
sinais opostos e/ou duas raizes imaginarias conjugadas. Nesse caso, pode-se continuar o calculo
do resto da matriz, formando-se um polindmio auxiliar com os coeficientes da ultima linha e
utilizando os coeficientes da derivada desse polindmio na proxima linha. Essas raizes de igual
valor e situadas radialmente opostas no plano s podem ser determinadas resolvendo o polinomio
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auxiliar, que é sempre par. Para um polindmio auxiliar de grau 2n, existem n pares de raizes iguais
e opostas. Por exemplo, considere a seguinte equacao:

§°+ 25" + 245 + 485> — 255 — 50 =0

A matriz de coeficientes ¢:

$ 1 24 =25

s* 2 48 —50 <« Polindmio auxiliar P(s)

$ 0 0
Os termos na linha s* sd3o todos nulos. (Note que esse caso ocorre somente em uma linha de
niimero impar.) O polindmio auxiliar ¢, entdo, formado a partir dos coeficientes da linha s*. O
polindmio auxiliar P(s) é:

P(s) = 25" + 485 — 50

o que indica que existem dois pares de raizes de igual valor e sinais opostos (isto é, duas raizes
reais com o mesmo valor, mas sinais opostos ou duas raizes complexas conjugadas no eixo

imaginario). Esses pares sdo obtidos resolvendo-se a equagdo polinomial auxiliar P(s) = 0. A
derivada de P(s) em relagdo a s é:

22— 8% + 965

dP(s)
ds

Os termos na linha s* sdo substituidos pelos coeficientes da tiltima equagdo — isto é, 8 € 96. A
matriz de coeficientes torna-se, entao:

s 1 24 =25

st 2 48 -50

s 8 96 « Coeficientes de dP(s)/ds
s 24 —-50

sto112,7 0

s =50

Vemos que ocorre uma mudanca de sinal na primeira coluna da nova matriz. Assim, a equagao original
tem uma raiz com uma parte real positiva. Resolvendo-se as raizes da equagao polinomial auxiliar:

2s* +48s* - 50=0
obtemos
s =1, §£=-25
ou
s==x1, s=45
Esses dois pares de raizes de P(s) fazem parte das raizes da equagao original. De fato, a equagao
original pode ser escrita na forma fatorada, como a seguir:

(s + D = Dls +75)(s =j5)s +2) =0

E evidente que a equagdo original tem uma raiz com uma parte real positiva.

Andlise da estabilidade relativa. O critério de estabilidade de Routh fornece a resposta para a
questdo da estabilidade absoluta. Isso, em muitos casos praticos, nao ¢ suficiente. Normalmente
¢ necessaria uma informacgao sobre a estabilidade relativa do sistema. Um método eficiente para
examinar a estabilidade relativa ¢ deslocar o eixo do plano s e aplicar o critério de estabilidade
de Routh. Isto é, substitui-se

s=§—0 (0= constante)

na equagdo caracteristica do sistema, escreve-se o polindmio em termos de § e aplica-se o critério
de estabilidade de Routh ao novo polindmio em §. O nimero de mudangas de sinal na primeira
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FIGURA 5.35

Sistema de
controle.

coluna da matriz desenvolvida para o polindmio em § é igual ao nimero de raizes que estdo
localizadas a direita da linha vertical s =—0. Assim, esse teste revela o nimero de raizes que se
situam a direita da linha vertical s =—0.

Aplicacao do critério de estabilidade de Routh a andlise de sistemas de controle. O
critério de estabilidade de Routh ¢ de utilidade limitada na analise de sistemas de controle linea-
res, principalmente porque nao sugere como melhorar a estabilidade relativa ou como estabilizar
um sistema instavel. E possivel, entretanto, determinar os efeitos da mudanca de um ou dois
parametros de um sistema examinando os valores que causam a instabilidade. A seguir, consi-
deraremos o problema da determinacdo do intervalo de variagdo de um parametro, compativel
com a estabilidade do sistema.
Considere o sistema mostrado na Figura 5.35. Vamos determinar o intervalo de valores de K

para que haja estabilidade. A func@o de transferéncia de malha fechada é:

C(s) _ K

R(s)  s(s>+s+1)(s+2)+K

A equagao caracteristica ¢€:
'35+ 357+ 25 +K=0

A matriz de coeficientes €, entao,

st 1 3 K
s 3 2 0
s? % K

s' 2—%K

s° K

Para que haja estabilidade, K e todos os coeficientes na primeira coluna devem ser positivos.
Assim,

14
9 >K>0

Quando K = %, o0 sistema torna-se oscilatorio e, matematicamente, a oscilagao ¢ mantida com
amplitude constante.

Note que os limites dos parametros de projeto que levam a estabilidade podem ser determi-
nados pelo uso do critério de estabilidade de Routh.

C
RO < < ©

o s +s+1) (s +2)

Efeitos das acoes de controle integral e
derivativo no desempenho dos sistemas

Nesta se¢do, estudaremos os efeitos das acdes de controle integral e derivativo no desem-
penho do sistema. Aqui, serdo considerados somente sistemas simples, de modo que os efeitos
das agdes de controle integral e derivativo sobre o desempenho do sistema possam ser vistos
com clareza.
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Acao de controle integral. No controle proporcional de uma planta, cuja fungio de transfe-
réncia nao possui um integrador 1/s, existe um erro estacionario, ou erro residual, na resposta a
uma entrada em degrau. Esse erro residual pode ser eliminado se uma ac¢ao de controle integral
for incluida no controlador.

No controle integral de uma planta, o sinal de controle — o sinal de saida do controlador —
em qualquer instante ¢ a area sob a curva do sinal de erro atuante, até aquele momento. O sinal
de controle u(f) pode ter um valor ndo nulo quando o sinal de erro atuante e(¢) for zero, como se
pode ver na Figura 5.36(a). Isso ¢ impossivel no caso do controlador proporcional, uma vez que
um sinal de controle nao nulo requer um sinal de erro atuante nao nulo. (Um sinal de erro atuante
em regime permanente significa que existe um erro residual.) A Figura 5.36(b) mostra a curva
e(f) versus t e a curva correspondente u(t) versus t quando o controlador ¢ do tipo proporcional.

Observe que a agao de controle integral, embora remova o erro residual ou o erro estacionario,
pode conduzir a uma resposta oscilatoéria com uma amplitude que decresce lentamente ou mesmo
uma amplitude sempre crescente, ambas, em geral, indesejaveis.

Sistemas de controle proporcional. Veremos que, para uma entrada em degrau, o controle
proporcional de um sistema sem integrador ocasionara um erro estacionario. Mostraremos, entao,
que esse erro pode ser eliminado se for incluida no controlador uma agdo de controle integral.

Considere o sistema mostrado na Figura 5.37. Obteremos o erro estacionario da resposta do
sistema ao degrau unitario. Defina

Gls) = Ts1—<+- 1

Como
E(s) _ RG6)-CG) _ Cls) _ 1
R(s) R(s) R(s) 14+ G(s)

o erro E(s) ¢ dado como:

E(s) =

R(s) = 1K R(s)
1+
Ts + 1

1
1+ G(s)

FIGURA 5.36

(a) Graficos das curvas
e(t) e u(t) mostrando
sinal de controle nao
nulo quando o sinal
de erro atuante é zero
(controle integral);

(b) graficos das curvas
e(t) e u(t) mostrando
sinal de controle nulo
quando o sinal de erro
atuante é zero (controle
proporcional).

FIGURA 5.37
Sistema de
controle
proporcional.

e(n)

=]

u(?)

(a)

e(n)

u(?)

(=]

1

(b)

C(s)

R(s) @ E(s)
>+ > K

proporcional

Ts+1

Controlador

Planta
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FIGURA 5.38

Resposta ao
degrau unitdrio e
erro residual.

FIGURA 5.39
Sistema de
controle integral.

Para a entrada em degrau unitario R(s) = 1/s, temos:

_ Ts+l 1
E(s)_Ts+1+K S

O erro estacionario é:

. . . Ts+ 1 1
e, = lime(?) = limsE(s) = lim =
s taoo() 50 () s—0Ts+1+K K+1
Esse sistema sem um integrador no ramo direto sempre tem um erro estaciondrio na resposta
ao degrau. Esse erro estacionario ¢ chamado erro residual. A Figura 5.38 mostra a resposta ao
degrau unitario e o erro residual.

Controle integral de sistemas. Considere o sistema exposto na Figura 5.39. O controlador é
integral. A funcao de transferéncia de malha fechada do sistema ¢é:

C(s) _ K
R(s) s(Ts+1)+K

Portanto:
E(s) _ R(s)—C(s) _ s(Ts+1)
R(s) R(s) T s(Ts+ 1)+ K

Como o sistema ¢ estavel, o erro estacionario para a resposta ao degrau unitario pode ser obtido
aplicando-se o teorema do valor final, como segue:

e, = lirrol SE(s)

s (Ts+1) 1
m_——— =
s=0Ts"+s+K S

=0

O controle integral do sistema elimina, entdo, o erro estacionario na resposta ao degrau de entra-
da. Este ¢ um importante aperfeicoamento em relagdo ao controle proporcional puro, que nao
impede o erro residual.

Resposta a distirbios do tipo torque (controle proporcional). Vamos estudar os efeitos
de um disttrbio do tipo torque ou conjugado, que ocorre no elemento de carga. Considere o sis-
tema mostrado na Figura 5.40. O controlador proporcional transmite o torque 7 para posicionar o

c(t
@ Erro
1 # residual

R(s) EGs) [ 1 C(s)
s Ts+1
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FIGURA 5.40

Sistema D
de controle de

distarbio por

torque. R E T 1 c
K, [=—— >
C%D r s(Js +b)

elemento de carga, que consiste em momento de inércia e atrito viscoso. O torque que age como
disturbio ¢ designado como D.

Supondo que a entrada de referéncia seja nula, ou R(s) = 0, a fun¢o de transferéncia entre
C(s) e D(s) sera dada por:
Cs) _ 1
D(s) Js*+bs+K,

Portanto:

Es) __Cl) _ |
D)~ D)~ U+ bst K,

O erro estacionario causado pelo torque de perturbagdo em degrau, de valor 7, ¢ dado por:

e = limsE (s)

. s T

=M T <
=0 Js"+bs +K, s

__ I

K

Em regime permanente, o controlador proporcional fornece um torque —7,, que € igual em valor,
mas de sinal oposto ao torque de perturbacdo 7. A saida em regime permanente pelo torque de
perturbagdo em degrau ¢é:

_ _ I
Cs =~ €65 = K

p

O erro estacionario pode ser reduzido aumentando-se o valor do ganho K. O aumento desse
valor, entretanto, tornard a resposta do sistema mais oscilatoria.

Resposta a disttrbios do tipo torque (controle proporcional-integral). Para eliminar
o erro residual em virtude de um disturbio do tipo torque, o controlador proporcional pode ser
substituido por um controlador proporcional-integral.

Se for acrescentada uma ag@o de controle integral ao controlador, enquanto existir um sinal
de erro, um torque sera desenvolvido pelo controlador para reduzir esse erro, desde que o siste-
ma de controle seja estavel.

A Figura 5.41 mostra um controle proporcional-integral em um sistema cujo elemento de
carga ¢ constituido pelo momento de inércia e atrito viscoso.

A fungédo de transferéncia de malha fechada entre C(s) e D(s) ¢é:

C(s) _ s
D(s)

K
Js® + bs” + K, s + Tp

1

Na auséncia da entrada de referéncia, ou 7(¢) = 0, o sinal de erro ¢ obtido a partir de:
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FIGURA 5.41

Controle
proporcional-
integral de
um elemento
de carga que
consiste em
momento de
inércia e atrito
viscoso.

FIGURA 5.42

Controle
integral de um
elemento de
carga que
consiste em
momento de
inércia e atrito
VisCcoso.

D
R=0 E 1T 1 C
RACE ) ey sUs + b)
E(s) =— s D(s)
3 2 K[J
Js'+bs”+ K,s + —

T

4

Se o sistema de controle for estavel, isto €, se as raizes da equacao caracteristica

K
Js3+bs2+Kl,s+7’7=0

1

tiverem partes reais negativas, entdo o erro estacionario na resposta a um torque de distirbio em
degrau unitario pode ser obtido pela aplica¢do do teorema do valor final, como segue:

e, = ling SE(s)

2
= lim =S L
s—0 3 ) Kp
Js” + bs +Kps+7
=0

Assim, o erro estacionario relativo ao torque de perturbagdo em degrau pode ser eliminado se o
controlador for do tipo proporcional-integral.

Observe que a ac¢ao de controle integral acrescentada ao controlador proporcional converteu o
sistema originalmente de segunda ordem em um sistema de terceira ordem. Entdo, para um valor
muito alto de K,,, o sistema de controle pode se tornar instavel, uma vez que as raizes da equagao
caracteristica podem conter partes reais positivas. (Um sistema de segunda ordem ¢ sempre estavel
se os coeficientes da equacao diferencial do sistema forem todos positivos.)

E importante destacar que, se o controlador fosse um controlador integral, como na Figu-
ra 5.42, entdo o sistema sempre se tornaria instavel, porque a equagao caracteristica

Js'+bs* +K=0
teria raizes com partes reais positivas. Esse sistema instavel ndo poderia ser utilizado na pratica.
Note que, no sistema da Figura 5.41, a acdo de controle proporcional tende a estabilizar o
sistema, enquanto a a¢do de controle integral tende a eliminar ou reduzir o erro estacionario na
resposta a varias entradas.

R=0 E K T 1
. K . s(Js + b)

YO




FIGURA 5.43

(a) Controle
proporcional de
um sistema com
carga inercial;
(b) resposta a
uma entrada em
degrau unitario.
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Acao de controle derivativo. Uma agdo de controle derivativo, quando acrescentada a um
controlador proporcional, permite que se obtenha um controlador de alta sensibilidade. Uma
vantagem em utilizar a acdo de controle derivativo é que esta responde a uma taxa de variagao
do erro atuante e pode produzir uma corregdo significativa antes que o valor do erro atuante se
torne muito elevado. Portanto, o controle derivativo prevé o erro atuante, inicia uma acao corretiva
antecipada e tende a aumentar a estabilidade do sistema.

Embora o controle derivativo ndo afete diretamente o erro estacionario, ele aumenta o amor-
tecimento do sistema, permitindo, assim, o uso de um valor mais elevado do ganho K, o que
resultard em maior precisdao no regime permanente.

Pelo fato de o controle derivativo operar sobre a taxa de variacdo do erro atuante e ndo sobre o
proprio erro atuante, esse modo nunca € utilizado sozinho. Ele ¢ sempre utilizado em combinacao
com uma agao de controle proporcional ou proporcional-integral.

Controle proporcional de sistemas com carga inercial. Antes de discutirmos o efeito da
acao de controle derivativo no desempenho do sistema, vamos considerar o controle proporcional
de uma carga inercial.
Considere o sistema mostrado na Figura 5.43(a). A funcao de transferéncia de malha fechada
¢ obtida como:
Cs) _ K,
R(s)  Js"+K,

Como as raizes da equacdo caracteristica

Js’+K,=0
sd0 imaginarias, a resposta a entrada em degrau unitario continua a oscilar indefinidamente,
como mostra a Figura 5.43(Db).

Os sistemas de controle que apresentam essas caracteristicas de resposta ndo sdo desejaveis.
Veremos que a adigdo do controle derivativo estabilizara o sistema.

Controle proporcional-derivativo de sistemas com carga inercial. Vamos transformar um
controlador proporcional em um controlador proporcional-derivativo cuja fung¢do de transferéncia
¢ K,(1 +T;s). O torque desenvolvido pelo controlador € proporcional a K,(e + 7,¢€). O controle
derivativo € essencialmente antecipatorio, medindo a velocidade dos erros instantaneos, prevendo
um grande sobressinal antes que ele ocorra ¢ produzindo a¢des apropriadas de limitagdo, antes
que o sobressinal assuma um valor muito elevado.

Considere o sistema apresentado na Figura 5.44(a). A funcdo de transferéncia de malha
fechada ¢ dada por:

R(s) 1 C(s)

(@

o(n)

(b)
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FIGURA 5.44

(a) Controle
proporcional-
derivativo de
um sistema com
carga inercial;
(b) resposta a
uma entrada em
degrau unitdrio.

FIGURA 5.45

Sistema de
controle.

R(s) ) C(s)
—»@-»Kp(wrds) > e >

(@

Y 1 ‘ T~

(®)

Cs) _ K, +Ts)
R(s)  Js"+K,T;s +K,

A equagdo caracteristica
2 —
Js +K,T;s +K,=0
tem agora duas raizes com partes reais negativas para os valores de J, K, e T,. Assim, o controle
derivativo introduz um efeito de amortecimento. A Figura 5.44(b) apresenta uma curva tipica de

resposta ¢(¢) para uma entrada em degrau unitario. Evidentemente, a curva de resposta mostra
uma melhoria significativa em relagdo a curva de resposta original da Figura 5.46(b).

Controle proporcional-derivativo de sistemas de segunda ordem. Pode-se obter uma
conciliagdo entre o comportamento da resposta transitoria aceitavel e o comportamento aceitavel
em regime permanente utilizando uma a¢do de controle proporcional-derivativo.
Considere o sistema da Figura 5.45. A funcdo de transferéncia de malha fechada é:
C (s) _ Kp + KdS
R(s)  Js’+(B+K)s+K,

O erro estacionario para uma entrada em rampa unitaria ¢é:

eSSZ K

A equacgdo caracteristica é:
Js+(B+K)s+K,=0

O coeficiente de amortecimento efetivo desse sistema ¢, entdo, B + K, em lugar de B. Como o
coeficiente de amortecimento { do sistema ¢:

(- BIK,

2/K,J

R(s) 1
Ky + Kas | s(Us+B)

C(s)
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¢ possivel obter valores pequenos tanto para o erro estacionario e, correspondente a uma entrada
em rampa, como para 0 maximo sobressinal para uma entrada em degrau, fazendo que o valor
de B seja pequeno, o de K, elevado, € o de K, seja grande o bastante para que o valor de  fique
entre 0,4 ¢ 0,7.

5.8 | Erros estacionarios em sistemas de
controle com realimentacao unitaria

Os erros em um sistema de controle podem ser atribuidos a muitos fatores. Alteragdes na
entrada de referéncia causardo erros inevitaveis durante o regime transitorio, podendo causar
também erros estacionarios. Imperfeicdes nos componentes do sistema, como atrito estatico,
folga e deriva dos amplificadores, bem como desgaste ou deteriora¢do, causarao erros em regi-
me permanente. Nesta secdo, entretanto, ndo discutiremos erros causados por imperfeigdes nos
componentes do sistema. Em vez disso, vamos estudar um tipo de erro estacionario que é causado
pela incapacidade de um sistema em seguir determinados tipos de sinais de entradas.

Qualquer sistema de controle fisico apresenta, inerentemente, erros estacionarios na resposta
a certos tipos de entradas. Um sistema pode ndo apresentar um erro estacionario a uma entrada em
degrau, mas o mesmo sistema pode apresentar um erro estacionario ndo nulo a uma entrada
em rampa. (A inica maneira possivel de eliminar esse erro ¢ modificando a estrutura do sistema.)
O erro estacionario que um sistema apresenta em relagao a determinado tipo de entrada depende
do tipo de funcdo de transferéncia de malha aberta desse sistema, o que sera discutido a seguir.

Classificacao dos sistemas de controle. Os sistemas de controle podem ser classificados de
acordo com sua habilidade em seguir os sinais de entrada em degrau, em rampa, em parabola
etc. Este ¢ um critério razoavel de classificagdo, pois as entradas reais com frequéncia podem
ser consideradas combinagdes das entradas citadas. Os valores dos erros estacionarios relativos
a essas entradas individuais sdo indicadores de qualidade do sistema.

Considere o sistema de controle com realimenta¢ao unitaria, com a seguinte funcao de trans-
feréncia de malha aberta G(s):

K(T,s + 1)(T,s + 1)+ (T,,s + 1)
s"(Ls+ D)(Gs + 1) (T,s + 1)

G(s) =

Essa fungio de transferéncia contém o termo 5" no denominador, representando um polo de multi-
plicidade N na origem. O presente método de classificagao tem como base o nimero de integragdes
indicadas pela funcdo de transferéncia de malha aberta. Um sistema ¢ chamado tipo 0, tipo 1,
tipo2,...,se N=0,N=1,N=2, ..., respectivamente. Note que essa classificacao ¢ diferente da
que se refere a ordem de um sistema. Conforme o tipo NV aumenta, a precisdo aumenta; por outro
lado, agrava-se a estabilidade do sistema. E sempre necessaria uma conciliagdo entre precisio
em regime permanente e estabilidade relativa.

Veremos adiante que, se G(s) for escrita de modo que cada termo no numerador ¢ no deno-
minador, exceto os termos s, se aproxime da unidade a medida que s se aproxima de zero, entdo
o ganho K de malha aberta estara diretamente relacionado ao erro estacionario.

Erros estacionarios. Considere o sistema mostrado na Figura 5.46. A fun¢io de transferéncia
de malha fechada é:

C(s) _ G(s)

R(s) 1+ G(s)

A fungdo de transferéncia entre o sinal de erro e(f) e o sinal de entrada r(¢) é:

Es) _,_Cl) _ 1
R(s) R(s) 1+ G(s)

onde o erro e(f) ¢ a diferenga entre o sinal de entrada e o sinal de saida.
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FIGURA 5.46
Sistema de
controle.

R(s) E(s) C(s)
G(s) =

O teorema do valor final oferece um modo conveniente de determinar o desempenho em
regime permanente de um sistema estavel. Como E(s) ¢€:

_ 1
E& =15 6m R0
0 erro estacionario é:
iy iy . SR(s)
@ = fimelr) = limsE(s) = Im T 7505)

As constantes de erro estatico definidas a seguir sao figuras de mérito dos sistemas de controle.
Quanto mais altas as constantes, menor o erro estacionario. Em dado sistema, a saida pode ser
a posicdo, a velocidade, a pressdo, a temperatura ou outros fatores. A natureza fisica da saida,
entretanto, ¢ irrelevante nesta analise. Assim, a seguir, chamaremos a saida de ‘posi¢do’, a taxa
de variagdo da saida de ‘velocidade’ etc. Isso significa que, no sistema de controle de tempera-
tura, ‘posi¢do’ representa a temperatura de saida, ‘velocidade’ representa a taxa de variacao da
temperatura de saida, e assim por diante.

Constante de erro estatico de posicao K,,. O erro estacionario do sistema para uma entrada
em degrau é:

—1; N
e =i o

_ 1
1+ G(0)

1
N

A constante de erro estatico de posigdo K, € definida por:
K,= 1}51(} G(s) = G(0)
Entdo, o erro estacionario em termos da constante de erro estatico de posi¢do K, ¢ dado por:
1

€ =

1+K,

Para um sistema do tipo 0,

K(Ts+ 1)(T,s + 1)+ %

K= I s T @ + D

Para um sistema do tipo 1 ou maior,
Kp = lim va(y;s + 1)(]-1'75‘ + 1)
s=0 g% (Tls + 1)(Ths + 1)---

=o0o, paraN=1

Entdo, para um sistema do tipo 0, a constante de erro estatico de posigdo K, € finita, ao passo
que, para um sistema do tipo 1 ou maior, K, € infinita.
Para uma entrada em degrau unitario, o erro estacionario e, pode ser resumido como segue:

-1 ara sistemas do tipo 0
eSS 1 + K 2 p p

e, =0, para sistemas do tipo 1 ou maiores
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A partir da analise anterior, pode-se ver que a resposta de um sistema de controle com
realimentacdo a uma entrada em degrau conterd um erro estaciondario, se ndo houver integracao
no ramo direto. (Se erros pequenos para entradas em degrau puderem ser tolerados, entdo um
sistema do tipo 0 podera ser admissivel, desde que o ganho K seja suficientemente grande. Se
este for muito grande, entretanto, sera dificil obter uma estabilidade relativa adequada.) Se for
desejavel um erro estacionario nulo para uma entrada em degrau, o tipo do sistema devera ser
1 ou maior.

Constante de erro estatico de velocidade K. O erro estacionario do sistema com uma
entrada em rampa unitaria ¢ dado por:

T s 1
&= mMi 6 ¢

_ 1 1

B 151513 sG(s)

A constante de erro estatico de velocidade K, ¢ definida por:
K,= l_inolsG(s)
Assim, o erro estacionario em termos da constante de erro estatico de velocidade K, ¢ dado por:

eSS =
K,

O termo erro de velocidade ¢ empregado aqui para expressar o erro estaciondrio para uma
entrada em rampa. A dimensao do erro de velocidade ¢ a mesma do erro do sistema. Ou seja,
o erro de velocidade ndo ¢ um erro na velocidade, e sim um erro de posi¢do em decorréncia de
uma entrada em rampa. Para um sistema do tipo 0,

sK(Ts + 1)(T,s + 1)---

L= s DG+ 0
Para um sistema do tipo 1,
. sK(T, 1)(T, 1)--
szhms (us+ )(bs+) =K

s=0 s(Ls+ )(Ts+ 1)

Para um sistema do tipo 2 ou maior,
sK(T,s + 1)(T,s + 1)--

K, = lim—; = oo, para N=2
s=0 s (Tis + 1)(Ths + 1)

O erro estaciondrio e para a entrada em rampa unitaria pode ser resumido como segue:

s =K, = para sistemas do tipo 0

1
&= K, = %, para sistemas do tipo 1

1

&= K, = 0, para sistemas do tipo 2 ou maiores

A analise anterior indica que um sistema do tipo 0 ¢ incapaz de seguir, em regime estacio-
nario, uma entrada em rampa. O sistema do tipo 1 com realimentagdo unitaria pode seguir a
entrada em rampa com um erro finito. Em uma operacdo em regime estacionario, a velocidade
de saida é exatamente a mesma velocidade de entrada, mas existe um erro de posicao. Esse erro
¢ proporcional a velocidade de entrada e ¢ inversamente proporcional ao ganho K. A Figura 5.47
mostra um exemplo da resposta de um sistema do tipo 1 com realimentagdo unitdria a uma
entrada em rampa. O sistema de tipo 2 ou maior pode seguir uma entrada em rampa, em regime
estacionario, com erro nulo.
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FIGURA 5.47

Resposta de @ k

um sistema o?)

do tipo 1 com (0

realimentacao
unitaria a uma
entrada em

rampa. o)

Constante de erro estatico de aceleracao K. O erro estacionario do sistema com uma

entrada em parabola unitaria (entrada em aceleragao), definida como:
2

~

r(t) = 5, parar> 0
=0,parat <0
¢ dado por:
— T s 1
=M 6 ¥
_ 1
ling s> G(s)

A constante de erro estatico de aceleracdo K, ¢ definida pela equagao
K, = lingszG(s)
§—

O erro estacionario €, entdo:

eSS= K

a

Note que o erro de aceleragdo, isto ¢, o erro estacionario em virtude da entrada em parabola, é
um erro de posi¢ao.

Os valores de K, sdo obtidos como segue:
Para um sistema do tipo 0,

s’ K(T,s + 1)(T,s + 1)+

K= s )@ + 1y = °
Para um sistema do tipo 1,
. S K(T,s + 1)(T,s + 1)+
K, = lin s(s+ D)(TGs+ 1) 0
Para um sistema do tipo 2,
2
K, = lim SKTs+ DTs+ 1) _ I%

=0 3 (Ts + 1)(Tys + 1)+

Para um sistema do tipo 3 ou maior,

*K(T,s + 1)(T,s + 1)+
K = lim KT ¥ Dhs+ ) vz 3
s=0 Y (Ts + 1)(Ths + 1)+




FIGURA 5.48
Resposta de
um sistema
do tipo 2 com
realimentacdo
unitaria a uma
entrada em
parabola.

TABELA 5.1

Erro estacionario
em termos do
ganho de K.
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Assim, o erro estacionario para uma entrada em parabola unitéria é:

e, =00, para sistemas dos tipos 0 e 1

e para sistemas do tipo 2

_ 1
ss K’
e, =0, parasistemas do tipo 3 ou maiores

Observe que tanto os sistemas do tipo 0 como os do tipo 1 s@o incapazes de seguir uma
entrada em parabola no estado permanente. O sistema do tipo 2 com realimentagao unitaria pode
seguir uma entrada em parabola com um sinal de erro finito. A Figura 5.48 mostra um exemplo
da resposta de um sistema do tipo 2 com realimentacdo unitaria a uma entrada em parabola. O
sistema do tipo 3 ou maior com realimentagao unitaria, em regime permanente, segue uma entrada
em parabola com erro zero.

Resumo. A Tabela 5.1 resume os erros estacionarios para sistemas dos tipos 0, 1 ¢ 2, quando estes
forem submetidos a diversas entradas. Os valores finitos para erros estacionarios aparecem na linha
diagonal. Acima da diagonal, os erros estacionarios sao infinitos; abaixo da diagonal, sdo nulos.

Deve-se lembrar que os termos erro de posi¢do, erro de velocidade e erro de aceleragdo
significam desvios em regime estaciondrio na posi¢cdo da saida. Um erro na velocidade finita
implica que, depois que os transitorios tenham desaparecido, a entrada e a saida se movem na
mesma velocidade, mas tém uma diferenca de posi¢do finita.

As constantes de erro K, K, € K, descrevem a habilidade de um sistema com realimentagdo
unitaria para reduzir ou eliminar o erro estacionario. Portanto, sdo indicativos do desempenho em
regime permanente. Em geral, ¢ desejavel aumentar as constantes de erro, enquanto se mantém
a resposta transitoria dentro de um limite aceitavel. Observe que, para melhorar o desempenho

(0
c(?)

")
c(?)

Entrada em degrau | Entrada em rampa | Entrada em aceleracdo
F(t)zl I"(I)=t I”(t)=1§l‘2

Sistema 1 " "

do tipo 0 1+K

Sistema 0 1 "

do tipo 1 K

Sistema 1

do tipo 2 0 0 K
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em regime permanente, € necessario aumentar o tipo do sistema, adicionando um integrador ou
integradores no ramo direto. Entretanto, isso introduz um problema adicional de estabilidade.
O projeto de um sistema satisfatério com mais de dois integradores em série no ramo direto
geralmente ndo ¢é facil.

| Exemplos de problemas com solucoes

A.5.1 No sistema da Figura 5.49, x(¢) ¢ o deslocamento de entrada e 0(¢) ¢ o deslocamento angular de
saida. Suponha que as massas envolvidas sejam despreziveis e a restricdo de todos os movimen-
tos seja pequena; entdo, o sistema pode ser considerado linear. As condi¢des iniciais de x e 0
sdo nulas, ou seja, x(0—) = 0 e 6(0—) = 0. Mostre que esse sistema ¢ um elemento derivador. Em
seguida, obtenha a resposta 0(f) quando x(¢) for um degrau unitario.

Solugao. A equagdo para o sistema é:
b(x—LO)=kLO
ou
Lo+%70=x
b
A transformada de Laplace dessa tlltima equacao, considerando condicdes iniciais nulas, é:

(Ls + %L)@(s) = sX(s)

Assim,

O(s) _ 1 s
X(s) L s+ (kib)

Portanto, o sistema dado é um sistema derivador.

Para uma entrada em degrau unitario X(s) = 1/s, a saida O(s) torna-se:

11
O6)=1 s + (k/b)

A transformada inversa de Laplace de ®O(s) nos fornece:

e(t) — %e—(k/h)t

FIGURA 5.49

Sistema [
mecanico.




FIGURA 5.50
Entrada em
degrau unitario
e resposta

do sistema
mecanico
mostrado na
Figura 5.49.

AS5.2

FIGURA 5.51
Sistema de
engrenagens.

Capitulo 5 — Anadlise de resposta transitéria e de regime estacionario 209

Note que, se o valor de /b for grande, a resposta 6(f) se aproximara de um sinal em forma de
pulso, como mostra a Figura 5.50.

x(1) k

()

~|—

Conjuntos de engrenagens sdo frequentemente utilizados nos servossistemas para reduzir a velo-
cidade, aumentar o torque ou obter transferéncia de poténcia mais eficaz, adequando a rotagao
do motor com a da carga considerada.

Considere o sistema de engrenagens mostrado na Figura 5.51. Nesse sistema, a carga ¢ acionada
por um motor, por meio de um conjunto de engrenagens. Supondo que a rigidez dos eixos do
conjunto de engrenagens seja infinita (ndo exista nem folga nem deformagao elastica) e que o
numero de dentes de cada engrenagem seja proporcional ao respectivo raio, obtenha o momento
de inércia equivalente e o coeficiente de atrito viscoso equivalente, referidos ao eixo do motor
e ao eixo da carga.

Na Figura 5.51, o numero de dentes nas engrenagens 1, 2, 3 e4 sao N,, N,, N;e N,, respectivamente.
O deslocamento angular dos eixos 1, 2 e 3 sdo 0,, 0, e 05, respectivamente. Assim, 0,/0, = N,/N,
e 0,/0, = N;/N,. O momento de inércia e o coeficiente de atrito viscoso de cada engrenagem sao
designados como J,, b,; J,, by; e J;, by, respectivamente. (J; e b; incluem o momento de inércia
e o coeficiente de atrito da carga.)

N
Eixo 1 _z/
e JLb e
L 72N 4 |<— Engrenagem 1
T | ——— - |-
& o, ez Eixo2 ¥
Torque de o by =
entrada do motor 2= L 4 |<— Engrenagem 3
0 R =
P~
Engrenagem 2 —| 0, % +— Eixo 3
- J3. bs

N27— - _.__._,. .L_ @

Engrenagem 4 —

Torque

% de carga

N, T (9
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Solucao. Para esse sistema de engrenagens, podemos obter as seguintes equagdes: para o eixo 1,
Jlé1+b161+T1:Tm (5.63)

onde 7, é o torque desenvolvido pelo motor e 7| ¢ o torque de carga na engrenagem 1, em razao
do restante do conjunto de engrenagens. Para o eixo 2,

L0, +b,0,+T,=T, (5.64)

onde 7, ¢ o torque transmitido a engrenagem 2 e 7; ¢ o torque de carga da engrenagem 3, em
razao do restante do conjunto de engrenagens. Como o trabalho realizado pela engrenagem 1 ¢
igual ao realizado pela engrenagem 2, entdo

N.
56, =16, ou E:ﬂﬁf

Se N,/N, <1, arelagdo das engrenagens reduz a velocidade tanto quanto aumenta o torque. Para
0 eixo 3,
J05+ b0, + T, =T, (5.65)

onde 7, é o torque de carga e 7, ¢ o torque transmitido para a engrenagem 4. 75 e T, estdo rela-
cionados por:

N,
T,=T-—+* N,
e 05 e 0, estdo relacionados por:
N _g NN
93—92N4 _elNz N,

Eliminando T, T,, Tye T, das equagdes 5.63, 5.64 ¢ 5.65, temos:

N1N3

Jlél+b191+ (Jze + b, 2)+ (J36 + b0+ 7)) =

Eliminando 6, e 0, dessa ultima equag@o e escrevendo a equagao resultante em termos de 0, e
suas derivadas em relagdo ao tempo, obtemos:

N, N, 2 &2
(i) ()

N, NV [N,V N, \[ N.
ol () e (5] (R oo+ (R =
N, N, ) \N, | N, (5.66)

Assim, o momento de inércia e o coeficiente de atrito viscoso equivalentes do conjunto de engre-
nagem, referentes ao eixo 1, sdo dados, respectivamente, por:

_ N, AVEAY
el (U G

N, AW
b=+ () ()

Da mesma maneira, o momento de inércia e o coeficiente de atrito viscoso equivalentes do
conjunto de engrenagens, referentes ao eixo da carga (eixo 3), sdo dados, respectivamente, por:

N, N,V [N,V
=)+ () ()

B &2 &2 &2
b3eq_b3+<N3>b2+(Nl> N, b,

0,
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FIGURA 5.52
(a) Sistema de
malha fechada;
(b) curva de
resposta ao

degrau unitario.

Capitulo 5 — Anadlise de resposta transitéria e de regime estacionario 211

A relagdo entre J), € J5, €, entdo,

NAYLAY
o=

2 2
(R
2 4
O efeito de J, e J; no momento de inércia equivalente ¢ determinado pelas relagoes de engrena-
gens N,/N, e N;/N,. Para conjuntos de engrenagens redutores de velocidade, as relagdes N,/N, e
N,/N, normalmente sdo menores que a unidade. Se N,/N, < 1 e N;/N, < 1, entdo o efeito de J, e
J; no momento de inércia equivalente J,, € desprezivel. A mesma observacao se aplica ao coefi-
ciente de atrito viscoso equivalente b,., do conjunto de engrenagens. Em termos do momento de

inércia equivalente J,,, € do coeficiente de atrito viscoso equivalente b,,,, a Equagdo 5.66 pode
ser simplificada, resultando:

¢ entre by, € by, €:

Jleqél +bleqel +nl, =T,

m

onde

- N,

Quando o sistema mostrado na Figura 5.52(a) ¢ submetido a um degrau unitario de entrada, o

sistema responde com uma saida como a indicada na Figura 5.52b. Determine os valores de K e

T apartir da curva de resposta.

Solug¢do. O maximo sobressinal de 25,4% corresponde a { = 0,4. Da curva de resposta, obtemos:
t,=3

Consequentemente,

T

= = 7t = =
oy 0,/1-80  w,/1-0,4

Segue-se que
w,=1,14

R(s) < K C(s)
. T s(Ts+ 1) g

(a)
a0k

(®)
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AS4

FIGURA 5.53

A partir do diagrama de blocos, temos:

C(s) _ K
R(s) Ts*+s+K

o0 que resulta em:

Portanto, os valores de 7' e K ficam determinados como:

N 1 N
T=te, ~2x0axi1a - b®

K=wT=114"x1,09 = 1,42

Determine os valores de K e & do sistema de malha fechada mostrado na Figura 5.53 para que o
maximo sobressinal da resposta ao degrau unitério seja 25% e o tempo de pico seja 2 s. Suponha
que J =1 kg-m*.
Solu¢ao. A fungdo de transferéncia de malha fechada é:

C(s) _ K

R(s)  Js*+ Kks + K

Substituindo J = 1 kg-m? na tiltima equagio, teremos:

C(s) _ K
R(s) s*+Kks+K

Note que, neste problema,
w,=vK, 2w,=Kk
O maximo sobressinal M, ¢:

_ = lw1-8
M,=e

cujo valor estd especificado em 25%. Entdo,

e Y 2 0,25

a partir do qual

{n
——— = 1,386
V=g
ou
{=10,404
A especificagdo do tempo de pico ¢, € de 2 s. Assim,
_ T _
t,= w, 2

Sistema de malha R(s) K 1 C(s)
fechada. »:’ @ Js s '

L
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ou
w,=1,57
Entdo, a frequéncia natural nao amortecida w, é:
OF 1,57

w, = = =1,72
J1-0  J1-0,404’
Portanto, obtemos:
K=w=1,72"=2,95N-m
p = 28w, _ 2X0,404x 1,72 _ 0.471s

K 2,95

A.5.5 A Figura 5.54(a) mostra um sistema mecanico vibratorio. Quando uma forca de 8,9 N (degrau
de entrada) é aplicada ao sistema, a massa oscila, como mostra a Figura 5.54(b). Determine m,
b e k do sistema a partir dessa curva de resposta. O deslocamento x ¢ medido a partir da posi¢do
de equilibrio.

Solucio. A fungao de transferéncia desse sistema é:

X(s) _ 1
P(s) ms*+bs+k

Como
8,9

s
N

P(s) =

obtemos:
8,9

X(s) = s(ms* + bs + k)

Segue-se que o valor de regime permanente de x ¢é:

8,9
k

x(o0) = lirr(}sX(s) = =0,03048 m

Entao,
k=292 N/m
Note que M, =9,5% corresponde a { = 0,6. O tempo de pico #, € dado por:

f=T — T __ T
! W, w, «/1 — §2 09 8(1),,
FIGURA 5.54
(a) Sistema 7
mecanico
vibratério; k X0 )
(b) curva de ’— P(8,9 N force)

resposta ao

m I~ ,L<),0029 m
degrau. 0,02048
l "L
X

S
Ny
[y
[T T
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A.5.6

A curva experimental mostra que ¢, = 2 s. Portanto,

3,14

w, = W = 1,96rad/s

Como w?, = k/m = 292/m, obtemos:

292 292
292 _ ~ 76K
o 1,96 &

n

m

Entdo, b ¢ determinado a partir de

28w, = b
m

ou
b=2lw,m=2 X 0,6 X 1,96 X 76 =179 N-s/m

Considere a resposta ao degrau unitario do sistema de segunda ordem

C(s) _ w,

n

R(s)  s*+20w,s + w?

A amplitude da senoide exponencialmente amortecida varia como os termos de uma série geomé-
trica. No instante 7= ¢, = n/ 0, a amplitude ¢ igual a e ©’*¥". Depois de uma oscilagdo, ou seja,
parat=1,+2n/w,=3n/ v, aamplitude & igual a ' *¥""; depois de outro ciclo de oscilagdo, a
amplitude é e ©’“?*", O logaritmo da relagdo de amplitudes sucessivas é denominado decremento
logaritmico. Determine o decremento logaritmico para esse sistema de segunda ordem. Descreva
um método para a determinacdo experimental do coeficiente de amortecimento a partir da taxa
de decremento da oscilacao.

Solugio. Vamos definir a amplitude da resposta oscilatoria em ¢ = ¢, como x;, onde #,= ¢,+ (i — 1)T
(T=periodo de oscilagdo). A relagdo de amplitudes em cada periodo das oscilagdes amortecidas ¢é:

X _ ef(o‘/wa)ﬂ
X, - e—(o/wk,)Srr

2(0/w,)T 2/ /1 =82

=e =€

Entdo, o decremento logaritmico 6 é:

§=In = _2Arm

X, J1=8

Esta ¢ uma fungdo apenas do coeficiente de amortecimento . Assim, o coeficiente de amorteci-
mento { pode ser determinado utilizando-se o decremento logaritmico.

Na determinagao experimental do coeficiente de amortecimento { a partir da taxa de decremento
das oscilagdes, medimos a amplitude x, no instante ¢ = #, € a amplitude x, no instante 7 = ¢, +
(n— 1)T. Note que € necessario escolher n suficientemente grande para que a relagdo x,/x, ndo
seja proxima de 1. Entdo,

X o= 2w/ 1-C

ou

Portanto,




Capitulo 5 — Anadlise de resposta transitéria e de regime estacionario 215

A.5.7 No sistema mostrado na Figura 5.55, os valores numéricos de m, b ¢ k sdo dados como m = 1 kg,
b =2 N-s/m e k=100 N/m. A massa € deslocada de 0,05 m e liberada sem velocidade inicial.
Determine a frequéncia da oscilacdo observada. Determine também a amplitude quatro ciclos
depois. O deslocamento x ¢ medido a partir da posi¢ao de equilibrio.

Solugéo. A equagdao de movimento para o sistema ¢€:
mi+bx+kx=0
Substituindo os valores numéricos de m, b ¢ k nessa equagao, temos:
X+2x+100x=0
onde as condigdes iniciais sdo x(0) = 0,05 e x(0) = 0. A partir dessa Ultima equagdo, obtemos a
frequéncia natural ndo amortecida w, e o coeficiente de amortecimento { como:
w,=10, =0,1
A frequéncia realmente observada nas oscilagdes ¢ a frequéncia natural amortecida .

w, = w,v1 - =10/1-0,01 =9,95rad/s

Na presente analise, ¥(0) é dada como zero. Assim, a solu¢do x(¢) pode ser escrita como:

¢
J1=0

x(t) = x(O)e‘C‘”"’<cos o, + sen a)dt>

Segue-se que, para t =nT, onde 7= 21/,
x(nT) = x(0)e ="
Consequentemente, a amplitude apds quatro ciclos é:
x( 4 T) _ x(O) o ondT — x(O) & O-DI0@)(0.6315)

=0,05¢ >**=0,05 X 0,07998 = 0,004 m

FIGURA 5.55
Sistema

amortecedor
massa-mola.

A.5.8 Obtenha a resposta ao degrau unitario, tanto analitica como computacionalmente, do seguinte
sistema de ordem superior:

C(s) _ _ 35 + 255> + 725 + 80
R(s)  s*+ 85’ +40s” + 965 + 80

[Obtenha a expansdo de C(s) em fracdes parciais com o MATLAB para o caso em que R(s) seja
um degrau unitario. ]

Solucéo. O Programa 5.18 em MATLAB gera a curva de resposta ao degrau unitario mostrada
na Figura 5.56. Ele também fornece a expansdo de C(s) em fragdes parciais, como segue:



216 Engenharia de controle moderno

Cls) = 38" +255 + 725 +80 1
(S)_ 4 3 2
s+ 8s” +40s° + 965 + 80 S

_ —0,2813 —,0,1719 = —0,2813 —;0,1719
B s+2—j4 s+2—j4

-0,4375  —0,375 n 1

s+2 (s+2y s
~—0,5626(s +2) = (0,3438)x 4
(s+2¢+4>  (s+2y+4°
_0,4375 0,375 n 1

s+ 2 _(s+2)2 s

Programa 5.18 em MATLAB

[3 25 72 80];

[1 8 40 96 80];
step(num,den);

= [0 30 1.2]; axis(v), grid

a =
o =
S 3
1} n

<

o

Para obter a expansdo em fragdes parciais
de C(s), digite os comandos

numl = [3 25 72 80];

denl = [1 8 40 96 80 0];

[r,p,k] = residue(numl,denl)

numl = [25 72 80];
denl = [1 8 40 96 80 0];
[r,p,k] = residue(numl,denl)

N o°
1]

e

o

r‘:
—-0.2813 - 0.1719i
—-0.2813 + 0.1719i
—-0.4375
-0.3750
—1.0000

—2.0000 + 4.0000i
—2.0000 — 4.0000i
—2.0000
—2.0000
-0
k =
(1
Entao, a resposta no tempo c(¢) pode ser dada por:
c(t) =—0,5626¢ * cos 4t + 0,3438¢ % sen 4t
~0,4375¢ ¥ - 0,375te > + 1

A curva de resposta ¢ uma superposicao de uma curva exponencial com uma senoide amortecida,
conforme se pode ver na Figura 5.56.




FIGURA 5.56
Curva de
resposta ao
degrau unitario.

A5.9
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Resposta ao degrau

Amplitude

0 ; ; ; ; ;
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Tempo (s)

Quando um sistema de malha fechada envolve uma dinamica no numerador, a curva de resposta
ao degrau unitario pode apresentar um grande sobressinal. Obtenha a resposta ao degrau unitario
do seguinte sistema, utilizando o MATLAB:

C(s) _ 10s+4
R(s) s*+4s+4

Obtenha também a resposta a rampa unitaria com o MATLAB.

Soluciio. O Programa 5.19 em MATLAB produz tanto a resposta ao degrau unitario como a
resposta a rampa unitaria do sistema dado. A curva de resposta ao degrau unitario e a curva de
resposta a rampa unitaria, juntamente com a entrada em rampa unitaria, sio mostradas nas figuras
5.57(a) e (b), respectivamente.

Observe que a curva de resposta ao degrau unitario apresenta um sobressinal superiora 215%. A
curva de resposta a rampa unitaria esta avancada em relagdo a curva do sinal de entrada. Esses
fendmenos ocorrem por causa da presenga de um grande termo derivativo no numerador.

Programa 5.19 em MATLAB

num = [10 4];

den = [1 4 4];

t =0:0.02:10;

y = step(num,den,t);

plot(t,y)

grid

title('Resposta do Degrau Unitario')
xTabel('t (s)')

ylabel('Output')

numl = [10 4];

denl [1440];

yl = step(numl,denl,t);
plot(t,t,'--",t,yl)

v = [0 10 0 10]; axis(v);

grid

title('Resposta a Rampa Unitaria')
xTabel('t (s)')

ylabel('Entrada e Saida em Rampa Unitaria')
text(6.1,5.0, 'Entrada em Rampa Unitaria')
text(3.5,7.1,"'Saida')
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FIGURA 5.57

(@) Curva de
resposta ao
degrau unitdrio
(b) curva de
resposta a rampa
unitaria com
entrada em
rampa unitaria.

AS5.10

Resposta ao degrau unitario
2,5 T T T T T T T T T

Saida

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1(s)
(2)
Resposta a rampa unitaria
10 T T T T T T T T T
9 R
8 -

" Entrada em rampa unitaria |

Entrada e saida em rampa unitaria
wn
T

Considere o sistema de ordem superior definido por:

C(s) _ 6,3223s> + 185 + 12,811
R(s)  s*+6s>+11,32235> + 185 + 12,811

Utilizando o MATLAB, desenhe a curva de resposta ao degrau unitario desse sistema. Utilizando
o MATLAB, obtenha o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal € o tempo
de acomodagcaio.

Solucio. O Programa 5.20 em MATLAB imprime a curva de resposta ao degrau unitario, bem
como fornece o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal e o tempo de acomo-
dagdo. A curva de resposta ao degrau unitario ¢ mostrada na Figura 5.58.
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Programa 5.20 em MATLAB

N M o°

e

desde 10% até 90% de

t = 0:0.02:20;

[y,x,t] = step(num,den,
plot(t,y)

grid

xlabel ('t (s)")
ylabel('Saida y(t)"')

r2
rise_time = (r2-rl1)*0.

rise time =
0.5800

[ymax,tp] = max(y);

peak_time

peak time
1.6600

max_overshoot = ymax-1

max_overshoot
0.6182

s = 1001; while y(s) >
settling time = (s-1)*0

settling_time =
10.0200

rl = 1; while y(rl) < 0.1, rl
1; while y(r2) < 0.9, r2

% —------ Este programa destina-se a desenhar a curva de resposta ao degrau
unitdrio bem como fornece o tempo de subida, o tempo de pico, o maximo sobressinal
0 tempo de acomodacao.

Neste programa o tempo de subida & o tempo requerido para que a resposta suba

seu valor final. -------

num = [6.3223 18 12.811];
den = [1 6 11.3223 18 12.811];

t);

title('Resposta ao Degrau Unitdrio')

rl+l; end;
r2+1; end;

02

(tp-1)*0.02

0.98 & y(s) < 1.02; s = s-1; end;
.02

FIGURA 5.58
Curva de
resposta ao
degrau unitario.

1.8

14 |

>

Saida y (7)
= = = =
3] SN [=)} [ore]

(=]

1’6 Fooo.

—
T

Resposta ao degrau unitario
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AS.11

FIGURA 5.59
Curvas de
resposta ao
degrau unitdrio
para os quatro
casos.

Considere o sistema de malha fechada definido por:

C(s) _ W,
R(s) s>+ 2Lw,s + 0>

Utilizando um 'for loop', escreva um programa em MATLAB para obter a resposta ao degrau
unitario desse sistema para os quatro casos seguintes:

Caso 1: (=03, o,=1
Cas02:(=0,5 w,=2
Cas03:=0,7, o,=4
Caso04:(=0,8, ®,=6
Solu¢iio. Defina w? = a e 2{w, = b. Entdo, os vetores a e b tém quatro elementos cada um, como segue:
a=[1 4 16 36]
b=[0,6 2 5,6 9,6]

Utilizando os vetores a e b, o Programa 5.21 em MATLAB fornece as curvas de resposta ao
degrau unitario, como mostra a Figura 5.59.

Programa 5.21 em MATLAB

= [1 4 16 36];
= [0.6 2 5.6 9.6];
0:0.1:8;
= zeros(81,4);
for i = 1:4;
num = [a(i)];
den = [1 b(i) a(i)];
y(:,i) = step(num,den,t);
end
plot(t,y(:,1),'0',t,y(:,2),"'x",t,y(:,3),'-",t,y(:,4),"'-.")
grid
title('Curvas de Resposta ao Degrau Unitdrio para os Quatro Casos')
xTabel ('t (s)')
ylabel('Satdas')
gtext('1")
gtext('2")
gtext('3")
gtext('4")

< &+ T o
1]

Curvas de resposta ao degrau unitario
para os quatro casos
1,4 T T T T T T T

Saidas




Capitulo 5 — Anadlise de resposta transitéria e de regime estacionario 221

A.5.12 Utilizando o MATLAB, obtenha a resposta a rampa unitaria do sistema de controle de malha
fechada, cuja funcao de transferéncia é:

C(s) _ s+ 10
R(s) s’ 465>+ 9s+ 10

Obtenha também a resposta desse sistema quando a entrada for dada por:

r=e 0,5¢
Solu¢io. O Programa 5.22 em MATLAB fornece a resposta a rampa unitaria ¢ a resposta a
entrada exponencial = e~ >, As curvas de resposta resultantes sdo mostradas nas figuras 5.60(a)
e (b), respectivamente.

Programa 5.22 em MATLAB

o =

% mmmmmmm - Resposta a Rampa Unitaria ---------

num = [1 10];

den = [1 6 9 10];

t = 0:0.1:10;

r=1t;

y = 1sim(num,den,r,t);
plot(t,r,'-',t,y,'0")

grid

title('Resposta & Rampa Unitaria com o Uso de Comando "Tsim"')
xTabel ('t (s)"')

ylabel('Saida')

text(3.2,6.5, 'Entrada em Rampa Unitdria')
text(6.0,3.1,'Saida")

% ==mmm——e- Resposta & Entrada rl = exp(-0.5t). ---------

num = [0 0 1 10];

den = [1 6 9 10];

t =0:0.1:12;

rl = exp(-0.5*%t);

yl = Tsim(num,den,rl,t);
plot(t,rl,'-',t,yl,'0")

grid

title('Resposta a Entrada rl = exp(-0.5t)")
xlabel ('t (s)')

ylabel('Entrada e Saida')

text(1.4,0.75, 'Entrada r1 = exp(-0.5t)")
text(6.2,0.34,'Saida")
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FIGURA 5.60
(@) Curva de
resposta a
rampa unitaria;
(b) resposta

a entrada
exponencial

r o= e %

A.5.13

Resposta a rampa unitaria com o uso do comando ‘Isim’
10 T T T T T T T T T

Saida
wn

Resposta a entrada r) = ¢ '
1 T T T T T

0,5¢

Entradar =e"

Entrada e saida

0 2 4 6 8 10 12

Obtenha a resposta do sistema de malha fechada definido por:

Cs) _ 5
R(s) s*+s5+5

quando a entrada 7(¢) for dada por:
H)=2+t
[A entrada 7(f) ¢ uma entrada em degrau de valor 2 mais a entrada em rampa unitaria. |

Solugao. Um programa possivel é o Programa 5.23 em MATLAB. A Figura 5.61 mostra a curva
de resposta resultante, juntamente com o tragado da funcdo de entrada.
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Programa 5.23 em MATLAB

num = [5];

den = [1 1 5];

t = 0:0.05:10;

r = 2+t;

¢ = 1sim(num,den,r,t);
plot(t,r,'-',t,c,'0")

grid

title('Resposta a Entrada r(t) =2 + t')
xlabel ('t (s)')

ylabel('Saida c(t) e Entrada r(t) =2 + t')

FIGURA 5.61
Resposta a Resposta a entrada r(f) =2 + ¢
entrada 12 — T
=2+t

T

(@]

I

T

<

el

g

5

[

1

[+

=

53

2]

A.5.14 Obtenha a resposta do sistema mostrado na Figura 5.62, quando a entrada 7(¢) for dada por:

()= 5—12

[A entrada r(7) ¢ uma entrada em acelerac¢do unitaria. |

FIGURA 5.62
Sistema de R(s) ) C(s)
controle. — X sGs + 1)

Solucio. A fungdo de transferéncia de malha fechada é:

Cls) _ 2
R(s) s*+s+42

O Programa 5.24 em MATLAB fornece a resposta a aceleragao unitaria. A Figura 5.63 mostra a
resposta resultante, juntamente com a entrada em acelerag@o unitaria.
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Programa 5.24 em MATLAB

num = [2];

den = [1 1 2];

t = 0:0.2:10;

r = 0.5%t."2;

y = 1sim(num,den,r,t);
plot(t,r,'-',t,y,'0',t,y,"'-")

grid

title('Resposta a Aceleracdo Unitaria')
xTabel ('t (s)"')

ylabel('Entrada e Saida')
text(2.1,27.5,'Entrada em Aceleracdo Unitaria')
text(7.2,7.5,'Saida")

FIGURA 5.63

Resposta a Resposta a acelera¢do unitaria
50 T T T T T T T T T

entrada em
aceleracao
unitaria.

Entrada e saida

A.5.15 Considere o sistema definido por:

C(s) _ 1

R(s)  s*+2¢s+1

onde { =0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 e 1,0. Escreva um programa em MATLAB utilizando um 'for loop'
para obter os graficos bidimensional e tridimensional da saida do sistema. A entrada ¢ a fungao
degrau unitario.

Solucio. O Programa 5.25 em MATLAB ¢ uma op¢ao de programa para obter os graficos bidi-
mensional e tridimensional. A Figura 5.64(a) mostra o grafico bidimensional das curvas de res-
posta ao degrau unitario para varios valores de {. A Figura 5.64(b) exibe o grafico tridimensional
obtido pelo comando 'mesh(y)' e a Figura 5.64(c) é obtida com o uso do comando 'mesh(y’)".
(Esses dois graficos tridimensionais sdo basicamente os mesmos. A Unica diferenca € que o eixo
X € 0 eixo y sdo permutados.)
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Programa 5.25 em MATLAB

t =0:0.2:12;
for n = 1:6;
num = [1];
den = [1 2*(n-1)*0.2 1];

[y(1:61,n),x,t] = step(num,den,t);
end

plot(t,y)

grid

title('Curvas de Resposta ao Degrau Unitario')

xTabel('t s')

ylabel('Sa7das"')

gtext('\zeta = 0'),

gtext('0.2')

gtext('0.4")

gtext('0.6")

gtext('0.8")

gtext('1.0")

o

Para desenhar um grafico tridimensional, digite o seguinte comando: mesh(y) ou mesh(y').
Mostramos dois graficos tridimensionais, um usando 'mesh(y)' e o outro usando
'mesh(y')"'. Esses dois graficos sdao os mesmos, exceto que oS eiXos X e sdao y sao
permutados.

N P

o

mesh (y)
title('Grafico Tridimensional das Curvas de Resposta do Degrau Unitario com o Uso do Comando
umesh(y)ui)

xlabel('n, onde n = 1,2,3,4,5,6"')
ylabel('Valores de Tempo Computados')
zlabel('Saidas')

mesh(y")

title('Grafico Tridimensional das Curvas de Resposta ao Degrau Unitario com o Uso do Comando
"mesh(y permutado)"')

xTabel('Valores de Tempo Computados')

ylabel('n, onde n = 1,2,3,4,5,6")

zlabel('Saidas')

FIGURA 5.64
(a) Gréfico Curvas de resposta ao degrau unitario
bidimensional 2
das curvas de 18 b
resposta ao

oo 1,6 F
degrau unitario;
(b) gréfico 1.4t
tridimensional

1,2

das curvas de o
resposta ao E o
degrau unitario 2 08
com 0 uso
do comando 0,6 frfy
'mesh(y)' 04
(c) gréfico
tridimensional 02 r
das curvas de 0
resposta ao 0
degrau unitario
com 0 uso
do comando (a)

'mesh(y’)'.
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Grafico tridimensional das curvas de resposta ao
degrau unitario com o uso do comando 'mesh(y)'.

Saida

"6
Valores de tempo computados n,onden=1,2,3,4,5,6
(®)
Grafico tridimensional das curvas de resposta ao degrau
unitario com o uso do comando 'mesh(y permutado)'.
3
5
R
n
70

n,onden=1,2,3,4,5,6 Valores de tempo computados

A.5.16 Considere o sistema submetido a condi¢ao inicial dada a seguir:

X 0 1 0][x] [x(0) 2
L= 0 0 1|x, [x0)|=
w10 =17 =8)lx] )] o5
X
y=[1 0 0]|x,
X3

(Nao ha funcao de entrada ou func¢do de for¢a nesse sistema.) Obtenha a resposta y(t) versus t
para a condi¢do inicial dada, utilizando as equagdes 5.58 e 5.60.
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Solu¢do. Uma opgdo de programa MATLAB baseado nas equagdes 5.58 ¢ 5.60 ¢ o Programa
5.26 em MATLAB. A Figura 5.65 mostra a curva de resposta resultante. (Note que o problema
foi resolvido com o uso do comando 'initial' no Exemplo 5.16. A curva de resposta resultante
aqui ¢ exatamente a mesma mostrada na Figura 5.34).

Programa 5.26 em MATLAB

= 0:0.05:10;

[010;001;-10 -17 -8];

= [2;1;0.5];

c=[1 0 0];

[y,x,t] = step(A,B,C*A,C*B,1,t);
plot(t,y)

grid;

title('Resposta a Condicdo Inicial')
xTabel ('t (s)')

ylabel('Saida y')

@ = o+
n

FIGURA 5.65
Resposta y(t) a
condicdo inicial
dada.

Resposta a condi¢ao inicial

2,5

Saida y

A.5.17 Considere a seguinte equagdo caracteristica:
SHKS+sP+s+1=0
Determine o intervalo de valores de K para que o sistema seja estavel.

Solucio. A matriz dos coeficientes de Routh é:

st 1 1
s K 1 0
s K—1 1
K
st 1 — K2
K—1
s 1

para que haja estabilidade, ¢ necessario que:
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K>0

K—-1
7 >0

_ K
1 T >0
A partir da primeira e da segunda condi¢@o, K deve ser maior que 1. Note que, para K> 1, o termo
1 - [K*/(K — 1)] é sempre negativo, pois
K—1-K>_—-1+K1-K)

K-1 K—-1 <0

Assim, as trés condi¢cdes ndo podem ser satisfeitas simultaneamente. Entdo, ndo existe um valor
de K que permita a estabilidade do sistema.

Considere a equacao caracteristica dada por:
as"+a,s ' +as"t+.. +a, s+a,=0 (5.67)

O critério de estabilidade de Hurwitz, apresentado a seguir, fornece condi¢des para que todas as
raizes tenham partes reais negativas em termos dos coeficientes dos polindmios. Conforme as dis-
cussoes sobre o critério de estabilidade de Routh, na Secdo 5.6, para que todas as raizes tenham
partes reais negativas, todos os coeficientes a devem ser positivos. Esta é uma condigdo necessaria,
mas ndo suficiente. Se essa condi¢ao ndo for satisfeita, isso indicara que algumas das raizes tém
partes reais positivas ou sdo imagindrias ou nulas. A condicao suficiente para que todas as raizes
tenham parte real negativa ¢ dada pelo seguinte critério de estabilidade de Hurwitz: se todos os
coeficientes do polindmio forem positivos, eles serdo organizados no seguinte determinante:

a ay as - 0 0 0

a, a, a, .

0 g a5 -+ a, 0 O
A,=10 ay a - a,, 0 0
a,, a, 0

a,; a,; 0

000 - a4 a,, a,

onde, para s > n, substituimos a, por zero. Para que todas as raizes tenham parte real negativa, é
necessario e suficiente que os menores principais sucessivos de A, sejam positivos. Os menores
principais sucessivos sdo os seguintes determinantes:

ap as -t Uy

ay dy =+ oy

A=10 aq - ays| (=1,2,...n—=1)

0 0 Dy al
onde a, =0 se s > n. (Note que algumas das condi¢des para os determinantes de ordem inferior estao
incluidas nas condi¢des dos determinantes de ordem mais elevada.) Se todos esses determinantes
forem positivos e a,> 0, como foi admitido anteriormente, o estado de equilibrio do sistema, cuja
equagao caracteristica ¢ dada pela Equagdo 5.67, sera assintoticamente estavel. Observe que, para

o critério de estabilidade, ndo sdo necessarios os valores exatos dos determinantes, mas somente
o sinal desses determinantes. Agora, considere a seguinte equagao caracteristica:

ays* + a5’ +a* +as+a,=0
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Obtenha as condi¢des de estabilidade utilizando o critério de estabilidade de Hurwitz.

Solucio. As condigdes para que se tenha estabilidade sdo que todos os coeficientes a sejam
positivos e que

a, a,

Azz

=aa,— aya; > 0

a a; 0
A3 =|dy ap ay
0 a a;
_ 2
=q (azas —aq a4) — aya;

= ay(aya, — ayas) — ata, >0

E evidente que, se todos os coeficientes a forem positivos e se a condigao A, > 0 for satisfeita, a
condi¢do A, > 0 também sera atendida. Portanto, para que todas as raizes da equagao caracteris-
tica em questdo tenham parte real negativa, ¢ necessario e suficiente que todos os coeficientes «
sejam positivos e que A; > 0.
A.5.19 Mostre que a primeira coluna da matriz de Routh de
s"tas" ' tas"t+ .. +a, sta,=0

¢ dada por:

LA D A

>
>

-

onde

a, a, a 1 0
A=|a aaa. 0| m=r=1)
az’,_l . . . . ar

a,=0 sek>n

Solucio. A matriz dos coeficientes de Routh tem a seguinte forma:

1 a a a; .. a,
a, a; as

b, b, b,

c G

O primeiro termo da primeira coluna da matriz de Routh € 1. O proximo termo da primeira coluna
¢ a,, que ¢ igual a A,. O proximo termo ¢é b,, que ¢é igual a:
aa,—a; _ A,

a, A

O proximo termo na primeira coluna é ¢,, que ¢ igual a:
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ad, —dy

a; — a
a, 3 1

adg — ds
a

ba; —ab,
by

aa, —a;
a

2 2
aya,ay — as — aj a, + a,as
aa, — a

_ A
=A,

Os termos restantes na primeira coluna da matriz de Routh podem ser determinados de modo
analogo.

A matriz de Routh possui a propriedade de que os ultimos termos nao nulos de qualquer coluna
$30 0s mesmos, isto €, se a matriz for:

(10 (12 a4 a6

a, as as a

b, b, b,
¢ G
d, d,

e e

S

8

entao
A =C =6, =4
e se a matriz for:

(10 (12 a4 a6

by by, b,
c, ¢ 0
d, d,
e, 0
S
entdo
as=bs;=d,=f,
Em qualquer um dos casos, o ultimo termo da primeira coluna ¢ igual a @, ou
g =Ba, _ A
! An—l An—l

Por exemplo, se n =4, entdo
a 1 00 a 1 00
ay a, a 1 a, a, a; 1
A4 = = 0 = A3a4
as dy as a as a; a
a; ag as a, 0 0 0 a
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Assim, foi demonstrado que a primeira coluna da matriz de Routh é dada por:
A, A A,
15 A]’ A] B Az s s A

n—1

Mostre que o critério de estabilidade de Routh e o critério de estabilidade de Hurwitz sao equi-
valentes.

Solucio. Se escrevermos todos os determinantes de Hurwitz na forma triangular

*
ay

ay

A = . , (=1,2,...,n)

i
0 aj
onde os elementos abaixo da linha diagonal sdo todos zeros e os elementos acima sdo valores
quaisquer, entdo as condi¢cdes de Hurwitz para a estabilidade assintdtica se tornam:
A =a,ay ...a;>0, (i=1,2,..,n)
que sdo equivalentes as condicdes
a,>0, a,>0, .., a,>0

nn

Mostraremos que essas condigdes sdo equivalentes a
a1>0: b1>03 Cl>0,

onde a,, by, ¢y, ... s3o elementos da primeira coluna na matriz de Routh.

Considere, por exemplo, o seguinte determinante de Hurwitz, que corresponde a i = 4:

a, az as da;

ag a4 a4 dg

0 a a; as

0 a a, a,

O determinante ficard inalterado se a linha i for subtraida & vezes da linhaj. Subtraindo da segunda
linha a,/a, vezes a primeira linha, obtemos:
a a3 ds g

0 ay ay ay

A, =
0 a a as
0 a a a,
onde
an=a
A
A== g 45
Ay
3 =ds— g 45
Ay
oy =ds— g 4

De forma similar, subtraindo da quarta linha a,/a, vezes a terceira linha, obtemos
a, az ds a;
0 @y ay ayy
0 a a; a5

A, =
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onde

Gn=a,-% ¢4
B

du=a,— % g

44 4 a 5

Em seguida, subtraindo da terceira linha a, /a,, vezes a segunda linha, temos:
ay 4z as d
0 ay ay ay

A, =
4 0 0 a4y ay
onde
a
A3 =d3— ¢, 92
a

A3 =ds— g, o

Por fim, subtraindo da tltima linha d,;/a,; vezes a terceira linha, obtemos:
a4z as dg
0 ay ay ay
0 0 ay ay
0 0 0 ay

A, =

onde

~ a43
QAgq = gy — — A3y
33

A partir dessa analise, vemos que:
Ay=ay anas;ay,
As=ayanas;
Ay =ayay
Ay =ay
As condi¢des de Hurwitz para a estabilidade assintdtica
A>0, A>0, A>0, A>0,
reduzem-se as condicdes
an>0, a»>0, a;>0, ayu>0,
A matriz de Routh para o polindmio
a* + a8’ +a,* +as+a,=0

onde a,> 0 e n =4, é dada por:

a, a, a,
a, as

b, b,

¢
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Observando a matriz de Routh, vemos que:
an = a

)
@y =a,——ay = b
a

_ a _ab—ab, _
a3z = d; — Ay =——"7—=0q

) by

_ 5 Ay _ _
Ay = Ay —— a3y = a, = d,
sz

(A ultima equagao ¢ obtida a partir do fato de que ay, =0, 4,4, = a, ¢ a, = b, = d,.) Entdo, as con-
digdes de Hurwitz para a estabilidade assintdtica tornam-se:

a,>0, b>0, ¢,>0, d,>0
Assim, fica demonstrado que as condi¢cdes de Hurwitz para a estabilidade assintdtica podem
ser reduzidas as condi¢des de Routh para a estabilidade assintética. O mesmo argumento pode ser

estendido aos determinantes de Hurwitz de qualquer ordem, e a equivaléncia entre o critério
de estabilidade de Routh e o de Hurwitz pode ser estabelecida.

Considere a equagao caracteristica

'+ 288+ (4+K)s*+ 95 +25=0
Utilizando o critério de estabilidade de Hurwitz, determine o intervalo de valores de K para que
haja estabilidade.
Solucio. Comparando a equacao caracteristica a seguir:

S 28+ 4+ K)s*+95+25=0
com a seguinte equagao caracteristica de quarta ordem:

as* + a8+ a,s* tas+a, =0
temos:
a=1, a=2, a=4+K, a;=9, a,=25

O critério de estabilidade de Hurwitz estabelece que A, ¢ dado por:
a a 0 0
a, a, a, 0
0 a a; O
0 a a, a,

A4=

Para que todas as raizes tenham parte real negativa, ¢ necessario e suficiente que os menores
sucessivos principais de A, sejam positivos. Os menores sucessivos principais sao:

A1=|a1|=2

a, a 2 9
A =" 3:‘ ‘:21{—1
2" a, a 1 4+K

a a, 0 2 9 0
A =la, a, a;|=|1 44K 25|=18K— 109
0 g a; 0 2 9

Para que todos 0s menores principais sejam positivos, € necessario que A, (i = 1, 2, 3) seja posi-
tivo. Portanto, devemos ter:

2K—-1>0
18K —-109>0
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A5.22

FIGURA 5.66
Sistema de
controle.

A.5.23

FIGURA 5.67
Diagrama

de blocos de
um sistema
de controle de
velocidade.

de onde concluimos que a regido de K para que haja estabilidade é:

109
K= 18

Explique por que o controle proporcional de uma planta que nao possui propriedade de integra-
¢do (o que significa que a funcdo de transferéncia da planta ndo inclui o fator 1/s) apresenta erro
residual na resposta ao degrau.

Solucio. Considere, por exemplo, o sistema mostrado na Figura 5.66. Se, em regime permanente,
¢ for igual a uma constante ndo nula igual a 7, entdo e =0 e u = Ke = 0, resultando em ¢ =0, o
que contradiz a suposi¢do de que ¢ = r = constante nio nula.

Esse sistema de controle requer um erro residual ndo nulo. Em outras palavras, se e for igual, em
regime permanente, a #/(1 + K), entdo u = Kr/(1 + K) e ¢ = Kr/(1 + K), o que resulta no sinal de
erro e = 7/(1 + K). Assim, o erro residual de 7/(1 + K) deve existir nesse sistema em particular.

r e u 1 c
K > >
Ts +1

T

O diagrama de blocos da Figura 5.67 mostra um sistema de controle de velocidade no qual o
elemento de saida do sistema ¢ submetido a um distarbio de torque. No diagrama, w,(s), w(s), 7(s)
e D(s) sdo as transformadas de Laplace da velocidade de referéncia, da velocidade de saida, do
torque de excitagdo e do disturbio de torque, respectivamente. Na auséncia de um distarbio
de torque, a velocidade de saida ¢ igual a velocidade de referéncia.

D(s)

Q,(s) E(s) T(s) | Q(s)
K >+ > - -
C E 3 Js

|

Analise a resposta desse sistema a um degrau unitario do torque de distirbio. Suponha que a
entrada de referéncia seja zero ou w,(s) = 0.

Solucio. A Figura 5.68 ¢ um diagrama de blocos convenientemente modificado para essa analise.
A funcdo de transferéncia de malha fechada ¢:

Qp(s) __ 1
D(s) Js+K

onde wy(s) ¢ a transformada de Laplace da velocidade de saida causada pelo torque de disturbio.
Para um torque de distiirbio em degrau unitario, a velocidade de saida em regime permanente ¢:



FIGURA 5.68
Diagrama de
blocos do
sistema de
controle

de velocidade
da Figura 5.67,

quando w(s) = 0.

A.5.24
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05(20) = limsQ, (s)

_ 1 s 1
_.lsgl(}Js—HK s
-1

K

A partir dessa analise, concluimos que, se um distlirbio de torque em degrau for aplicado ao ele-
mento de saida do sistema, resultara em um erro de velocidade, de modo que o torque resultante
do motor cancelara exatamente o disturbio de torque. Para desenvolver esse torque do motor, €
necessario que haja o erro na velocidade, de modo que resulte em um torque nao nulo. (A dis-
cussdo continua no Problema A.5.24.)

D(s) ) Qp(s)
' (X) o

L

No sistema considerado no Problema A.5.23, deseja-se eliminar, tanto quanto possivel, os erros
de velocidade causados por disturbios de torque.

E possivel cancelar o efeito de um disturbio de torque em regime permanente, de tal modo que
um distirbio de torque constante aplicado ao elemento de saida ndo cause alteracao da velocidade
em regime permanente?
Solucéo. Suponha que escolhamos um controlador conveniente, cuja fungdo de transferéncia
¢ G,(s), como mostra a Figura 5.69. Entdo, na auséncia da entrada de referéncia, a fungdo de
transferéncia de malha fechada entre a velocidade de saida w,(s) e o disturbio de torque D(s) é:

1

Q(s) _ Js
+ —Gc N
75 Ge(s)

_ 1
~ s+ Ge(s)

A velocidade de saida em regime permanente em virtude de um distarbio de torque em degrau
unitario é:

(29 = 1imsQy (5

_ s 1
= L Js+ G.(s) s
_ 1
G.(0)
Para satisfazer a condi¢do
wp(0) =0

devemos optar por G.(0) = . Isso pode ser realizado se escolhermos

G(s)= =
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FIGURA 5.69
Diagrama

de blocos de
um sistema

de controle
de velocidade.

FIGURA 5.70

Diagrama de D(s) X Qp(s)

blocos do sistema > @ N 2=
A

de controle de

velocidade da Figura

5.69, quando Ks+K

Gls) =K, + (Kis) e

Q,(s) = 0.

D(s)

Q(s) E(s) T(s) Q(s)
G (s) —>—(* - >

A acdo de controle integral continuard a corrigir o erro até que ele se anule. Esse controlador,
entretanto, apresenta um problema de estabilidade, porque a equagao caracteristica mostra duas
raizes imaginarias.

Um método de estabilizagdo para esse sistema ¢ adicionar um modo proporcional ao controlador,
ou seja, escolher

K

GC(S) = KP + T

Com esse controlador, o diagrama de blocos da Figura 5.69, na auséncia da entrada de refe-

réncia, pode ser modificado para o da Figura 5.70. A fungdo de transferéncia de malha fechada
w,(s)/D(s) torna-se:

Qp(s) _ s
D(s) U +K,s+K

Para um torque de distiirbio em degrau unitario, a velocidade de saida em regime permanente ¢:

2
wp () = limsQ (s) = lim——5 L ¢
50 =0 Js* +K,s+K S
Entdo, vemos que o controlador proporcional-integral elimina o erro de velocidade em regime
permanente.

O uso da agdo de controle integral aumenta a ordem do sistema em uma unidade. (Isso tende a
produzir uma resposta oscilatoria.)

No presente sistema, um torque de distiirbio em degrau causara um erro transitorio na velocidade
de saida, mas o erro se tornara nulo em regime permanente. O integrador produz uma saida nao
nula com erro nulo. (A saida ndo nula do integrador produz um torque no motor que cancela
exatamente o torque de distarbio.)

Note que, mesmo que o sistema tenha um integrador na planta (por exemplo, um integrador na
funcao de transferéncia da planta), isso ndo elimina o erro estacionario em razao de um torque
de disturbio em degrau. Para elimina-lo, devemos ter um integrador antes do ponto de entrada
do torque de disturbio.
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A.5.25 Considere o sistema mostrado na Figura 5.71(a). O erro estacionario a uma entrada em rampa
unitaria ¢ e, =2{/w,. Mostre que esse erro pode ser eliminado, se a entrada no sistema for feita
por meio de um filtro proporcional-derivativo, como pode ser visto na Figura 5.71(b), e o valor
de k for estabelecido adequadamente. Note que o erro e(¢) ¢ dado por r(¢) — (7).

Solucdo. A fungdo de transferéncia de malha fechada do sistema mostrado na Figura 5.71(b) é:
Cs) (I +ks)w,
- 2 2
R(s) 57+ 20w,s + w;
Entao,
2 2
s°+28w,s — w;ks
R(s)— C(s) = [ — |R(s)
s°+28w,s + w;
Se a entrada for uma rampa unitaria, entdo o erro estacionario sera:
e(00) = r(o0) — c(o)
2 2
. s° 4+ 28w,s — wyks | 1
= lims(— o
s=0 | 574+ 20w,s + w, [s
— chn — (Dik
)
Portanto, se k é escolhido como
po 2t
O‘)n
pode-se fazer que o erro estaciondrio, para seguir a entrada em rampa, seja zero. Note que, se
existir variagdo nos valores de  e/ou w, causada por mudangas ambientais ou de envelhecimento
dos componentes, pode-se ter como resultado um erro estacionario nao nulo.
FIGURA 5.71
(a) Sistema 02 R(s) o2 C(s)
de controle; _’@}’ S+ 200, e *@" S+ 200y >
(b) sistema de
controle com filtro 1
de entrada.
@ (b
A.5.26 Considere o sistema de controle estavel com realimentagdo unitaria, com funcdo de transferéncia

no ramo direto G(s). Suponha que a fun¢do de transferéncia de malha fechada possa ser escrita
como:
Cs)  G(s) _ (Ts+O)Ts+1)-(T,s+1)
R(s) 1+G(s) (Os+D)(Gs+1)--(Ts+1)

(m =< n)

Mostre que

fme(t)dt=(T1+T2+---+T,1)—(7;+7;,+---+Tm)
0

onde e(t) = r(t) — c(¢) € o erro na resposta ao degrau unitario. Mostre também que

11 -
K, = TimsG(s) G+ L+t L) -+ T+ + 1)
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Solug¢ao. Vamos definir
(Ts+1)T,s+1)..(T,s+1)=P(s)

e
(Ts+1)(Tos +1) ... (T,s +1)=0(s)
Entao
Cls) _ Pls)
R(s)  QO(s)
e

E(S) — Q(S)stf(s)

Para uma entrada em degrau unitario, R(s) = 1/s e

Como o sistema ¢ estavel, [,"e(f)dt converge para um valor constante. Observando que

R(s)

fo " e(t)dr = lims EES) = lim £(s)
temos
S _ o O(s) = P(s)
fo e(t)dt = 151% SO0)
_ i Q'(s) = P'(s)
=0 +50)
= lim[Q'(s) — P'(s)]
Como
limP'(s)=T,+ T, + ..+ T,
imQ'(s) =Ty + T, +..+ T,
temos

fme(z)dt=(T] + T+ A T)—(L+ T, + ..+ T,)
0
Para uma entrada em degrau unitario »(¢), sendo

o L T B _ 1 1_ 1 _ 1
fo e()dr = limE(s) = lim 75 R6) = M6y limsG(s) ~ K,

temos:

1 1
—=——=0O+L+ - +T)-T+T,+-+1T,
K, 11r13sG(s) G+ T )= ( b )
P
Observe que os zeros no semiplano esquerdo (isto é, 7, T}, ..., T,, positivos) melhorardo K. Polos
proximos a origem ocasionam baixas constantes de erro de velocidade, a menos que existam
zeros nas proximidades.

| Problemas

B.5.1 Um termometro requer 1 minuto para indicar 98% da resposta a uma entrada em degrau. Supondo
que o termOmetro seja um sistema de primeira ordem, determine a constante de tempo.



B.5.2

B.5.3

B.5.4

FIGURA 5.72
Sistema
mecanico.

B.S.S

B.5.6

FIGURA 5.73
Oscilacao
decrescente.
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Se o termdémetro for imerso em um banho, cuja temperatura muda linearmente a uma taxa de
10°/min, qual sera o erro apresentado pelo termometro?

Considere a resposta ao degrau unitario do sistema de controle com realimentagao unitaria cuja
funcdo de transferéncia de malha aberta seja:

_ 1
=G+

Obtenha o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal e o tempo de acomodacgao.
Considere o sistema de malha fechada dado por:
C(s) _ W

n

R(s)  s* 420w, + w?

Determine os valores de { e de w, de modo que o sistema responda a uma entrada em degrau com
aproximadamente 5% de sobressinal e com um tempo de acomodagdo de 2 segundos. (Utilize
o critério de 2%.)

Considere o sistema mostrado na Figura 5.72. O sistema est4 inicialmente em repouso. Suponha
que o carro seja posto em movimento por uma forga impulsiva de valor unitario. O sistema pode
ser parado por outra for¢a impulsiva?

Forga i
impulsiva_____| m

3(1)
Q_ QO

Obtenha a resposta ao impulso unitario e a resposta ao degrau unitario de um sistema com rea-
limentacao unitéria cuja funcdo de transferéncia de malha aberta seja:

Gls) = 2 4L

Sabe-se que a funcao de transferéncia de um sistema oscilatorio tem a seguinte forma:

W,

G(s) = ——"T"——
(s) §* 4+ 28w, + w?

Suponha que haja um registro da oscilagdo com amortecimento, como mostra a Figura 5.73.
Determine o coeficiente de amortecimento { do sistema a partir do grafico.
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B.5.7 Considere o sistema mostrado na Figura 5.74(a). O coeficiente de amortecimento do sistema ¢
0,158 e a frequéncia natural ndo amortecida ¢ 3,16 rad/s. Para melhorar a estabilidade relativa,
utilizamos a realimentacao tacométrica. A Figura 5.74(b) mostra esse sistema com o tacometro
no ramo de realimentagao.

Determine o valor de K, de modo que o coeficiente de amortecimento seja 0,5. Desenhe as curvas
de resposta ao degrau unitario do sistema original e do sistema com realimentacao tacométrica.
Desenhe também as curvas de erro versus tempo para a resposta a rampa unitaria de ambos
0s sistemas.

FIGURA 5.74
(a) Sistema R(s) 10 Cls)
de controle; s(s+1) g

(b) sistema de
controle com

realimentacao
tacométrica.

()

R(s)
I~ & i -

Kh <€

Y
|

(b)

B.5.8 Considerando o sistema apresentado na Figura 5.75, determine os valores de K e k, de modo
que o sistema tenha um coeficiente de amortecimento  igual a 0,7 e uma frequéncia natural nao
amortecida w, de 4 rad/s.

FIGURA 5.75

Sistema de malha R(s) C(s)
K 1
fechada. @ @ s +2 s g

©

B.5.9 Considere o sistema mostrado na Figura 5.76. Determine o valor de £ de modo que o coeficiente
de amortecimento  seja 0,5. Entdo, obtenha o tempo de subida #,, 0 tempo de pico #,, 0 maximo
sobressinal M, e o tempo de acomodagdo 7, na resposta ao degrau unitario.



FIGURA 5.76
Diagrama de
blocos de um
sistema.

B.5.10

B.5.11

B.5.12

B.5.13
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()

R(s)
I~ s 5

Utilizando o MATLAB, obtenha a resposta ao degrau unitario, a rampa unitaria e ao impulso
unitario do seguinte sistema:

C(s) _ 10
R(s) s +2s+10

onde R(s) e C(s) sdo as transformadas de Laplace da entrada (¢) e da saida c(¢), respectivamente.

Utilizando o MATLAB, obtenha a resposta ao degrau unitario, a rampa unitaria e ao impulso
unitario do seguinte sistema:

] _[=1 -0.5|[x], [0.5]
Sl 0 |lxlT]o
y—[10]x2

onde u ¢ a entrada e y, a saida.

Obtenha o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobressinal e o tempo de acomodagio,
na resposta ao degrau unitario, do sistema de malha fechada dado a seguir, tanto analitica como
computacionalmente:

C(s) _ 36
R(s)  s*42s+36

A Figura 5.77 mostra trés sistemas. O sistema [ é um servossistema posicionador. O sistema II
¢ um servossistema posicionador com ac¢ao de controle PD. O sistema III ¢ um servossistema
posicionador com realimentagao de velocidade. Compare as respostas ao degrau unitario, ao
impulso unitario e a rampa unitaria dos trés sistemas. Qual dos sistemas ¢ melhor com respeito
a velocidade de resposta e a0 maximo sobressinal na resposta ao degrau?
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FIGURA 5.77
Servossistema
posicionador
(Sistema 1),
servossistema
posicionador
com agao de
controle PD
(Sistema Il) e
servossistema
posicionador
com
realimentacao
de velocidade
(Sistema IlI).

B.5.14

FIGURA 5.78

Sistema de
controle
de posicao.

B.5.15
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R(s) ; )
5 = =
s(5s+ 1)
Sistema |
R(s) 1 Cu(s)
—H:% ! 5(1 + 0,85) =
s(5s+ 1)
Sistema II
R(s) . . 1 1 Cuui(s)
»A‘ &“ > Ss+ 1 o T o
0,8 |-
Sistema IIT

Considere o sistema de controle de posi¢cao mostrado na Figura 5.78. Escreva um programa em
MATLAB para obter a resposta do sistema ao degrau unitario, bem como a resposta a rampa
unitaria. Desenhe as curvas x,(¢) versus t, x,(f) versus t, x;(t) versus t e e(t) versus t [onde e(f) =
r(f) — x,(¢)] tanto para a resposta ao degrau unitario como para a resposta a rampa unitaria.

r e X X X
1 3 2 2 1 1
—»(2)—» 4 —»(8)—» — 5 -
s 0,1s+ 1 K

Utilizando o MATLAB, obtenha a curva de resposta ao degrau unitario do sistema de controle
com realimentacdo unitaria cuja fun¢do de transferéncia de malha aberta seja

— 10
Gs) = s(s+2)(s +4)

Utilizando o MATLAB, obtenha também o tempo de subida, o tempo de pico, 0 maximo sobres-
sinal e o tempo de acomodagdo na curva de resposta ao degrau unitario.



B.5.16

B.5.17

B.5.18

B.5.19

B.5.20

B.5.21

B.5.22

FIGURA 5.79

Sistema de malha
fechada.

B.5.23
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Considere o sistema de malha fechada definido por:

C(s)  2ls+1
R(s) > +2¢s+1

onde { = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 e 1,0. Utilizando o MATLAB, desenhe um grafico bidimensional
das curvas de resposta ao impulso unitario. Desenhe também um grafico tridimensional dessas
curvas de resposta.

Considere o sistema de segunda ordem definido por:

C(s) _ s+ 1
R(s) s +20s+1

onde { = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 ¢ 1,0. Desenhe um grafico tridimensional das curvas de resposta ao
degrau unitario.

Obtenha a resposta a rampa unitaria do sistema definido por:

)'cl_ 0 1 x1+0u
-1 =1]|x, 1
y=[ O]X2

onde u ¢ a entrada em rampa unitéria. Utilize o comando Isim para obter a resposta.
Considere o sistema dado pela equacao diferencial

¥+3y+2y=0, y(0)=0,1, y(0)=0,05
Usando o MATLAB, obtenha a resposta y(7), sujeita a condicao inicial indicada.

Determine o intervalo de valores de K para a estabilidade do sistema de controle com realimen-
tacdo unitaria cuja fung@o de transferéncia de malha aberta seja:

K
0= G e+

Considere a seguinte equacgdo caracteristica:
S 287+ 4+ K)s*+95+25=0
Utilizando o critério de estabilidade de Routh, determine o intervalo de K para a estabilidade.

Considere o sistema de malha fechada mostrado na Figura 5.79. Determine o intervalo de valores
de K compativeis com a estabilidade do sistema. Suponha que K > 0.

R(s) ) C(s)
—»@—» K 5=2
1 (s + I)(s2+ 65+ 25)

Considere o sistema de controle de posi¢do de um satélite mostrado na Figura 5.80(a). A saida
do sistema apresenta oscilagdes continuadas nao desejaveis. Esse sistema pode ser estabilizado
pelo uso de realimentag@o tacométrica, como mostra a Figura 5.80(b). Se K/J = 4, que valor de
K, resultara em um coeficiente de amortecimento igual a 0,67
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FIGURA 5.80
(a) Sistema
instavel de
controle

de atitude de
um satélite;
(b) sistema
estabilizado.

B.5.24

FIGURA 5.81

Servossistema
com
realimentacao
tacométrica.

B.5.25

B.5.26
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R(s)
“ -

C(s)

R(s) 9:‘ 9:‘

e L
r Js2
(a)
K .
Js
Kj |-

C(s)

(b)

Considere o servossistema com realimenta¢ao tacométrica mostrado na Figura 5.81. Determine os
intervalos de valores de K e de K), que tornam o sistema estavel. (Note que K, deve ser positivo.)

R(s)

Considere o sistema

onde a matriz A ¢ dada por:

' ' 20 1 C(s)
Vel s I GFD G s g
K, |
X = Ax
0 1 0
A=|-b, 0 1
0 _b2 _bl

(A é chamada matriz de Schwarz.) Mostre que a primeira coluna da tabela de Routh da equagio
caracteristica |sI — A| = 0 consiste em 1, b,, b, € b,b;.

Considere um sistema de controle com realimentagdo unitaria cuja fungdo de transferéncia de
malha fechada seja:

Cls) _

Ks+ b

R(S) N s2

+as+b
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Determine a fung@o de transferéncia de malha aberta G(s). Mostre que o erro estacionario na
resposta a rampa unitaria € dado por:

a—K
b

1
€ = 71)
Considere um sistema de controle com realimentag@o unitaria cuja fungdo de transferéncia de
malha aberta seja:
K
G(s) = ——
(s) s(Js + B)
Discuta os efeitos que as variagdes de K e de B produzem sobre o erro estacionario da resposta

a entrada em rampa unitaria. Esboce curvas tipicas de resposta a rampa unitaria para valores
pequenos, médios e elevados de K, supondo que B seja constante.

Se o ramo direto de um sistema de controle contiver pelo menos um integrador, entdo a saida
continua variando enquanto o erro estiver presente. Ela deixa de variar somente quando o erro for
precisamente zero. Se um distirbio externo entra no sistema, € conveniente que haja um elemento
integrador entre o elemento medidor de erro e o ponto de entrada do distirbio, de modo que o
efeito do disturbio externo possa ser anulado em regime permanente.

Mostre que, se o disturbio for uma fungdo rampa, entdo o erro estacionario causado por esse
disturbio em rampa somente podera ser eliminado se houver dois integradores antes do ponto
de entrada do distarbio.



