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Deflection of beams 
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𝛿 ≪ 𝑡 



Deflection of beams 

5/14/2020 

𝛿 ≪ 𝑡 

𝛿 𝑥 ≡ 𝑣 𝑥  

Deslocamento transversal (vertical) 



Deflexões em vigas 
• Hipóteses 

o Problema é independente do tempo. 
o O formato da viga é um prisma reto, cujo comprimento é muito 

maior que as outras dimensões (Esbelta). 
o A viga é constituída de um material linearmente elástico. 
o O efeito Poisson é negligenciável. 
o A seção transversal é simétrica em relação ao plano vertical. 
o Planos perpendiculares à linha neutra permanecem quase planos 

e perpendiculares ao eixo deformado depois da deformação 
(Navier). 

o O ângulo de rotação da seção transversal é muito pequeno. 
o O efeitos de momento de inércia da rotação é desprezado. 
o A viga é constituída de material homogêneo . 
o The distribution of flexural stress on a given cross section is not affected by 

the deformation due to shear. 
o Distorção da seção transversal é pequena o suficiente para ser desprezada! 
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Prisma
https://pt.wikipedia.org/wiki/Coeficiente_de_Poisson


Deflexões em vigas 

• Caminho 

1. Relação Momento- curvatura 

2. Equação diferencial relacionando v(x) – M(x) 

3. Condições de contorno 
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Deflexões em vigas 

• Fórmula 
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EI 
𝑑2𝑣 𝑥

𝑑𝑥2
= 𝑀(𝑥) 



Deflexões em vigas 
• Curvatura  
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𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

Flexão de uma viga       deflexão vertical + rotação 

𝒅𝒔 = 𝝆𝒅𝜽 𝜿 =
𝒅𝜽 

𝒅𝒔
 



Deflexões em vigas 
• Curvatura  
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𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

Flexão de uma viga       deflexão vertical + rotação 

𝜿 =
𝒅𝜽 

𝒅𝒔
 

M+ M- 



Deflexões em vigas 
• Momento-curvatura  
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𝑀(𝑥) 

EI
= 𝜅 𝑥  

𝑀(𝑥) 

EI
=

1

𝜌 𝑥
 

𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 



Deflexões em vigas   
• Momento-curvatura  
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𝑀(𝑥) 

EI
=

1

𝜌 𝑥
 

𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

C.C 

C.C -y (side) 

+y (side) 

Concavidade (+/-)!!! 



Deflexões em vigas   
• Inclinação q  
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𝑑𝑣 𝑥

𝑑𝑥
= tan 𝜃 

𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

𝑑𝑣 𝑥

𝑑𝑥
≪ 1 

Pequenas deflexões 

𝑑𝑣 𝑥

𝑑𝑥
≅ 𝜃 

𝑑𝑥 

𝑑
v 

𝜃 

𝑑𝑣

𝑑𝑠
= sin 𝜃 

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos 𝜃 

Buildings, automobiles, aircraft, and ships, undergo 

relatively small changes in shape while in service 

very small angles of rotation, very small 
deflections, and very small curvatures. 



Deflexões em vigas   
• Inclinação q  
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𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos 𝜃 

very small angles of rotation, very small 
deflections, and very small curvatures. 

𝜃 < 15° 

q ° q [rad] tan q cos q

5 0.087 0.087 0.996

10 0.175 0.176 0.985

15 0.262 0.268 0.966

𝑑𝑥 ≈ 𝑑𝑠 𝜿 =
𝒅𝜽 

𝒅𝒙
 

𝑀(𝑥) 

EI
=

𝒅𝜽 

𝒅𝒙
 



Deflexões em vigas   
• Inclinação q  
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𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

very small angles of rotation, very small 
deflections, and very small curvatures. 

𝑀(𝑥) 

EI
=

𝒅𝜽 

𝒅𝒙
 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
≈ 𝜃 𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
≈

𝑑𝜃 

𝑑𝑥
 

𝑴(𝒙) 

𝐄𝐈
=

𝒅𝟐𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟐
 

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= −𝑞 𝑥  

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= −𝑉 𝑥  

Moment-deflection equation 



Deflexões em vigas   
• Inclinação q  
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𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

very small angles of rotation, very small 
deflections, and very small curvatures. 

𝐄𝑰
𝒅𝟐𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟐 = 𝑴(𝒙)  

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= −𝑞 𝑥  

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= −𝑉 𝑥  

𝐄𝑰
𝒅𝟑𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟑 =- 𝑽(𝒙)  𝐄𝑰
𝒅𝟒𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟒 =𝐪(𝒙)  

Load-deflection equation 



Deflexões em vigas   
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Boundary Conditions and Continuity Conditions 

𝑣1 6 = 𝑣2 6  𝑣1 0 = 𝑣2 12 = 0 

𝐄𝑰
𝒅𝟒𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟒 =𝐪(𝒙)  

𝜃1 6 = 𝜃2 6  



Deflexões em vigas   
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Boundary Conditions and Continuity Conditions 

𝐄𝑰
𝒅𝟒𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟒 =𝐪(𝒙)  

Boundary Conditions and Continuity Conditions 



Deflexões em vigas   
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Boundary Conditions and Continuity Conditions 

𝐄𝑰
𝒅𝟒𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟒 =𝐪(𝒙)  



Deflexões em vigas   
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Exemplo 1 

𝑴(𝒙) 

𝐄𝐈
=

𝒅𝟐𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟐
 


