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Objetivos da Aula

Objetivos da Aula

Objetivos da Aula

Nesta aula discutiremos alguns conceitos envolvendo Variaveis
Aleatérias Continuas Bidimensionais, as definicdes de funcéo
densidade de probabilidade conjunta, fungcao densidade de
probabilidade marginal e funcéo densidade de probabilidade
condicional, bem como o célculo de esperanca e variancia
condicional. Discutiremos o conceito de independéncia entre variaveis
aleatérias e apresentaremos a definicdo de covariancia e correlacao
linear entre variaveis aleatérias. Alguns exemplos serdo apresentados.
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Definicao

Uma fungao X definida sobre o espag¢o amostral Q2 e assumindo
valores num intervalo de nimeros reais, € denominada variavel
aleatéria continua univariada.
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Definicao

Uma fungao X definida sobre o espag¢o amostral Q2 e assumindo
valores num intervalo de nimeros reais, € denominada variavel
aleatéria continua univariada.

Exemplos
altura de um adulto
custo do sinistro de um carro

temperatura minima diaria
saldo em aplicagdes financeiras
ganho de peso apos dieta
distancia percorrida
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Funcéo densidade de probabilidade

A funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma variavel aleatéria
X é uma fungéo f(x) > 0 cuja area total sob a curva seja igual a
unidade.
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Fungéo densidade de probabilidade

A funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma variavel aleatéria
X é uma fungéo f(x) > 0 cuja area total sob a curva seja igual a
unidade. Em termos matematicos

/+oo f(x)dx = 1.

—00
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Distribuicdo Uniforme

Se X € uma varigvel aleatéria uniforme no intervalo [1,5] (X ~ U[1,5]),
a funcao densidade de probabilidade de X é definida por
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Distribuicdo Uniforme

Se X € uma varigvel aleatéria uniforme no intervalo [1,5] (X ~ U[1,5]),
a funcao densidade de probabilidade de X é definida por

1 1<x<5,
w={ "
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Descricao de f(x)
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Variaveis Aleatdrias Continuas

Distribuicdo Uniforme

A area total sob a curva pode ser calculada diretamente pela solugéo
da integral
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Distribuicdo Uniforme
A area total sob a curva pode ser calculada diretamente pela solugéo

da integral
51 1 5
/1 de = 7 1 ax
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Variaveis Aleatorias Continuas Univariadas

Probabilidade de eventos

A probabilidade P(a < X < b) corresponde a area sob a curva no
intervalo [a, b].
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Probabilidade de eventos

A probabilidade P(a < X < b) corresponde a area sob a curva no
intervalo [a, b]. Em termos matematicos

Pla< X <b)= /b f(x)dx.
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Distribuigdo Uniforme

A probabilidade P(1 < X < 2) pode ser calculada diretamente pela
solugéo da integral
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Distribuigdo Uniforme
A probabilidade P(1 < X < 2) pode ser calculada diretamente pela

solugéo da integral
21 1 2
/14dx = 4/1 adx
1

= Zxﬁ
1

= —(2-1
;2-1)
1

= —=0,25
7] 0,25
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Descricao P(1 < X < 2)
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Esperanca

Definicao
A esperanca matematica de uma variavel aleatéra continua X fica
dada por
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Esperanca

Definicao
A esperanca matematica de uma variavel aleatéra continua X fica
dada por

w=E(X) = /+OC xf(x)dx.

J —0Q
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Variancia

Variancia

Definicao
A variancia de uma variavel aleatéria X continua é definida por
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Variancia

Variancia

Definicao
A variancia de uma variavel aleatéria X continua é definida por

Var(X) = E[X —E(X)]?
= E(X?) - [E(X)P,
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Definicao
A variancia de uma variavel aleatéria X continua é definida por

Var(X) = E[X —E(X)]?
= E(X?) - [E(X)P,

em que

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 16 /54



Variancia

Variancia

Definicao
A variancia de uma variavel aleatéria X continua é definida por

Var(X) = E[X —E(X)]?
E(X?) — [E(X)P?,

em que

E(X2) = / " 2 (x)dx.

— 00
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Definicao

Uma funcéo (X, Y) definida sobre o espago amostral Q e assumindo
valores num intervalo de numeros reais, € denominada variavel
aleatéria continua bivariada.
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Definicao
Uma funcéo (X, Y) definida sobre o espago amostral Q e assumindo

valores num intervalo de nimeros reais, € denominada variavel
aleatdria continua bivariada.

Exemplos
@ (altura, idade)
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MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 18/54



Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Definicao
Uma funcéo (X, Y) definida sobre o espago amostral Q e assumindo

valores num intervalo de nimeros reais, € denominada variavel
aleatdria continua bivariada.

Exemplos
@ (altura, idade)
@ (custo do sinistro, valor do seguro)
@ (temperatura minima, temperatura maxima)
@ (saldo poupanca, saldo fundo investimento)

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 18/54



Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Definicao
Uma funcéo (X, Y) definida sobre o espago amostral Q e assumindo

valores num intervalo de nimeros reais, € denominada variavel
aleatdria continua bivariada.

Exemplos
@ (altura, idade)
@ (custo do sinistro, valor do seguro)
@ (temperatura minima, temperatura maxima)
@ (saldo poupanca, saldo fundo investimento)
@ (despesas médicas, despesas com educacao)
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Variaveis Aleatorias Continuas Bidimensionais

Funcao densidade de probabilidade conjunta

A funcao densidade de probabilidade conjunta de uma variavel
aleatéria bidimensional (X, Y) é uma fungéo f(x, y) > 0 cujo volume
total sob a superficie seja igual a unidade.
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Variaveis Aleatorias Continuas Bidimensionais

Funcao densidade de probabilidade conjunta

A funcao densidade de probabilidade conjunta de uma variavel
aleatéria bidimensional (X, Y) é uma fungéo f(x, y) > 0 cujo volume
total sob a superficie seja igual a unidade. Em termos matematicos

+00 +00
/ / f(x,y)dxdy = 1.
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo distribuicao bidimensional

Seja (X, Y) uma variavel aleatdria bidimensional no dominio
[0,1] x [0, 1] com funcdo densidade de probabilidade conjunta definida
por
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo distribuicao bidimensional

Seja (X, Y) uma variavel aleatdria bidimensional no dominio
[0,1] x [0, 1] com funcdo densidade de probabilidade conjunta definida
por

4xy 0<x<1,0<y<1

foxy) = { 0 c.c.
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Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Descricao de f(x, y)

1.0 0.0
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Variaveis Aleatorias Continuas Bidimensionais

Distribuigado Uniforme Bidimensional

O volume total sob a superficie pode ser calculada diretamente pela
solugao da integral dupla
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Variaveis Aleatorias Continuas Bidimensionais

Distribuigado Uniforme Bidimensional

O volume total sob a superficie pode ser calculada diretamente pela
solugao da integral dupla

1 1 1 1
/ / Axydxdy — 4 / xdx / ydy
0 0 0 0

4[x/251y?/2]5
4% (1/2) % (1/2)
- 1.

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 22/54



Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Probabilidade de eventos

A probabilidade P(a < X < b,c < Y < d) corresponde ao volume sob
a superficie formada pelos intervalos [a, b] x [c, d].
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Probabilidade de eventos

A probabilidade P(a < X < b,c < Y < d) corresponde ao volume sob
a superficie formada pelos intervalos [a, b] x [c, d]. Em termos
matematicos

b pd
Pla< X < b,c< Y<d)/ / F(x, y)dxdy.
a C
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo distribuicao bidimensional

A probabilidade P(0 < X < 1/2;0 < Y < 1/2) pode ser calculada
diretamente pela solugéo da integral dupla
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo distribuicao bidimensional

A probabilidade P(0 < X < 1/2;0 < Y < 1/2) pode ser calculada
diretamente pela solugéo da integral dupla

12 p1/2
/ / 4xydxdy
0 0

1/2 1/2
4 / xdx ydy
0 0

= 4x%/2]y/%1y? /2]y
4 x (1/8) x (1/8)
= 1/16.
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Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Descricao do dominiode (0 < X <1/2,0<Y <1/2)

0.8

0.4

0.0
I
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Distribuigbes marginais

As fungdes densidade de probabilidade marginais de X e Y séo,
respectivamente, definidas por
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Distribuigbes marginais

As fungdes densidade de probabilidade marginais de X e Y séo,
respectivamente, definidas por

xx = [ty e

—0o0

My = [ feyx

—00

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 26 /54



Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Esperangas marginais
Consequentemente temos que
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Esperangas marginais
Consequentemente temos que

E(X) = /+Ooxfx(x)dxe

—00

e = [ ey

—00
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Variancias marginais
As variancias de X e Y sao definidas por
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Variancias marginais
As variancias de X e Y sao definidas por

Var(X) = E(X?)—[E(X)2e
Var(Y) = E(Y?)—[E(Y)]
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Variancias marginais
As variancias de X e Y sao definidas por

Var(X) = E(X?)—[E(X)2e
Var(Y) = E(Y?)—[E(Y)]

em que

=0 = [ iox o £ = [y

) —00

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 28/54



Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Distribuigbes condicionais

A funcao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = y, €
definida por
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Distribuicoes condicionais
A funcao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = y, €
definida por

f(x, ¥0)

(X‘yO) f ( )
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Distribuigbes condicionais

A funcao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = y, €
definida por
f(x, ¥0)

(X‘yO) f ( )

para fy(yo) > 0.
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Distribuigbes condicionais

A funcao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = y, €

definida por

fixlye) = ‘)

para fy(yo) > 0. Similarmente, a fungao densidade de probabilidade
condicional de Y dado X = xg é definida por
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Distribuigbes condicionais

A funcao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = y, €

definida por

fixlye) = ‘)

para fy(yo) > 0. Similarmente, a fungao densidade de probabilidade
condicional de Y dado X = xg é definida por

ftyl) = ‘o)

para fx(xp) > O.

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 29/54



Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Independéncia

Independéncia entre X e Y
As variaveis aleatérais X e Y sao ditas independentes se
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Variaveis Aleatérias Continuas Bivariadas

Independéncia

Independéncia entre X e Y
As variaveis aleatérais X e Y sao ditas independentes se

f(x,y) = fx(xX)fy(y),

para todo par (x, y).
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo

Um banco resolveu apostar num servigo personalizado além do
atendimento convencional. Em um dia sejam X e Y a proporgao do
tempo gasto com o servigo personalizado e com o servigo de caixa

convencional, respectivamente.
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo

Um banco resolveu apostar num servigo personalizado além do
atendimento convencional. Em um dia sejam X e Y a proporgao do
tempo gasto com o servigo personalizado e com o servigo de caixa
convencional, respectivamente. Vamos supor que (X, Y) tém fungéo
densidade de probabilidade conjunta dada por
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Variaveis Aleatdrias Continuas Bivariadas

Exemplo

Um banco resolveu apostar num servigo personalizado além do
atendimento convencional. Em um dia sejam X e Y a proporgao do
tempo gasto com o servigo personalizado e com o servigo de caixa
convencional, respectivamente. Vamos supor que (X, Y) tém fungéo
densidade de probabilidade conjunta dada por

S(x+y2) 0<x<1.0<y<1
f(x’y):{S( Oy) c.c. g
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Descricao de f(x, y)

1.0 0.0
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Exemplo

Exemplo
O volume total sob a superficie deve valer 1.

v
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Exemplo

Exemplo
O volume total sob a superficie deve valer 1.

/01‘/012(x+y2)dxdy = //x+y x)dy
= /(/ xdx+/ y2dx)dy
1 1
By
= 6(/0 dy+/y2dy
1 3

_ 6 1y, 6,1
= (§+§|o)—g(§+

(&)
»

1
3)

= o
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Exemplo

Exemplo

Qual a probabilidade de ambos os servigcos nao ocuparem mais do
que 1/4 do tempo num determinado dia?
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Exemplo

Exemplo

Qual a probabilidade de ambos os servigcos nao ocuparem mais do
que 1/4 do tempo num determinado dia?

6 [1/4 1/4
PO<X<1/40<Y<1/4) = 5/ (/ (X + y2)dy)dx
0 0

6 [1/4 [1/4 1/4
= = / ( / xax + / y2dy)dx.
3 Jo 0 0
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Exemplo

Exemplo
Qual a probabilidade de ambos os servigcos nao ocuparem mais do

que 1/4 do tempo num determinado dia?
g [1/4 r1/4
PO<X<1/40<Y<1/4) = 5/0 (/O (X + y2)dy)dx
g [1/4 [1/4 1/4
= / (/ xadx +/ y2dy)dx.
5Jo o 0

em que
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Exemplo

Exemplo

Qual a probabilidade de ambos os servigcos nao ocuparem mais do
que 1/4 do tempo num determinado dia?

1/4  (1/4
PO<X<1/40<Y<1/4) = 5/ (/ (x + y?)dy)dx
0 0

6 [1/4 [1/4 1/4
= = / ( / xax + / y2dy)dx.
3 Jo 0 0

em que

1/4 1/4
/ xdy + y dy —+—!
0 0

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 35/54



Exemplo

Exemplo

Entao a probabilidade de ambos os servigos ndo ocuparem mais do
que 1/4 do tempo num determinado dia fica dada por
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Exemplo

Exemplo

Entao a probabilidade de ambos os servigos ndo ocuparem mais do
que 1/4 do tempo num determinado dia fica dada por

1/4
PO<X<1/4,0<Y<1/4) = 5/

6 1/4
N
0

6 x2

5( 8
7
640

5(glo
6,1/16

192

1

1924)
RIEN
1924
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Exemplo

Distribuicbes marginais
As funcgbes densidade de probabilidade marginais de X e Y sao,
respectivamente, dadas por

1
00 = g [ ey e

1
M) = g [ ey
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Exemplo

Distribuigdo marginal de X
A funcéo densidade de probabilidade marginal de X fica dada por
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Exemplo

Distribuigdo marginal de X

A funcéo densidade de probabilidade marginal de X fica dada por

fx(x) =

6 [ 5
5 ; (x +y)dy
6 1
s(x+ [ yidy
0
6 y3
5(er 3 )
6

50

;),0<x<1.
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Descricao de fx(x)

x)
I

05
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Exemplo

Distribuigdo marginal de Y
A fungéo densidade de probabilidade marginal de Y fica dada por
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Exemplo

Distribuigdo marginal de Y
A fungéo densidade de probabilidade marginal de Y fica dada por

fr(y) = £ [ (x+y?)ax
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Descricao de fy(y)

fty)
I

05
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Exemplo

Distribuigéo condicional

A fungao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = 0,5
fica dada por
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Exemplo

Distribuicdo condicional
A fungao densidade de probabilidade condicional de X dado Y = 0,5
fica dada por

f(xly =0,5) = fff(;/ _:00’55))
_ S(x+3)
g1+ )
4
= S D

para0 < x < 1.
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Exemplo

Esperanca de X
A esperanca de X fica dada por
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Exemplo

Esperanca de X

A esperanca de X fica dada por

E(X)

/1 xfx(x)dx

/ x(x + )dx
° 2 ° [ X
5/ X dx+5/o de

6x3, 61x%,
53|0 53210
6 6 3
5730 5
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Exemplo

Variancia de X
Temos que
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Exemplo

Variancia de X
Temos que

E(X?) = / Lt
0
= /01 gxz(x+1)dx

= / 3dx+/ —dx

6 J—
20 30 2‘
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Exemplo

Variancia de X
Temos que

E(X?) = / Lt
0
= /01 gxz(x+1)dx

= / 3dx+/ —dx

6 J—
20 30 2‘

Assim, Var(X) = 3 — (2)? = &.
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Exemplo

Variancia de X
Temos que

E(X?) = / Lt
0
= /01 gxz(x+1)dx

= / 3dx+/ —dx

67
20 " 30 2

Assim, Var(X) = 3 — (2)? = . Logo, DP(X) = ,/7/50 = 0,374.
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Exemplo

Esperancade Y
A esperanca de Y fica dada por
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Exemplo

Esperancade Y
A esperanca de Y fica dada por

1
E(Y) = / yhv(y)dy
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Exemplo

Variancia de Y
Temos que
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Exemplo

Variancia de Y
Temos que

1
Bt = [ )

= /16y2(1+y2)dy
- /yd“S/ v

525 25
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Exemplo

Varidnciade Y

Temos que
1
Bt = [ )
6 , 1
= /y2(+y2)dy
- y
- / 2 +5/ y'd
- 5 25 25
Assim, Var(Y) = 2t — ()% = .
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Exemplo

Variancia de Y
Temos que

1
Bt = [ )

= /16y2(1+y2)dy
- /ydy+5/ v

5 25 25
Assim, Var(Y) = 21 — (2)? = . Logo, DP(Y) = /1/25 = 0, 20.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Sumario
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e Coeficiente de Correlagéo Linear
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Coeficiente de Correlagao Linear

Coeficiente de correlacao linear

Coeficiente de Correlagéo Linear
O coeficiente de correlacao linear entre X e Y é definido por
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Coeficiente de Correlagao Linear

Coeficiente de correlacao linear

Coeficiente de Correlagéo Linear
O coeficiente de correlacao linear entre X e Y é definido por

Cov(X,Y)

PN = e VVar(Y)
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Coeficiente de Correlagao Linear

Coeficiente de correlacao linear

Coeficiente de Correlagéo Linear
O coeficiente de correlacao linear entre X e Y é definido por

Cov(X,Y)
VVar(X),/Var(Y)’
em que Cov(X,Y) =E(XY)—-E(X)E(Y)e

p(X,Y) =
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Coeficiente de Correlagao Linear

Coeficiente de correlacao linear

Coeficiente de Correlagéo Linear
O coeficiente de correlacao linear entre X e Y é definido por

Cov(X,Y)
VVar(X),/Var(Y)’
em que Cov(X,Y) =E(XY)—-E(X)E(Y)e

p(X,Y) =

+oo +oo
E(XY) :/ / xyf(x,y)dxdy.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo

Esperanca de XY
1 1 6
E(XY) = //xy(x+y2)dxdy

o Jo 79
6 1 1

= ¢ | ([ o2y +0)a00y

21
- 2/ f\o+y 5 0y
_ 5/

L 1
6 1 n 6 1 7
152 7104 ~ 20°
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Coeficiente de Correlacao Linear

Coeficiente de correlacao linear

Entéo, Cov(X, Y) =7/20 — (3/5)(3/5) = —0,01 e o coeficiente de
correlagédo linear entre X e Y fica por
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Coeficiente de Correlagao Linear

Coeficiente de Correlacao Linear

Coeficiente de correlacao linear

Entéo, Cov(X, Y) =7/20 — (3/5)(3/5) = —0,01 e o coeficiente de
correlagédo linear entre X e Y fica por

-0, 01

AXY) = ey Jijs

= -0,134.

MAE0219 (Economia-FEA-Noturno) Modelos Bidimensionais Continuos 19 Semestre 2017 50 /54



Distribuicao Normal Bivariada

Sumario

3.07pt
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Distribuicao Normal Bivariada

Distribuicao Normal Bivariada

Distribuicdo Normal Bivariada
Se (X, Y) tém distribuicdo normal bivariada de médias (., 1y),

variancias (o2, 0}2,) e coeficiente de correlacao linear p, entdo a funcao

densidade de probabilidade conjunta é definida por

1 1 — bx
f(ij) — Zﬂaxgymexp[_2(1 _pz){(x UXM )2
—2p(X — px)(yY — py) + (y ~ M}/)Z}]

OxOy oy

Y

para —oco < X,y < +o0.
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Distribuicao Normal Bivariada

Densidade Normal Bivariada
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Distribuicao Normal Bivariada

Distribuicao Normal Bivariada

Marginais e Condicionais

Se (X, Y) tém distribuigdo normal bivariada de médias (yuix, 11y ),
variancias (o2, 0}2,) e coeficiente de correlagéo linear p, entao
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Distribuicao Normal Bivariada

Distribuicao Normal Bivariada

Marginais e Condicionais

Se (X, Y) tém distribuigdo normal bivariada de médias (yuix, 11y ),
variancias (o2, 0}2,) e coeficiente de correlagéo linear p, entao

@ as distribuigbes marginais sdo normais X ~ N(x,02) e
Y~ N(H}U 0}2/)!
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Distribuicao Normal Bivariada

Distribuicao Normal Bivariada

Marginais e Condicionais

Se (X, Y) tém distribuigdo normal bivariada de médias (yuix, 11y ),
variancias (o2, 5) e coeficiente de correlagéo linear p, entao

@ as distribuigbes marginais sdo normais X ~ N(x,02) e
Y~ N(/v‘}’? 0}2/)§

@ as distribuicdes condicionais X|Y = yp e Y|X = xo sao normais,
respectivamente, N(/x + p2* (yo —uy),02(1 —p?)) e

N(uy + p2(x0 — p1x), 05(1 —/) 2)).
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