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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Cristal ideal

Grupos de simetria

Grupo das translações tn ∈ T, tn = niai

� não mantém pontos fixos

Grupo holohedral: grupo pontual P

� mantém um ou mais pontos fixos
� transformações ortogonais
� existem apenas sete
� formam os sistemas cristalinos

Grupo das direções equivalentes: Pe ⊂ P

� direções fisicamente equivalentes (J = σE)
� existem 32 no total
� formam as classes cristalinas

Grupo espacial G: deslocamentos rígidos

� existem 230 no total
� Simórficos: G ⊃ Pe , (sem screw-rotations e glide-reflections)
� Não-simórficos: G 2 Pe (existem 157)
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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Cristal ideal

Resumo

sistema Bravais P ordem classes
Triclínico 1 Ci 2 C1

Monoclínico 2 C2h 4 C2, Cs

Rômbico 4 D2h 8 D2, C2v

Trigonal 1 D3d 12 C3, C3v , D3, S6

Tetragonal 2 D4h 16 C4, S4, D4, C4v , C4h , D2d

Hexagonal 1 D6h 24 C6, C6h , C6v , D3, D3h , D6

Cúbico 3 Oh 48 T , O , Th , Td

7 14 7 32
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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Cristal ideal

Zincoblende + Wurtizita

Zincoblende: G = F43m, P = Td (24), Pe = Td (24)

Wurtizita: G = P63mmc, P = D6h (24), Pe = C6v (12)
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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Rede de Bravais

Bravais
Rede direta:

� arranjo regular de pontos r =
3∑

i=1

xiai

� vetores primitivos a1 · a2 × a3 = Ω0

� grupo das translações T , r = τRr = r + R, R =
3∑

i=1

niai

� grupo holohedral P, ai =
3∑

j=1

αjiaj , x i =
3∑

j=1

αijxj

Rede recíproca (dual):

� vetores primitivos bi · aj = 2πδij , bi =
π

Ω0

∑
j,m

εijmaj × am

� mesma simetria da rede direta

� vetores de onda k =
3∑

i=1

kibi , e i bi ·aj = 1

� primeira zona de Brillouin: k ·
K
2

=

∥∥∥∥∥K
2

∥∥∥∥∥2

(Bragg), K =
3∑

i=1

mibi

Estrutura cristalina = Rede + Base
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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Grupos I

Grupo Espacial

Rede vazia: B = {Rn}, Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3, ni ∈ N

Grupo das translações: T = {τR : τRn Rm ∈ B}

Grupo das rotações (ou pontual): P = {α : αRm ∈ B}, P ⊂ O(3)

� grupo holohedral ou holossimétrico

Grupo cristalino: Pe ⊂ P

� grupo das direções equivalentes
� cristal = rede vazia + base

Grupo espacial: {α|τR+V(α)} ∈ G, α ∈ Pe , τ ∈ T , R ∈ B, V < B

� E(3) ⊃ G ⊃ T
� Simórficos (73): V(α) = 0, {α|τR } = {1|τR }{α|τ0}

� Não-simórficos (157): {α|τR+V(α)} = {1|τR }{α|τV(α)}

N V(α) =
n1

m
a1 +

n2

m
a2 +

n3

m
a3, ni ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, m ∈ {2, 3, 4, 5, 6}

N screw rotation: {α|τV(α)}, com α uma rotação
N glide reflection: {α|τV(α)}, com α uma reflexão
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Grupos I

Grupo espacial simórfico: propriedades

Elementos:
{
1
∣∣∣R}
∈ T ,

{
α
∣∣∣0} ∈ P

Ação:
{
α
∣∣∣R}

=
{
1
∣∣∣R} {

α
∣∣∣0} , {

α
∣∣∣R}

r = αr + R (não-linear)

Multiplicação:
{
β
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R}

=
{
βα

∣∣∣βR + S
}

� Não-Abeliano:
{
α
∣∣∣0} {1∣∣∣R}

=
{
α
∣∣∣αR

}
=

{
1
∣∣∣αR

} {
α
∣∣∣0}

� Comutatividade: αR = R (eixo de rotação)

Inverso:
{
α
∣∣∣R}−1

=
{
α−1

∣∣∣ − α−1R
}

Normalizador:
{
α
∣∣∣R} {

1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R}−1

=
{
1
∣∣∣αS

}

� Subgrupo invariante (ou normal): gTg−1 = T , g ∈ G
� Cosets: Cg = {gT } = {Tg}, g ∈ G

Grupo fator: G/T = {Cα},

� elementos:
{
1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R}
∈ Cα, ∀R ,S ∈ T para cada α ∈ P

� multiplicação: CαCβ = Cγ

N
{
1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R} {

1
∣∣∣S′} {α′∣∣∣R′} = {

1
∣∣∣U} {

γ
∣∣∣U′} , γ = αα′, U = R + S, U′ = α(R′ + S′)
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Normalizador:
{
α
∣∣∣R} {

1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R}−1

=
{
1
∣∣∣αS

}
� Subgrupo invariante (ou normal): gTg−1 = T , g ∈ G
� Cosets: Cg = {gT } = {Tg}, g ∈ G

Grupo fator: G/T = {Cα},

� elementos:
{
1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R}
∈ Cα, ∀R ,S ∈ T para cada α ∈ P

� multiplicação: CαCβ = Cγ

N
{
1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R} {

1
∣∣∣S′} {α′∣∣∣R′} = {

1
∣∣∣U} {

γ
∣∣∣U′} , γ = αα′, U = R + S, U′ = α(R′ + S′)
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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Ações

Translações

R = n1a1 + n2a2 + n3a3, ni ∈ N, 0 ≤ ni < Ni

� Abeliano:
{
1
∣∣∣R}

=
{
1
∣∣∣n1a1

} {
1
∣∣∣n2a2

} {
1
∣∣∣n3a3

}
� Periodicidade:

{
1
∣∣∣ai

}Ni
=

{
1
∣∣∣Niai

}
=

{
1
∣∣∣0}

Ação em (auto)funções:
{
1
∣∣∣R}

ψ(r) = ψ(r − R) = λ(R)ψ(r)

� Autovetores: ψk(r) = φk(r) e + i k·r, φk(r) = φk(r + R) (Bloch)

� Autovalores: λk(R) = e − i k·R, λk(R) = λk+K(R) (primeira zona)

� Números quânticos: k =
3∑

i=1

kibi , ki =
mi

Ni
, 0 ≤ mi < Ni , ai · bj = 2πδij

Representações irredutíveis (Irreps): (k1, k2, k3)
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“Simetrias Cristalinas”

Conceitos gerais

Ações

Rotações

{
1
∣∣∣S} {

α
∣∣∣R}

=
{
α
∣∣∣R} {

1
∣∣∣α−1S

}

Invariante: k · (αr) = (α−1k) · r

� k · (αr) = (α−1k) · (α−1(αr)) = (α−1k) · r

Base:
{
1
∣∣∣R}

ψk(r) = e − i k·Rψk(r)

Simórficos: G ⊃ P, α ∈ P, R,S ∈ T{
α
∣∣∣R}

ψk(r) = ψαk(r)

�
{
1
∣∣∣S} ({

α
∣∣∣R}

ψk

)
=

{
α
∣∣∣R} {

1
∣∣∣α−1S

}
ψk = e − i (αk)·S

{
α
∣∣∣R}

ψk

Não-simórficos: G 2 P, α ∈ P, R,S ∈ T , V(α) < T
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� k · (αr) = (α−1k) · (α−1(αr)) = (α−1k) · r

Base:
{
1
∣∣∣R}

ψk(r) = e − i k·Rψk(r)

Simórficos: G ⊃ P, α ∈ P, R,S ∈ T

{
α
∣∣∣R}

ψk(r) = ψαk(r)

�
{
1
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α
∣∣∣R}

ψk

)
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α
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1
∣∣∣α−1S
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ψk = e − i (αk)·S
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α
∣∣∣R}

ψk

Não-simórficos: G 2 P, α ∈ P, R,S ∈ T , V(α) < T
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Conceitos gerais

Grupos II

Os grupos

Grupo das translações: T = {R,S, . . .}

Grupo pontual: P = {α : ααT = 1}

Grupo cristalino: Pe ⊂ P

Grupo de simetria de k : P(k) = {α ∈ P : αk ≡ k}

Little co-group: Pe(k) = {γ ∈ Pe : γk ≡ k}, ‖Pe‖ = m
∥∥∥Pe(k)

∥∥∥
Little group: G(k) =

{{
γ
∣∣∣R + V(γ)

}
: γ ∈ Pe(k), R ∈ T

}
G ⊃ G(k) ⊃ T
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